
1.  緒言

1・1　研究背景と目的
大規模生産を行う鉄鋼システムでは，高品質な鋼板を安
定して生産することへの強い要求があり，そのためには高
精度な制御を実現しなければならない。板厚制御において
これまで自動板厚制御（Automatic Gauge Control）1）が適用
されており，圧延機の圧下量をダイナミックに制御するこ
とにより板厚の変動を抑えている。しかしながら，圧延材
の硬度差，圧延機の伸び率の差やその他の種々の要因によ
り板厚に差が生じることがある。熱間圧延により厚鋼板な
どを製造する際には，圧延機の出側における板厚目標値が
定められ，この板厚目標値からの偏差が許容範囲である公
差を越えた部分（オフゲージ）に関しては製品とすること
はできず廃棄する等の処置が行われている。そのため，製
造コスト削減の観点から圧延材のオフゲージの長さを可能
な限り短縮する必要があり，板厚を高精度に制御するため
にばらつきを抑制する制御法が研究されている。本論文で
はばらつき抑制のための最適制御問題を扱う。
典型的な最適制御問題としては，線形システムに関して
二次形式の評価関数を最小にするLQ問題 2）がよく知られ
ている。また，現実のシステムに対する制御手法の一つと
して，確率システムに対して制御則を設計する確率システ

ム制御論 3,4）が研究されている。確率システムに対する最
適制御問題として代表的なLQG問題 5）では，モデルのパ
ラメータを確定値として扱っており，システムの状態の確
率的な変動を加法的なノイズによってモデル化している。
しかしながら，現実の制御対象においてはその場の環境に
よってモデルのパラメータそのものが時々刻々と変化する
場合が多くある。このように確率的に変動するモデルを加
法的なノイズだけでなく，確率変数をモデルのパラメータ
として持つ状態方程式で表現することで，より広いクラス
の変動を扱うことができる。確率変数をパラメータとして
持つ系に対する最適制御則は，状態と入力の二次形式の期
待値を評価関数とした手法 6）や，この二次形式の評価関数
に分散を直接評価する項を付加した評価関数を用いた手
法 7）がこれまでに考案されている。後者の手法では，状態
の平均と分散を別々に評価でき，状態の分散を抑制できる
最適制御則となっている。ただし，これらの手法では確率
変数は時不変の確率分布に従うと仮定しているが，現実の
システムにおいてはモデルのパラメータの確率分布が時間
と共に変化する場合がある。そのため，この時変の確率分
布を考慮した制御則を用いることで制御性能が向上すると
考えられる。
本論文では，厚板圧延工程での板厚のばらつき抑制を目
的としている。板温度は操業状態によって変化するため，
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その影響により装置の剛性と材料硬度は時間と共に大きく
変動し，かつその正確な値はわからない。そのため，装置
の剛性を表すミル定数と材料硬度の変動を表す塑性係数
を確率変数として扱うことで制御対象のモデル化を行う。
これらの値は，確率分布が時間と共に変化する確率変数と
なるため，既存の分散抑制のための最適制御法を応用し，
モデルのパラメータの確率分布が時間と共に変化する場
合についての最適制御法を新たに構築する。制御方針とし
ては，ゲージメータ板厚を目標値に追従させることを目指
す。ここでは，モデルに存在する時間遅れ要素を工夫して
モデル化・設計することで入出力の情報だけを用いて状態
フィードバックを実現できるようにし，ゲージメータ板厚
に対するPI制御を用いた状態フィードバックを行う。最後
に，厚板圧延工程において板厚のばらつきを確率変数とし
たモデルに対して分散抑制の最適制御則を適用し，数値例
によりその有効性を検証する。
1・2　表記
以下に本論文で用いる表記を記す。
●   （・）Tは行列（またはベクトル）の転置を表す作用素と
する。

●   （・）－1は行列の逆行列を表す作用素とする。
●   tr（・）は行列のトレースを表す。具体的には，行列

A∈ n×nの i行 j列の要素をaijとすると，

　　tr（A） ＝ 
n

Σ
i=1

aii.

また，確率変数に関連する表記を以下に記す。
●   Pr（・）は事象が生起する確率を表す。
●   p（・）は確率密度関数（確率分布）を表す。
●   E［・］は期待値を表し，E［・｜・］は条件付き期待値を
表す。具体的には

E［x］ ＝ 9 xp（x）dx，E［x｜y］ ＝ 9 xp（x｜y）dx.

●   cov［・,・］は共分散を表し，cov［・,・｜・］ は条件付き共
分散を表す。具体的には

cov［x,y］ ＝ E［（x － E［x］）（y － E［y］）T］

cov［x,y｜z］ ＝ E［（x － E［x｜z］）（y － E［y｜z］）T｜z］.

ベクトルxの成分間の共分散や条件付き共分散を表す
のには，簡単にcov［x］：＝cov［x,x］ やcov［x｜z］：＝cov
［x,x｜z］と書く。

2.  制御対象のモデル化

本章では制御対象のモデル化を行う。本研究で対象とす
るのはFig.1に示すシングルスタンド圧延機である。入側
板厚がH［m］，ロール間隙がS［m］，出側板厚がh［m］であ
り，圧延荷重はP［N］である。
ここでは，文献 8－10）を参考にし，ロール回転速度などが
影響する圧延方向は考慮せず，ロール間隙を用いて記述さ
れる圧下方向のみ考える。また，文献 10）では非線形のモデ
ルとなっているが，ここでは線形に近似したモデルを扱う
ことにする。また，ミルの縦剛性を表すミル定数M［N/m］，
材料硬度の変動を表す塑性係数Q［N/m］を確率変数と考
える。これらの時間変動は，圧延工程において生じる板温
度のばらつきに対応して硬度にもばらつきが発生するため
に起こる。モデルに用いられるパラメータをTable 1にまと
める。
まず，ミル部は一次遅れ系とすると状態方程式はロール
の位置指令値ucを用いて次式となる。

S
・
（t） ＝ － 1

T S（t） ＋ 1
T uc（t － τ）   （1）

ここで，Tはミルの油圧系の時定数であり，τは時間遅れ
要素である。圧下位置制御装置を操作してロール間隙を制

Fig. 1.  A single stand mill.

Table 1.  Physical parameters of the plant model.
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御する場合，圧下位置指令に対して実際の圧下位置は遅れ
時間が存在することがわかっている。この時間遅れもばら
つくことから，本論文ではτも確率変数として扱うことに
する。また，圧延荷重P（H,S）はミル定数M（t）と塑性係数
Q（t），平衡点での値P0を用いて近似的に次の式で表され
る。

P（H, S） ＝ 
MQ（H－S）

M＋Q  ＋ P0   （2）

圧延荷重Pは板厚Hに関して強い非線形性をもつ関数であ
るが，板厚が目標値付近に制御されているものとすると上
式のように近似できる。
さらに，ゲージメータ板厚hcは（3）式で表すことがで
き，その時間微分を考えると（1）,（2）式より（4）式となる。
Meはミル定数の推定値である。

hc ＝ S ＋ 
P

Me
   （3）

h
・

c ＝ － 1
T  hc ＋ 

Me（M＋Q）－MQ
TMe（M＋Q）  uc ＋ 

T＋1
T  

MQH
Me（M＋Q） 

    （4）

制御対象のシステムのブロック線図をFig.2に示す。
（4）式においてミル定数M（t）と塑性係数Q（t）が確率
変数であり，その他のパラメータは既知である。ここで，
ゲージメータ板厚hcの目標値をhr

c，位置指令値ucの目標値
をur

cとして，確率パラメータの平均値を用いて目標値を設
定すると

h
・r

c ＝  － 1
T  hr

c ＋ E 
Me（M＋Q）－MQ

TMe（M＋Q）  ur
c  

＋ E 
T＋1

T  
MQH

Me（M＋Q）   （5）

と表せる。したがって，hc＝hc－hr
c，uc＝uc－ur

cという目
標値からの偏差を考えると以下のようになる。

　h
・

c（t）＝  － 1
T  hc（t） ＋ 

Me（M＋Q）－MQ
TMe（M＋Q）  uc（t－τ） 

＋ 
T＋1

T  
MQH

Me（M＋Q） －E 
T＋1

T  
MQH

Me（M＋Q） 

＋ 
Me（M＋Q）－MQ

TMe（M＋Q）  －E 
Me（M＋Q）－MQ

TMe（M＋Q）  

 

ur
c

    （6）

このモデル（6）式において制御入力はロール位置指令値uc

であり，被制御量hcを0にすることが制御目的となる。

3.  確率最適制御

本章では，（6）式の確率変数で表される離散時間システ
ムに対する最適制御則を導出する。これまでに確率変数が
時不変の確率分布に従う場合に状態の分散を抑制できる最
適制御則が考えられている 7）。しかしながら，本論文で確
率変数として扱うミル定数や塑性係数は板温度の値により
時間と共に変動するため，時変の確率分布を考慮した制御
則を用いることで制御性能の向上が期待できる。したがっ
て，既存の手法と同じ制御対象と評価関数を考え，確率変
数の分布を時変に発展させた最適制御則を導出する。
一般的な確率最適制御では，次式のような汎用の離散時

間線形確率システムに対して制御則が与えられる。

xk＋1 ＝ Ak xk ＋ Bk uk ＋ Gk∊k   （7）

ここで，xk∈ n，uk∈ mはそれぞれ時刻kでの状態，入力
を表しており，∊k∈ nは平均0のガウスノイズを表して
いる。また，Ak∈ n×n，Bk∈ n×m，Gk∈ n×nはシステム行
列である。Ak，Bk，Gk，∊kは時変の確率分布に従う確率変数
とし，確率分布は分かっているものとする。確率変数（Ak，
Bk，Gk）と∊kは独立であると仮定する。得られた最適制御
則を次の定理で与える。

Fig. 2.  Block diagram of the plant system.
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定理1　（7）式に対して，次式の評価関数を考える。

JN（u） ＝  E 

 
N－1

Σ
k=0

｛xT
k Xk xk＋uT

k Uk uk＋tr（Vk cov［xk＋1｜xk］）｝ 

＋xT
N  XN xN｜x0    （8）

ここで，設計パラメータVk∈ n×nは半正定行列，Xk∈ n×n，
Uk∈ m×m，XN∈ n×nは正定行列とする。（8） 式の第三項目
は行列Vkで重み付けられたxk＋1の条件付共分散行列の各
要素の和を表している。この評価関数を最小にする制御入
力はリッカチ方程式に類する方程式を解くことで得られ，
次式となる。

uk ＝  －（Uk ＋ ΣBk Bk ＋ E［BT
k Πk＋1 Bk］）－1 

（ΣBk Ak ＋ E［BT
k Πk＋1 Ak］）xk   （9）

ここで，

Πk ＝  Xk＋ΣAkAk＋E［AT
kΠk＋1Ak］－（ΣAkBk＋E［AT

k Πk＋1Bk］） 
（Uk＋ΣBkBk＋E［BT

k Πk＋1Bk］）－1（ΣBkAk＋E［BT
kΠk＋1Ak］） 

    （10）

βk＝ΣGk∊k Gk∊k＋E［∊T
k GT

k Πk＋1Gk∊k］＋βk＋1   （11）

ΠN ＝ XN   （12）

βN ＝ 0   （13）

であり，

ΣAB ：＝ E［ATVkB］ － E［A］T Vk E［B］   （14）

とおいた。このとき評価関数の最小値は次式となる。

m
u
in JN（u） ＝ xT

0 Π0 x0 ＋ β0

証明は付録に示す。
2章で導出したモデル（6）式を変形するとシステム行列
に確率変数を含む離散時間線形確率システムとなるため，
次章以降で定理1を用いた確率最適制御を行う。

4.  制御系設計

本章では，2章で導出したモデルに対して3章で示した
最適制御則を用いるための制御系設計を行う。
本研究の制御目的は板厚のばらつきを抑制することであ
る。そこで，状態空間モデルを構築し，板厚を目標値に追

従させる制御系を設計する。制御対象はロールの位置指令
値ucを制御入力として，ゲージメータ板厚の目標値からの
偏差hcを観測するシステムである。3章の定理1の最適制
御則は状態xが直接観測可能な状況の下での状態フィード
バック則として結果を得ており，そのままでは適用できな
い。時間遅れのモデルを工夫することで状態フィードバッ
クを入力ucと出力hcの情報だけで実現し，さらにサーボ系
としての制御性能を向上させるために積分器を付加した
PI型の状態フィードバックを構成する。そこで，状態変数
をx＝（hc,∫hcdt）T∈ 2と設定すると（6）式より状態空間
モデルは

x4（t） ＝ Acx（t） ＋ Bc uc（t － τ） ＋ Gc∊（t）   （15）

の形で表せる。ここで，Ac，Bc，Gc，∊は

Ac ＝ 
－ 1

T  0

　1 0
 ，Bc ＝ 

Me（M＋Q）－MQ
TMe（M＋Q）

0
 ，Gc ＝ 

1

0

∊ ＝  
T＋1

T  
MQH

Me（M＋Q） －E 
T＋1

T  
MQH

Me（M＋Q） 

＋ 
Me（M＋Q）－MQ

TMe（M＋Q）  －E 
Me（M＋Q）－MQ

TMe（M＋Q）

 

 ur
c

である。
前章で導出した最適制御則は離散時間システムを対象と
しており，これを適用するためには状態方程式を離散化す
る必要がある。ただし，時間遅れ要素を含めたまま離散化
を行うと状態フィードバックを実現することができない。
そのため，まず時間遅れのないシステム

x4（t） ＝ Acx（t） ＋ Bcuc（t） ＋ Gc∊（t）   （16）

を考え，双一次変換を用いて離散化する。変換後のモデル
を

xk＋1 ＝ Ad xk ＋ Bd uk ＋ Gd∊k   （17）

で表すと，サンプル時間がΔtのとき行列Ad，Bd，Gdは次式
で与えられる。

Ad ＝ I ＋ Δt
2

Ac   I － Δt
2

Ac  
－1

   （18）

Bd ＝ Δt I － Δt
2

Ac  
－1

Bc   （19）
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Gd ＝ Δt I － Δt
2

Ac  
－1

Gc   （20）

時間遅れ要素τはτ∈｛ Δt，2Δt ｝であり，確率変数bkを用
いて次のように書ける。

Pr（τ ＝ Δt） ＝ 1 － bk   （21）

Pr（τ ＝ 2Δt） ＝ bk   （22）

ここで，bkは0 ≤ bk ≤ 1であり，上式は1サンプル時間遅れ
る確率を1－bk，2サンプル時間遅れる確率をbkで表して
いる。離散化した後のモデルにこの時間遅れを次式のよう
に加える。

xk＋1 ＝ Ad xk ＋ bk Bd v1
k ＋ （1 － bk）Bd v2

k ＋ Gd∊k   （23）

v1
k＋1 ＝ v2

k   （24）

v2
k＋1 ＝ uk   （25）

したがって，状態として x̂k＝（xT
k，v1

k，v2
k ）T∈ 4とするとこ

れまでのモデルをまとめて状態空間モデルは以下のように
表せる。

x̂k＋1 ＝ Ak x̂k ＋ Bk uk ＋ Gk∊k   （26）

ここで，Ak，Bk，Gk，∊kは

Ak ＝  

 2T－Δt
2T＋Δt

 0 2TΔt
2T＋Δt

 Me（Mk＋Qk）－MkQk

TMe（Mk＋Qk）
bk

 2TΔt
2T＋Δt

 1 TΔt 2

2T＋Δt
 Me（Mk＋Qk）－MkQk

TMe（Mk＋Qk）
bk

 0 0 0

 0 0 0

 

 

2TΔt
2T＋Δt

 Me（Mk＋Qk）－MkQk

TMe（Mk＋Qk）
（1－bk）

TΔt 2

2T＋Δt
 Me（Mk＋Qk）－MkQk

TMe（Mk＋Qk）
（1－bk）

1

0

Bk ＝ 

0

0

0

1

 ，　　Gk ＝ 

2TΔt
2T＋Δt

TΔt 2

2T＋Δt
0

0

∊k ＝  
T＋1

T

 
Mk Qk Hk

Me（Mk＋Qk）
 －E 

T＋1
T

 
Mk Qk Hk

Me（Mk＋Qk） 
 
＋ 

Me（Mk＋Qk）－MkQk

TMe（Mk＋Qk）  －E 
Me（Mk＋Qk）－MkQk

TMe（Mk＋Qk）

 

 ur
c 

 

	    （27）

である。このとき，∊kは平均値が0であるため，この∊kを
ガウスノイズとみなすことで，（26）式は（7）式と同様の離
散時間線形確率システムとみなすことができる。
（26）式のシステムに対して制御を行うときに，制御器
を加えたシステムのブロック線図をFig.3に示す。図の
Controllerでは，3章の定理1より（10）～（14）式を用いた（9）
式の状態フィードバックを用いる。このシステムでは入力
ucと出力hcの情報だけでフィードバックが実現可能となっ
ている。

5.  数値例

本章では，確率最適制御の手法の有用性を確認するため
従来のLQG制御との制御性能を比較する。（26）式のシス
テムに対して3章の定理1で導出した最適制御則を適用す
る。ここでは有限時間の最適制御問題を考えており，離散
化する際のサンプル時間をΔt＝0.01［s］ とし，終端時刻を
0.5［s］，すなわちN＝500とする。また，（8）式の評価関数
の設計パラメータは以下のように選んだ。ここでは状態 x̂k

のうち板厚に対応する第一要素，第二要素の重みを大きく
設定している。

Xk ＝ diag（5 × 105， 105，1，1）   （28）

Uk ＝ 1   （29）

Vk ＝ diag（106，105， 1，1）   （30）

XN ＝ diag（1，1，1，1）   （31）

LQG制御では（8）式の第三項目のない評価関数を用いて
いるため，Vk＝0とする。
次に，時変の確率変数であるミル定数Mkと塑性係数Qk
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の遷移をFig.4に示す。この図で実線は平均値を示し，上下
の破線はMk，Qkの上限と下限を示している。すなわち，こ
れらの値は破線の内側でばらつくことを示している。各時
刻のミル定数Mk，塑性係数Qkの平均値をそれぞれMk，Qk

としてMkとQkの確率分布を以下の一様分布とする。

p（Mk） ＝
 25
Mk

 0.98Mk ≤ Mk ≤ 1.02Mk 

  0 otherwise
    （32）

p（Qk） ＝
 1
Qk

 0.5Qk ≤ Qk ≤ 1.5Qk 

  0 otherwise
    （33）

ここでは1枚の圧延にかかる時間を想定しているため，時
間軸は板長に対応しており，このミル定数Mkと塑性係数
Qkは板温度が不均一なため時刻kとともに変動し，温度が
低い先尾端では鋼板が硬くなり値が大きくなる。
同様に時間遅れを表す確率変数bkの確率分布を以下の
一様分布とする。

p（bk） ＝
   1 0 ≤ bk ≤ 1 
  0 otherwise

    （34）

これらの確率分布に基づいてMk，Qk，bkのサンプルをそ

れぞれ各時刻で200点M（i）
k，Q（i）

k，b（i）
k（i＝1, …, 200）として

生成する。その後，サンプリングしたM（i）
k，Q（i）

k，b（i）
kを用い

て前章で導出した（27）式のシステムパラメータAk，∊kを
200点計算する。ここでは，Bk，Gkは確定値であるためサン
プリングは行わない。この200点のデータを用いて（9）～
（14）式の期待値演算E［・］の計算を行い，（9）式の制御入
力を得る。

LQG制御と提案手法で制御を行った場合の状態 x̂kの第
一要素，すなわちhcの遷移をFig.5に示す。（i）がLQG制御
の場合，（ii）が提案手法の場合である。ここでは往復圧延
の最終パスを想定し，初期値として x̂0＝（0.01, 0, 0, 0）Tと
している。また，LQG制御ではシステムパラメータが確定
値である必要があるため，パラメータの平均値のみを用い
て補償器を設計している。一方，提案手法ではシステムパ
ラメータのばらつきも考慮して平均値と分散の値を用いて
補償器を設計する。ここでは状態をできる限り早く0に近
づくように制御することを目指している。この図には，各
時刻でランダムに変動するAk，Bk，Gk，∊kのサンプルを20 
通り作成し，それぞれの制御則に対する状態 x̂kの第一要素
であるhcの応答を示している。なお，状態の平均値に標準
偏差の3倍の値を加減算したものを＋印でプロットし，状
態のサンプルを実線でプロットしている。さらに，それぞ
れの手法における入力の値をFig.6に示す。

Fig.5よりLQG 制御と提案手法を比べると，平均値は
（i），（ii）のどちらも安定化できているが，分散の値は（ii）

Fig. 3.  Block diagram of the control system.

Fig. 4.  Transition of stochastic parameters.
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の提案手法の方が大きく抑えられている。また，Fig.6より
提案手法の方がLQG制御よりもなめらかな入力で安定化
を達成できていることがわかる。

6.  結言

本論文では，厚板圧延工程において板厚のばらつきの要
因であるミルの縦剛性を表すミル定数，材料硬度の変動を
表す塑性係数と入力の時間遅れを確率変数としてシングル
スタンド圧延機のモデル化を行った。また，モデルのパラ
メータが時変の確率分布をもつときの分散抑制の最適制御
則を導出した。その後，板厚を目標値に追従させる制御系
を設計し，このモデルに確率変数により表されるシステム
の最適制御則を適用した。最後に，数値例により提案した
最適制御則によって状態の分散が抑えられることを確認し
た。今後は実機への適用も検討したい。また，本手法を応
用することで，確率的なばらつきを有するさまざまな系の
高精度な制御が可能になると期待される。
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付録A　最適制御則の証明

ここでは3章で示した確率最適制御の定理1の証明を示
す。
証明　時刻k以降の評価関数の最小値を与える関数をW（k, 
xk）とすると，W（k, xk）は次式の最適性の原理をみたす。

W（k, xk） ＝  m
uk
in（xT

k Xk xk ＋ uT
k Uk uk ＋ tr（Vk cov［xk＋1｜xk］） 

＋ E［W（k ＋ 1，xk＋1）｜xk］）   （35）

（7）式より，確率変数xk（k＝0, 1, …）はマルコフ性を有し
ており，

p（xk＋h｜xk, xt） ＝ p（xk＋h｜xk），　h ≥ 1，　k > t   （36）

が成り立つ。（35）式の導出ではこの性質を用いている。ま
た，（7）式より

E［xk＋1｜xk］ ＝ E［Ak］xk ＋ E［Bk］uk   （37）

E［xT
k＋1Vk xk＋1｜xt］ ＝  xT

k E［AT
k Vk Ak］xk ＋ uT

k E［BT
k Vk Bk］uk 

＋E［∊T
k GT

k Vk Gk∊k］＋2uT
k E［BT

k Vk Ak］xk 

	    （38）

となる。したがって，tr（Vk cov［xk＋1｜xk］）は次式のように
表すことができる。

tr（Vk cov［xk＋1｜xk］）＝  E［xT
k＋1Vk xk＋1｜xk］ 

－E［xk＋1｜xk］TVk E［xk＋1｜xk］
＝  xT

k ΣAkAk xk＋2uT
k ΣBkAk xk＋uT

k ΣBkBk uk 

＋ΣGk∊k Gk∊k   （39）

（35）,（39）式より，

W（k, xk）＝  m
uk
in（xT

k Xk xk＋uT
k Uk uk＋xT

k ΣAkAk xk＋2uT
k ΣBkAk xk 

＋uT
k ΣBkBk uk＋ΣGk∊k Gk∊k＋E［W（k＋1，xk＋1）｜xk］） 

    （40）

となる。これより，任意の自然数n（1 ≤ n ≤ N ）に対して

W（N－n，xN－n） ＝ xT
N－nΠN－n xN－n ＋ βN－n   （41）

が成り立つことを数学的帰納法によって示す。
n＝0のとき，終端条件より明らかにW（N, xN）＝xT

N XN xN

である。次に，n＝ l（1 ≤ l ≤ N－1） のときに（41）式が成り
立つ，すなわち

W（N－l，xN－l） ＝ xT
N－lΠN－l xN－l ＋ βN－l   （42）

であると仮定し，n＝ l＋1でも（41）が成り立つことを示す。

E［W（N－l，xN－l）｜xN－l－1］
　＝E［xT

N－lΠN－l xN－l＋βN－l｜xN－l－1］
　＝  xT

N－l－1 E［AT
N－l－1ΠN－l AN－l－1］xN－l－1 

＋uT
N－l－1 E［BT

N－l－1ΠN－l BN－l－1］uN－l－1 
＋E［∊T

N－l－1 GT
N－l－1ΠN－l GN－l－1∊N－l－1］ 

＋2uT
N－l－1E［BT

N－l－1ΠN－l AN－l－1］xN－l－1＋βN－l   （43）

より，（40）式を用いると次式を得る。

W（N－l－1，xN－l－1）
　＝  min 

uN－l－1｛ xT
N－l－1（XN－l－1＋ΣAN－l－1AN－l－1 

＋E［AT
N－l－1ΠN－l AN－l－1］）xN－l－1 

＋2uT
N－l－1（ΣBN－l－1 AN－l－1＋E［BT

N－l－1ΠN－l AN－l－1］）xN－l－1 

＋uT
N－l－1（UN－l－1＋ΣBN－l－1 BN－l－1 

＋E［BT
N－l－1ΠN－l BN－l－1］）uN－l－1 

＋ΣGN－l－1∊N－l－1GN－l－1∊N－l－1 

＋E［∊T
N－l－1 GT

N－l－1ΠN－l GN－l－1∊N－l－1］＋βN－l ｝   （44）

（44）式の右辺を最小にする最適入力uN− l－1は

uN－l－1＝  －（UN－l－1＋ΣBN－l－1 BN－l－1＋E［BT
N－l－1ΠN－l BN－l－1］）－1 

（ΣBN－l－1 AN－l－1＋E［BT
N－l－1ΠN－l AN－l－1］）xN－l－1 

    （45）

となる。（45）式を（44）式に代入すると次式を得る。

W（N－l－1，xN－l－1）
　＝  xT

N－l－1｛ XN－l－1＋ΣAN－l－1 AN－l－1＋E［AT
N－l－1ΠN－l AN－l－1］ 

－（ΣAN－l－1 BN－l－1＋E［AT
N－l－1Πl＋1 BN－l－1］）（UN－l－1 

＋ΣBN－l－1 BN－l－1＋E［BT
N－l－1Πl＋1BN－l－1］）－1 

×（ΣBN－l－1 AN－l－1＋E［BT
N－l－1Πl＋1 AN－l－1］）｝xN－l－1 

＋ΣGN－l－1∊N－l－1 GN－l－1∊N－l－1 

＋E［∊T
N－l－1GT

N－l－1Πl＋1 GN－l－1∊N－l－1］＋βN－l   （46）

以上より，任意の自然数n（1 ≤ n ≤ N）に対して（41）は成
り立ち，k＝N－nとすると，時刻kにおける最適入力ukは
（9）～（14） 式で書ける。
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