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マルチフラクタルパターンにおける相転移と保存則

名大工 本H勝也

自己相似性という条件下ではあるが,フーリエ解析では捉え切れない複雑な図形 を定

温的に特敬づけ解析する手段としてフラクタル次元は非常に有効であ り,多くの分野で適

用されてきた.フラクタル研究は,その後マルチフラクタルへと発展 してきて･お り,ここ

ではマルチフラクタJL,パターンの図形解析に統計力学的な概念や手法を導入することを考

案する.

§ 1.マルチフラクタル次元の定義とその統計力学

与えられた図形を大きさAの箱でN(A)個に分別 し.それぞれの箱に確率 (測度 )P.(Q)

(i-1,2,- ,N(A))を割 り当てる.この確率としては,図形が点の集合でできている場合に
∫
は, i番目の箱内にある点の削合P.(A)=N,/Nを採用 しても良いし.または物理的に興味あ

る他の畳をもってさても良い.マルチフラクタル次元D.は実数 qに対 して次式で定殺 され

る. 1)

D. -limp-o(q-1)~llnZA(q)/lnD,

zA(q)-‡ltPJ(&)]q･

(1)

(2)

この定義より,q=Oの場合は張合の台 (support )のフラクタル次元.q=1の場合は怖稚

次元を与えることが理解される.このようにマルチフラクタル次元は.これまで桃々に光

義されてきたフラクタル的次元 を含んでお り,単なる一つの畳にすぎないフラクタル次元

をqの関数として拡張 したものである.また,図形における確率を,一様であると近似 し

て,P.(&)-1/N(A)とおけば,D.は qに依存 しない定数(-台のフラクタル次元)になる･し

たがって.単なるフラクタル次元だけでは図形における測度の非一様性を無税することに

な り,より詳細な情報を図形から抽LLiするためにはマルチフラクタル次元を考娯する必柴

がある.
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さらに7lalsPy連 27はより実体論的なsingularスペク トラムを導入 した.i8･日の邦の確

率が将教則P･(Q)～旦 qI 笹従い･a.がαとq･dqt=あ_る-ような箱の数がp(a)A-････dqと表さJL

ると仮定する･f(a)は声ingularityaをもつ部分集合のフラクータル次元である.分配陶欺

く2)はαの横分に置き直 して

Z且(q)- 1dap(a)A q'~= `I

となるが,これはさらに鞍部点法を用いて

zA(q)-2 qH q'~日 ･ tq''

df(a)/dql._.h ) =q

と評価され-る.ここでHq)は

で与えられる.(1)式と(4)式からr(q)≡(q-1)D.で定菰されるr(q)は

‡(q)≡qHq)イ (α(q))

として導かれる.r(q)をルジャンドル変換 してf(a)は

Hq)≡dr(q)/dq.

f(q)=qq(q)--(q)

(3)

(4)

(5)

(6)

(7)

(8)

と,パラメタ- qを介 して表される.

さて,上記の定式は図形の分別を適当に考え直すと統計力学 と同一の形式になることが

知 られている. 3)簡単のため 1次元的に配列した図形を考える.高次元への拡張は容易で

ある.図形の中央で半分に分け,左半分にS=-1を,右半分にS=+1を削 り当てる.さらにそ

れぞれの部分を半分別 して左から鵬に卜1,-1),卜1,+1),(+1.-り.(+1.+1)とする.このよ
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うな分判をn凶拭けると.大きさp-(1/2)nIこ紬分別された各々の部分にIl側の'Iと-1とか

らなる数列tsT-(sil,S2,-･,Sn)が割 り当てられる.したがって.i番目の箱に付随 した確

率PJ(2)は'p(ILsl)と表される.もし二;情報選 を用いてハ ミル ト-=アンを

Je(Is〉)ニーlnP日S))

と定義すると,分配問数ZA(q)紘

ZR(q)-El.'eXPl-(此 tsI)】

く9)

(10)

と表され,統計力学におけるそれと同一の形式になる.逆温度に相当するqは一心≦q≦Oであ

ることに注意する.f(a)スペクトラムの導出過程から次の桑力学との対応lAl係は自LlJJt言

えよう:a⇔エネルギー ;f⇔エントロピー ;で⇔自由エネルギー

§ 2.分別過程に相関がある図形

(10)式は,1次元イジングスピン系の分配関数と同じ形式であることに注目して,逆に

適当にハミル トニアン必ts日を設定 し,それが生成する図形を議論する.このことによっ
て,図形を解析する一般的な方法を確立することが目的である.Slで述べたように,図形

の各部分にスピン配位を削 り当て,-exp【-R(islHに此例する点をts)に相当す るqI域内に

分布させて図形を作成する.

1次元イジングスピン系の娘型例であ､る,瓜近提スピンII"JJの棚立作川J,外場Ilのハ ミ

ル トニアンは

疋(ts〉)- -J‡.S.S… -Il‡.S. (ll)

で与えられる.図形解析の言葉で表現すれば,(ll)式によって生成される図形は分別の過

程に"記憶"効光があるためマルコフ分別ができず,確率は

ド(tsn))=nIPl(sl)RIP2(sl,SI+))
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の形になる.PlとPZそれぞれに独立なsi-1guraliLyが存在しうるので･-分配例数(2)式は

zn(q,q)-‡hIlA.Pl(S,目すtP(sl,S2,-･,S.)】q (13)'

と拡張される.劫楢北条fFからZh(1,0)-1である･(9)式よりハミル トニアンが如格化泣

数を除いて(ll)式で与えられることはuJJらかであろう･前述した方法によって生城される

図形が図 1に示されている･この固形に対する分配例数は統計力学のfBrflな荊習IubJ班で求

められる.singul_arityスペクトラムf(a)tま･エネルギーαと払北砂(=‡lくsJ〉/n)の関数

になり,図2のように与えられる･I-0-A-tこ射影すればf(a)曲線の内部にもsingurality

が存在する.以前幻に議論したhidden占ingularityの別例である･

図 1

図2

J≡0.5 日=0･2
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§3.図形の仙_鮎･移

伏見 ･テンパ リー模型は 1次元でも相転移を示す.そのハミル トニアンは

3 e (ts. i ) - -(J/n)‡ .EJ t l… S.SJ

で与えられ,q=1/Jで2次の舌兆的棚

甑移をする.f(q)スペクトラムにも棚

板移の舛常性が反映されて凶3のよう

な新奇なグラフになる.図形の相転移

現象は奇舛な感 じを与えるかもしれな

いが,今後の発展によっては有用な概

念になると期待される.特仁DLAバ

ターンにおけるq相転移はDLA研究

を奥深いものにすると期待され邦味深

い. 4〉

図3

§4.空隙のある図形

(14)

0･2 0.4 0.6 88 1.0

これまでの例において,確率が0である範域 (空隙 )は存在 しなかった.しか し.収長

するフラクタルパターンには空隙はつきものであ り.しかも非常に小さい確率の範域と区

別することが困難な場合が多い.このような空隙は ｢禁 じられたスピン配位空間 J に相当

してい_る.例えば.パターンに保存量を導入することによって空隙を取 り入れることが出

きる.ハ ミル トニアン(ll)式で表されるバターンに ｢磁化｣m式,S,/nが鎚存されるとする

と,分配関数は

Zれ(q)-£'..,eXP卜qX(isI)i/fE'..,expl-XHs日日 q

-460-

(-15)



｢パターン形成､運動およびその統計｣

で与えられる.ここで‡'ほ£lSl判lllの条件下で災rlすることを意味する.このようなバタ

ーンの例は図4に与えられている.分配関数(15)式は大分配関数

:(q , ～)--∑'.'exp 【拍 IS']exp 卜qX (.tsl) ] (16)

を導入し,ルジャンド)i,変換によって計算できる.その求められた枯米のf(a)は図5に示

されている.この図は図2において拒mの平面による切Wf-血であることに注意する.

n-0.0

凶4

図 5

m =0.2
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§5.-ま.とめ

マルチフラクタルバターンを統計力学的手法に したがって解析する方法を提示 し,さら

にパターンの相転移や保存川 の概念を呼人 した.これ らは凶形脈折に卵昧あるキーワー ド

になることが州持されるが .具休的な油川は今後の課越である.
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