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概要

A. Speiser [10]はRiemannゼータ関数く(s)の一階導関数ぐ(s)が況(s)< 1/2 
で実数でない零点を持たないことがRiemann予想と同値であることを示した．この

結果はく(s)の零点の分布がその導関数の零点の分布と関係していることを意味する．

その後， B.C. Berndt [3], N. LevinsonとH.L. Montgomery [7], H. Akatsuka 

[1],そして A.I. Suriajaya [8]によって ((s)のK階導関数 <(k)(s)の零点につい

ても多く調べられてきた．く(s)の類似として DirichletのL関数 L(s,x)の導関数

L(K)（s,x）についても調べられた． C.Y. Yildmm [11]は一般Riemann予想を仮定

した場合と無条件の場合で L(kl(s,X)の零点分布について調べた． Y1ldmm[11]の

結果を改良したものとして， Suriajaya[9]は一般 Riemann予想を仮定したときの

L'(s,x)の零点の分布を調べ， AkatsukaとSuriajaya[2]は一般Riemann予想の仮

定したときと無条件の場合の L'(s,x)の零点の分布について調べた．この講究録で

は， Riemannゼータ関数とその導関数の研究の歴史と， DirichletのL関数とその導

関数の研究の歴史を紹介するまた，著者 [12]が得た結果について紹介する特に著

者の結果は， Suriajaya[9]の結果の延長であるため，里複する部分が多いことに，注

意してほしい

1 Riemannゼータ関数の零点分布

定理 1.1.(cf. [1, Theorem l](k = 1), [8, Theorem 1]) Riemann予想が成り立つ
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とき，

> (~(p) -~)＝芦 log log 玉＋玉(~ log 2 -k log log 2) -kLi（玉）
0<"5(p):C::T 

く(k)(p)=O,
重複度込み

が成り立つ．ここで，

である．

+Ok ((log log T)2) 

Li(x) := 1 X dt 
2 logt 

定理 1.2.(cf. [1, Theorem 3] (k = 1), [8, Theorem 3]) Nk(T)を0<'s(s) ST  

における <(K)（s)の零点の重複度込みの個数とする． Riemann予想が成り立つとき，

Nk(T) = 
T _ T T 
云 log石―云＋0k(（log]゚0：い）

が成り立つ．

F. Ge [4]は，定理1.2における誤差項を k=lに対して， F.GeとA.I. Suriajaya 

[6]は一般的な Kに対して，

Okし。lgof。い
に改良した．

2 DirichletのL関数の零点分布

q > 1を法とする主指標でない原始的指標 xに付随する Dirichletの L関数
L(s, x)の K階導関数 L(k)(s,X)に対して， C.Y. Yildmm [11], Suriajaya [9], 

AkatsukaとSuriajaya[2]によって調べられた． Yildmm[11]はL(kl(s,x)の零点

について，非零領域を調べ，それに基づいて L(k)(s,X)の零点を次のように分類した：

• ｛グ十it: (j s -qK'ltl s C}にある自明な零点，

• {s =び十it:Isl sq凡ぴ S-e}にある，“放浪”零点と
• ｛グ十it: (j >ーe}にある非自明な零点．

ここで， c> 0は任意であり， K > 0は Kとeに依存する大きな定数である．
AkatsukaとSuriajaya[2]は， Y1ld1nmが示した非零領域を k=lの場合に対して

改良し，“放浪’'零点が存在しないことを示した

以下，

k :＝{°, x(-1) ＝ 1, 
1, x(-1) = -1 

とm:= min{n E Z:::,:2: x(n)ヂ0}とおく．

定理 2.1.(cf. [2, Theorems 1-4]) 
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(1) 8(x) := sup｛罰（p): p E C, L(p, x) = 0}と

叩 x):=｛び十it: u ~ 1 -8(x), ltl ~ ~} ¥ {p E c: L(p, x) = o}, 

叫：＝｛び十it:0<-q2, |t| 2 lo;『びl1了
としたとき， sE割 UV2に対して， L'(s,x)i= Oである．

(2) j ENに対して，次が成り立つ．

• L'(s, X)はー2jー氏ー 1く況(s)< -2jー氏十 1に唯一な零点

-2jーん＋o （log:jq)) 
を持つ．

• R(s) = -2j -"'+ 1上で， L'(s,x)i=Oである．

(3) -K, - 1く況(s)< 0に対して，次が成り立つ．
●氏＝ 0 と q~7 のとき，ー1~ 況（s) ~ 0でL'(s,x)i=Oである．

・K,= 1とq~ 23のとき，ー2~ R(s) ~ 0でL'(s,x)は唯ーな零点を持つ．

注意 2.1.(cf. [11, Theorem 2]) k ~ 1に対して

況（s)> 1+ 塁 (1+ ✓1+~。kg2m)
において， L(kl(s,x) =Joである．
AkatsukaとSuriajaya[2, Theorem 5]は以上の非零領域（定理 2.1)を用いて，

Y1ldmm [11, Theorem 4]が示した，況(s)> 0, l~(s)I ::::; Tにおける L(K)(s,x)の

零点の菫複度込みの個数 Nk(T,x)の評価式の誤差項 0（砂logT)をk=lの場合

に対して改良できた

定理 2.2.(cf. [2, Theorem 5]) 

N1(T, x) =~log 晶—~ + O(m112 logqT). 

m = O(logq)により，定理2.2における誤差項はYildmm[11, Theorem 4]が示

した 0（砂logT)を大幅に改良した． AkatsukaとSuriajaya[2, Theorem 6]は定

理 1.1のL'(s,x)への拡張も示した．

定理 2.3.(cf. [2, Theorem 6]) 

と （況(p)-½) = ~ log log 吐+~ (½ logm -loglogm ー圧（吐½) =~ log log~+~し）~)
a?(p)>O,l!J(p)l'.::T 
L'(p,x)=O, 
重複度込み

+O(m112 logqT) 
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これは，第 1節で述べた LevinsonとMontgomeryの k= 1の場合に対する

L(s, x)への拡張である．一般Riemann予想を仮定すれば，定理2.2と2.3における

誤差項を次のように改良できる．以下， Suriajaya[9]の結果である．

定理 2.4.(cf. [9, Theorems 1.1 and 1.2]）一般 Riemann予想が成り立つとする

とき，

▽
 

（況(p)-½) 
p 

況(p)>O,lss(p)l'.::T
L'(p,x)=O, 
重複度込み

＝亨loglog 誓＋~ (~ logm -kloglog(qT)) —手（誓）
+Ok (m叫 loglog(qT))2 + m log log(qT) + m 112 log q) 

と

T, qT T 
N1(T, x) =-=:-log~ -— +0 (A(q,T) 

m112 IogqT 
~log£-~ +0  (A(q,T)~ +logq) 

が成り立つ．ここで，

A(q, T) := min { (loglogqT)1/2, 1 + 
1/2 1 I ml/2 

loglogqT} 

である．

以上の定理2.4の近似公式の誤差項における A(q,T)は基本的に後者となり， 1＜ 

らいの大きさになるが， mがTを上回り非常に大きいとき，前者のほうが小さくな

る． A(q,T)における前者の誤差項は， Akatsuka[1]の方法によるものであるまた，

Ge [5]によって定理2.4における誤差項を

(logqT 
loglogqT 0 +~) 

に改良した．

筆者 [12]は定理2.4を一般の Kに対して調べた

定理 2.5.(cf. [12, Main results 3.1 and 3.2]）一般Riemann予想が成り立つとき，

ごtk＜士¥s(p):,;T
L(k) (p,x)=O, 
重複度込み

（R(p) -~)＝竺 log log 塁＋~ (~ log m -k log log(qT)) — ¥li （塁）

+Ok (m叫 loglog(qT))2 + m log log(qT)) + Ok (log log tk). 

と

T,.. qT T 
芯 (T,x)=~log —--＋芯(tk,x) + ok m1/2 log(qT) T 加~ - ~ +Nk(tk,X)+Ok (~) 

が，十分大きな qとtkで成り立つ．また， 0-定数はq,tk, kに依存する．
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以上の定理2.5は， Kに対しての零点の個数の式であるが， AkatsukaとSuriajaya

[2]が示した定理 2.1のような“放浪’'零点の存在性などについては言及されていな

いまた， Ge[4]の手法を用いて， Nk(T,X)の誤差項の改良が未だできていない． Ge

とSuriajaya[6]の手法を用いれば改良できそうだが，これらの改良が今後の課題で

ある．また， AkatsukaとSuriajaya[2]はL'(s,x)と一般Riemann予想との関係は

以上で述べたこと以外にも言及している．それらの結果と L(kl(s,x)との類似も調

べる必要がある．
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