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マルコフ作用素の収縮性からみたランダム写像に対する物理測度の有限性

中村文彦（北見工業大学）

1.はじめに

Palis予想として知られる歴史的な問い「“有限個”のアトラクタを持つ力学系はど
の程度存在するか」に対して，例えば S.Newhouseは，ホモクリニック接触をもつ微分
同相写像の近傍に無限個のアトラクタを有する力学系を豊富に構成できることを証明
し，その後この結果はJ.Palis,M.Viana, L.J.Dfazらによってより広いクラスに拡張され
た[11,14, 15, 16, 17］．また無限個のアトラクタの存在が，高次元多様体上の自己同型群
のパラメトリック族において局所的にKolmogorov典型であることなども確認されてい
る[5,6, 7, 9, 10].一方で，Araujo[1]は，ランダムカ学系の枠組みでこのアトラクタの有
限性と，そのアトラクタ上での物理測度を与える十分条件を提示した．

本原稿では，Araujoの結果をマルコフ作用素の観点から再考することで，物理測度の
有限性に対する必要十分条件を得た結果について紹介する．詳細は[4]1を参照せよ．ま
た作用素の性質として知られるいくつかの“収縮性’'の階層構造について言及し，その
各階層の違いを示すための具体例を紹介する．この階層構造の中に現れる“平均収縮性”
と呼ばれる性質が物理測度の有限性と同値となる．

2.物理測度の有限性

Xをポーランド空間，勿をそのボレル(T-加法族，mをX上の確率測度とする．（T岳(,p)
を確率空間とし，その無限直積空間（Q，ク，JP)=(TN,PIN,p町を考える．可測写像f:
TxX→Xを与え，tETに対してfr=f(t，・）と記述する．このとき，次の非自励反復合
成を考える．

/j, = id およびJ;= fwn O... O fw, (n EN, W =（切心2,...)E Q). 
ここで，Q上のベルヌーイ確率 P＝炉を与えるために，各ステップにおけるノイズ
伽＝屈，四，．．．）曰叫｝n~l は独立同分布に選ばれるとする．

定義2.1.fが有限個の物理測度を持つ（あるいは (FPM)2を満たす）とは，以下の条件
を満たす有限個のエルゴード的不変確率測度μ1,...,μ,が存在するときをいう．
1)それらはmに関して絶対連続である．
2)それらは互いに（m-零集合を除いて）交わらない台を持つ．

1本研究は，PabloG. Barrientos, Yushi Nakano, Hisayoshi Toyokawaらとの論文［4]に基づくものである．
2finitely many physical measureを略して (FPM) と表す．
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3)任意の綬可測な有界実関数uに対して，
m(Bw(μ1,if/)U・・・UBw(μr, l{f)) = I (lP'-a.e.w E n). 

ただし，

Bw(μ謹)= {XE X四喜U(f心(x))~ Iりdμ,} (i = I,..., r) 
3)から，零集合を除くどのようなノイズ列Qに対しても，それに依存して推移する軌道

fル(x)の時間平均が，初期点xの与え方に応じていずれかの確率測度μ1...,μ,が定める
空間平均に収束することがわかる．この定義の下で，Jが (FPM)を満たすための必要十

分条件が，後に定義するfの平均化ペロン—フロベニウス作用素の平均収縮性となるこ
とが結論付けられる．

定理（TheoremC, [7]) (X，颯m)をポーランド確率空間，（Q,§,lfll)= (TN,szt凡炉）を確
率空間(T,d,p)の無限直積空間とする．可測写像f:TxX→Xに対して，以下は同値．
(i)らは平均収縮性 (meanconstrictivity)を持つ．
(ii) fは (FPM)を満たす．

さらに，Jが上いずれかの条件を満たすとき，μぃ．．，μrが (FPM)に現れる測度を表すと
すると，次が成り立つ．

(l)(lfllxm)(B(μ1) U • • • U B(μ,)) = 1, 
(2) m-a.e. x EXに対して，lfll(Bx(μ1)U • • • U Bx(μr)) = l, 
(3) lfll-a.e. WE Qに対して， m(Bw(μ1)U • • • U Bw(μ,)) = 1, 
ただし，各i= 1,..., rに対して，

邸）＝｛如，x)E QxX:}這 6此(X)=μl, 
鯰）＝ ｛XEX: (Q,x) E B(μl)}および Bx(μ：；゚＝ ｛Q E Q: }伽，x)eB(μl)}.

3.マルコフ作用素の収縮性とその階層構造

(X訊 m)を確率空間とし，D(m)= D(X，妥，m）を密度関数の空間とする．すなわち，
D(m) = {h E L1(m) : h 2': 0 m-a.e., 11h11 = 1}. 

線形作用素 P: L1(m)→L1(m)がマルコフ作用素であるとは，正（すなわち，<p2': 0 
m-a.e.ならば，P<p2': 0 m-a.e.)であり，任意の<p2': 0 m-a.e.を満たす¢EL1(m)に対して，

f屈dm= f <pdm. (3.1) 

が成り立つときをいう．本原稿におけるマルコフ作用素の重要な性質が，以下の収縮性
(constrictivity)である．
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定義3.1.L1(m)上のマルコフ作用素Pが，

(1)収縮的（constrictive)とは，あるコンパクト集合 Fc L1(m)が存在して，任意の
hE D(m)に対して，次が成立するときをいう．

lim d(P"h, F) = 0, 
n→DO 

(2)一様収縮的（uniformlyconstrictive)とは，あるコンパクト集合FCL1(m)が存在
して，次が成立するときをいう．

lim sup d(P"h, F) = 0. 
n→00hED(m) 

(3)平均収縮的（meanconstrictive)とは，あるコンパクト集合FcL1(m)が存在して，
任意の hED(m)に対して，次が成立するときをいう．

lim d(Anh, F) = 0, 
n→OO 

ただし，d(cp,F) = infiftEF llcpー仰であり，

n-1 

A呼＝ ;;~ P;cp (cp E L1(m)). 

である．定義から明らかに，（UC)⇒ cc)⇒ (MC)が成り立つ．またPの一様収縮性は，
PがL1(m)において準コンパクト(quasi-compact)であることと同値であることが知ら
れている [8,Theorem 2]. 

マルコフ作用素の重要な例の 1つが，非特異変換g:X→X対して定義されるペロ
ン—フロベニウス作用素である．gが X 上の測度 m に関して非特異であるとは，任意の
m零集合のgによる逆像が再び皿零集合となるときをいう．このような非特異変換gの
ペロン—フロベニウス作用素ら： L1(m) → L1(m) は次式で定義される．任意のcp EL1(m)
およびAE勿に対して，

I伍 dm= l cpdm. 
詳細については [2,3, 12, 13]を参照せよ．

f: TxX→Xを2章で与えたものとし，tETに対してft=f(t,•)のペロン—フロベニ
ウス作用素を£tと書く．さらに，平均化ペロン—フロベニウス作用素ら： L1(m) → L1(m)
を次式で定義する．

伍）＝I紐 (x)dp(t). 
これは，一回の時間発展に発生するノイズについて平均化することを意味している．こ

のとき，らもまたマルコフ作用素となる．

一様収縮性 (UC），収縮性（C)，および平均収縮性 (MC)に加え，さらに以下の3つの性
質を導入し，これらの性質が持つ階層構造について紹介する．
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(AC)漸近的収縮性を持つクラス

定義3.2.L1(m)上のマルコフ作用素Pが漸近的収縮性（asymptoticallyconstrictive) (AC) 
を持つとは，任意の e>0に対して 6>0が存在し，次を満たすときをいう．

任意の炉 ED(m)と，m(A)< c5を満たすAE妥に対して， limsupfF肛dm<c. 
n→oo JA 

これは収縮的でない例を探している際に発見された新しい性質であるが，以下の収縮的

なマルコフ作用素 P:L1(m)→ L1(m)の同値な表現と見比べると，（C）⇒(AC)が直ち
にわかる．

(C)任意の s>Oに対して，6＞0が存在し，任意のcpE D(m)に対して n。ENが存
在して次を満たす．

任意の n~n。と， m(A) < c5を満たすAE勿に対して，f戸cpdm< s. 
A 

(WAP)弱概周期的なクラス

定義3.3.L1(m)上のマルコフ作用素 Pが弱概周期的（weaklyalmost periodic)であると
は，任意のcpE L1(m)に対して，（pn'P)n;:,,1が弱コンパクトであるときをいう．すなわち任

意の列 (P烈¢)k>lがさらに弱収束する部分列（戸朽cp)jュを含むときである．

これはL1(m)上のマルコフ作用素の性質としてよく知られており [20],Dunford—Pettis 
の定理によれば，この性質の必要十分条件は以下となる．

(WAP)任意の e>0とcpE L1(m)に対して， 6＞0が存在して，

任意の nENと， m(A)< c5を満たすAE笏に対して，f戸cpdm< s. 
A 

(S)不変密度を持つクラス

最後に， L1(m)上のマルコフ作用素が不変密度を持つクラスを (S)と表すことにす
忍 ここで， hE D(m)がPの不変密度（invariantdensity)であるとは， Ph=hを満たす
ときをいう．

以上の性質の階層は次の図の通りにまとめられる．

自明 自明 [4] [4] 自明

(UC) ―→ (C) ―➔ (AC) ―➔ (MC) ―→ (WAP) ―→ (S) 

命記 ．1 命□．2 命□．3 命記 ．3 命~-4

図1.(UC)から（S)までの性質の階層構造．ただし，（AC)⇒(MC)⇒(WAP)について
の詳細は [4]を参照せよ．

3ペロン—フロベニウス作用素の不変測度の存在についての Straube の結果 [19] にちなんで cs) と表す
ことにする．
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4.具体例

ここでは図 1における逆向きの包含関係が成立しないことを示すために，反復関数系に
おけるいくつかの例を紹介する．確率付きの反復関数系(IFS)は有限集合T= { 1, 2,..., k} 
と確率測度pにおけるランダム写像f:TxX→Xから定まる．ここでは，p({i})= p; > 0 
(i = 1,...,k)とする．Q=戸およびP＝炉とすると，PはQ上のベルヌーイ確率とな
り，対応する平均化ペロン—フロベニウス作用素は次で表せる．

伍＝I砂 dp(t）＝立p臼(<pE L1(m)). 
i=l 

ここでムはf;= f(i，・）に対するペロン—フロベニウス作用素である(i = 1,..., k). 

(a)ランダム拡大写像． Xを，ボレル(T-加法族勿とルベーグ測度mを備えた単位区間
[0, 1]とする．各i= I,..., kに対して'f;を有限分割を持つ c2級の非特異変換とし，次
の平均拡大性の条件を満たすとする．任意の xEXに対して，

言い（し)|<I. 
(4.1) 

このとき，Jに対して次の命題が成立する．

命題4.1．らは cc)を満たすが，（UC)は満たさない

(b)ランダム縮小写像．（X，颯m)を上の例と同じとし，k=2として次を考える．

x x 1 1 
fi(x) = i, fz(x) = i + ~ (x EX) かつ Pl = P2 = -. 
2 2 2 2 

これはベルヌーイ畳み込みの特別な例として知られている [18].このIに対して次の
命題が成立する．

命題4.2.らは (AC)を満たすが，（C)は満たさない．

(c)ランダム回転写像． X= s; 1 ＝良／Z を，ボレル er—加法族妥とルベーグ測度 m を備え
た単位円周とする． k=2とし，回転角度a,[3E [O, 1]をもつ 2つの回転写像f1,J2を考
える．

f1(x) = x + a (mod 1) および fz(x) = x + f3 (mod 1), 
また，Pl=P2 = ½とする．

命題4.3.このfに対して以下が成立する．

(l)a-[3が無理数ならば，らは (C)を満たす．
(2) aとf3がともに無理数で， a-[3が有理数ならば， £Iは (MC)を満たすが (AC)は
満たさない．
(3) aとf3がともに有理数ならば，£fは (WAP)を満たすが (MC)は満たさない
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(d)ランダム縮小写像と拡大写像の直和． k=2とし，（S)を満たす力学系と満たさない
力学系の直和で力学系を与える．すなわち，X= X_ u凡とし，Xにおいてx＿およびX+
の測度が正である確率測度mを与え，Pl=P2 = ½として次の通りに写像fi(x), fi(x) を
与える．

細＝｛閲］に：：;: およびい）＝｛霊［：霜

ここで Tt,T;:x＋ →ふによって生成されるランダムカ学系は cs)を満たし， T1,T2 : 
x＿→x_によって生成されるランダムカ学系はcs)を満たさないとする．典型的な例と
しては，T{，T;は拡大条件(4.1)を満たす1次元の区分的c2非特異変換，r1(x)= r2(x) =ぎ

と与えれば良い．このfに対して次の命題が成立する．

命題4.4.らはcs)を満たすが，（WAP)は満たさない

(e)決定論的システム．これまでに紹介したランダムカ学系の例を少し変更することで，
図1における逆向きの包含関係が成立しない決定論的力学系の例も与えることができる．

命題4.5.以下が成立する．

(])任意の区分的び非特異変換で有限分割を持ち，条件（4.1)を満たすとき (C)を
満たすが，（UC)は満たさない．
(2)パイこね変換は (AC)を満たすが，（C)は満たさない
(3)任意の無理数回転は (MC)を満たすが，（AC)は満たさない
(4)任意の有理数回転は (WAP)を満たすが，（MC)は満たさない．
(5) Xを2つの正の測度を持つ集合x_とふに分け，g:X→XをXの分割を保つ
可測変換で，gの凡上での制限がcs)を満たし，x＿上での制限がcs)満たさな
い場合，gはcs)を満たすが，（WAP)は満たさない．

ただし，パイこね変換はX= [0, 1]2上の以下の写像g:X→Xである．

g(x,y) =｛塁’］)2,;+ })::: x x : t]’ 
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