
弱い相互作用をもつBose気体の最低エネルギー,-DPO近似 -

弱い相互作用 をもつBose気体の

最低エネルギー, - DPO近似-

阪大教授 西 山 敏 之

(3月 15日受理 )

§1. ま え が き

希薄Bose気体の最低エネルギーの値は散乱長aの関数としてLee-Huang-Yangl),

Beliaev2),Huge血 llz-Pines3)達によって与えられたo 他方,高密度Bose気体の弱い

相互作用の場合については,Feenberg達のCBF法4)がLieb-Liniger5)の1次元の厳密

解と一致する結果を与えることがわかっている6.),7)この結果は,BogoliubovとZubarev

(BZ)の密度変数の方法8)で得られた結果と一致することがBerdahlとLee9)によって

示さh･たが,最近高橋氏10)は1次元系の6-関数相互作用をもつ系と3次元荷電 Bose

気体についてBerdahlとLeeの証明は成 り立たず,BZは正 しい展開項を与えないこと

を示 した｡ここでは,この差異が特殊なBose系に固有のものではなく,BZおよびそれ

と同等な他の理論11)の不備に基づく結果であり,この不備な点は著者ら12)の密度位相演

算子法 (♪OP)において,いままで見過されていたエネルギー項を取 りいれることによ

って修正され得ることを示すoF,6hlich13)の指摘をまつまでもなく厳密な意味では密度

(または粒子数密度β )に正準共役な量は存在 しない｡それにもかかわらず,演算子の

正しい順序を乱さないように注意すれば,高密度弱結合の場合には正しい最低エネルギ

ーの値を求めることができる｡

ここでは簡単のために,全粒子数の逆数 1/〟について1次の項までに話を限って,

どのような修正が必要であるかを考えることにしよう｡

§2. 運動エネルギーの 1/N展開

Bose系の場の演算子中十(r),少(r)を用いて運動エネルギーのノ､ミル トニアンは,質
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量Mとして

H-意 J∇y ･∇両 r (2･1)

となるO粒子数密度p-少十少 の期待値が立 の部分空間では,位相演算子¢(r)を

少十(,)-py2(,)x'(r),桝 r)-x(,)p%(r)

(2･2)

x(r)-exp[i¢(r)/ti]

によって与えると, (2･1)は

T-Idr[(M/2)p%(,)V2(r)pi12(,)+(ii2/2M)l∇py2(r)f2

+(ti/2i)fPy2(r)か (r)･∇Py2(,)-∇py2(,)･ D(r)p%(,)i], (2･3)

となる｡ ここで γ(γ)は量子流体力学の速度に相当する量であるが, もっと正確にはコ

ヒーレント表示における位相差演算子14)と考えるべき量である｡ ¢(γ)を用いて表わす

と

V(r)- ∇¢(r)/M (2･4)

である. ハミル トニアン(2･3)はBZからChan-Val｡tinの変換15)によって得られるエ

ルミット形の′､ミル トニアン,または Berdahlが用いた/､ミル トニアン,または砂川氏

達の′､ミルトニアンと異なっている｡この相異がまえがきで述べたエネルギーの相異と

密接に関係している｡ ここでβ(γ)と¢(γ)のフ-リェ変換

pk-孟Ip(r)expト ik･r)dr,
)

¢k-gI¢(γ)exp(ik･r)dr
を用いて, 1/Nをあらわに含む項まで求めると

T-TMPO+Tl,TMPO-T2+H3+H4

･2- 去 fk2(触 k･害pkp-k一%)
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H3-歳 kPl寺｡(k･Z)pk･l(Qk¢Z一書p-kp-i)

H4--蕊 kfl,nf0(k･i,pkPIPnp-k-lⅧ

･1-一意 kil(k･l,(1-Pkp-k-Pzp-i)

(2･8)

(2･9)

(2･10)

を得る｡ (2･9)は都築16)とRajagopa卜Grest17)によって計算された/､ミ/レトニアンであ

り,今迄見過されていた (2･10)の期待値は発散 し0にはならない｡ (2･8)と(2･9)と

(2･10)の和を摂動項としてひとまとめにして取 り扱 うとェネルギー期待値は収束し,

cBFと同 じ正 しいエネルギーが得られる｡

§3. B4の期待値

非摂動ハミル トニアンBoはBZと同様に相互作用ポテンシャルのフ-リェ係数をvk

と書いて

Ilo-T2+号fvk(Pkp-k-1)
で与えられ,フォノンの生成消滅演算子Bk',Bkを用いると

‖O-fe踊 Bk'E習,e君-b2k2/(2Mlk)
i

ljUニー(も2/8M)Zk2(1-1/jk)2+(塞)N2V｡
k

となる｡ ここで

pk-､加 工- ),¢k-競 'BkL B-A )

(3･1)

(3･2)

(3･3)

とおいたojklまBZの構造因子で7,kを用いて表わすと(h2k2/2M)y2/‡(h2k2/2M)+

2Nl,k),1/･2となるo

(219)の対角要素E｡は,(2･9)がk,i,7nについ七対称であることに注意すると次の

ように君き表わされる｡
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E4=
1 6 M NkTzI(k2+J2)スkスZ

-蕊 kfl,仇6k･l･n,0((-2lklz+∠2硯 +k2lnlk)
-2k･Zjkん-2Z･7n右左 -2,n･kl諭 )) (3･4)

(3･4)の右辺の第 4,5,6項はBeldahlによって 0とみなされたものであるが,この発

散項は (2･10)の期待値Eaと加え合わすことにより

Ei-E｡･EA- 意 kfl,n∂k･l･n,0(k2lklz･l2llln- 2硯 )

も2
一面 kfz,nSk･Z･n,0((k･̀(1-1k)(1~ん)+i.n(I-ん)(1-ln)
+7n･k(1-i,A)(1-jk)I

となるOこの2番 目の総和は1次元Bose系では均- 2Cとお くと10)

AE雷Z-NC2/12, (fi-2M-1)

(3･5)

(3･6)

となって,丁度BZとCBFのエネルギー差 を与える項にほかならない｡また, (3･5)

の 1番目の総和をE3の2次の摂動エネ′レギーに加えることにより

鴫 - kfz,n∂k･Z･n,Olklzlnt1幾 譜 L B(A,i,n,) (3･7)

A(A,i,7n)- k･Z(1+jkん)ln+/･7n(1+jẑ,A)lk+7n･k(1+A,njk)ん (3･8)

B(A,i,7n)-k2んス,A+J21加入+m2}kん (3･9)

註.都築氏によれば,(3･4)は,(2'9)式から,A,i,7n,-A-i-nの4対の伝播ベクトルにっ
いて対称比してから対角要素を求めることにより間違いなく導かれる｡すなわち(2･9)の代
わ りに次のように対称化したものを用いる｡

H4-+意 某 ,a(k2･l2･m2･k･Z･Z･-I-･k,pkPzPnp-i-i--
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を得る｡ この式はRajagopalとGrestが求めた最低エネルギーの補正項である｡

§4 最低エネルギーの式

BerdahlとLeeは,AE雷Z,すなわち(3･5)の第 2番目の総和を無視 して,E雷+鴫

…E冒BFを証明したが,AE雷Zを無視することはできないことがわかった以上,最低ュ

ネルギーの値は,pPOを用いたときには,次の総和式

EPPO-EB+Ee2+AEeZ

を計算 しなければならない｡k2--k･(i+7n)などを用いて

C(k,i,7n)-A(k,i,m)+B(k,i,7n)

(3･10)

(3･11)

-k･Z(1-jk)(1-ん)i,A+Z･7n(1-lz)(1-i,A)lk+7n･k(1-),A)(lJk)ん(3･12)

を定義すると, (3･10)は次のように書き直される｡

EPpo-Boa+E3

Boa-
48MNkfl,n8k･Z･n,Ofc(k,i,-)l2/B(k,i,n)

扉
E宕ニー扇 面-kB,a6k･l･-,0C(k,i,-)'AE雷Z

意 某 ,nk2(1-lk,(1-ん)(1-ln,6k･Z･n,0

これはLee18)が,CBFによって導いたエネルギーの式と完全に一致している○

(3･13)

(3･14)

(3･15)

§5 結 び

以上のようにDPOにおいて,演算子の正 しい順序を保ちながら計算すれば,BZとは

異なり,CBFと一致する最低エネルギーを求めることができる｡ このとき密度と正準共

役な演算子¢(r)の存在を仮定した｡高密度,弱結合の極限では正 しいエネ/レギーの表式

が得られたことから,低密度Bose気体ではこの仮定が許されない可能性は十分あるが,
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す くなくとも1次元系で,Lieb-Linigerのパラメーター∂-C/Pの小さい値に対しては

この仮定が成 り立つと考えてよいことがわかった｡ (2･9)式を伝播ベクトルに関する対

称性を無視 して計算すると間違った結果がでる場合がある｡ このような結果には,摂動

エネルギーがVk-0の理想気体につ いても0にならないような発散級数が現われるので,

その誤 りを判別することができる｡
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