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Abstract 

べき級数に代数的数を代人した値の超越性は，多くの数学者によって研究された．

特に，部分空間定理の応用により，様々なべき級数に対して，値の超越性が証明された．

一方， Bailey,Borwein, Crandall, Pomerance [4]によって， nonzerodigitに着目する
という新しい手法が確立され，超越性の研究が飛躍的に進んだ．しかし，この手法は，
代入する代数的数がPisot数及びSalem数の逆数である場合にのみ適用可能であった．
本稿では，より一般の代数的整数の逆数を代入する場合に，値の超越性に関する部分

的な結果を得たので，報告する

1 導入

べき級数に代数的数を代入した値が超越数であるかどうかを判定することは，超越数論に

おいて主な研究テーマの一つである．本稿では，簡単のため整数係数のべき級数のみを考

察する本稿では， Nおよびz+により，非負整数全体の集合および正整数全体の集合を表
す.t = (tn)nEN E zooに対して，この数列を係数として持つ形式的べき級数f(t;X)を

00 

f(t;X) =区tnxn (1.1) 
n=O 

により定義する．本稿では，無限に多くの非負整数nが存在して tn=J 0となる場合のみ
扱う．

さて，特に任意の nEN に対して tn~0 であり，十分大きい nEN に対して tn = lの
場合は， f(t;X)を以下のように別の表示で表すことができる：

f(t;X) =文xvm=: g(v; X) (1.2) 
m=O 

ただし， V= (vm)mENは非負整数列であり，十分大きい mに対して， Vm+l> Vmが成り立
つ．ここで，数列vは，べき級数f(t;X) = g(v; X)において， nonzerodigitの出現頻度と
関連がある．

2章では，部分空間定理を用いて得られる結果を紹介する特に，べき級数が(1.2)の形
に書ける場合に Corvaja,Zannier [10]の結果を紹介する次に， Bailey,Borwein, Crandall, 
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Pomerance [4]による結果およびその後の発展を紹介するべき級数におけるnonzerodigit 
の個数に碧目することにより，それまでの手法では適用できない値の超越性を示せるよう

になったただし，現在知られている超越性の結果は，代入する値がX=l/(3((3はPisot
数またはSalem数）の形の場合に限定されている今回'(3が一般的な代数的整数の場合に
ついても，超越性の部分的な結果を得ることに成功したので， 4章で主結果として紹介す

る．なお，本稿では実数xの整数部分，小数部分をそれぞれ lx」,{x}と書く．

2 部分空間定理による超越性の結果

まず，簡単のために (1.2)のように表されるべき級数の代数点における値の超越性に関す

る結果を紹介する・V= (vm)mENが，

liminf 
Vm+l 

m→ oo Vm 
>1 (2.1) 

を満たすと仮定する．このとき， CorvajaとZannier[10]は， o< lal < iを満たす任意の
代数的数aに対して， g(v;a) = I:= avmが超越数であることを示した．なおこの判定法m=O 

は，係数が負の整数を含む場合にも適用できる．上記の判定法の適用例として， Kを2以上

の整数とする．すると，

立炉
m=O 

は超越数である

Adamczewskiは， aがPisot数または Salem数の逆数の場合に，上記の結果を改良し
た．ここで， Pisot数およびSalem数の定義を復習する./3 > 1を代数的整数とし，その共
役を坊=/3, /3足・・'{3dと書<./3がPisot数であるとは，任意のi2: 2に対して， l/3il< 1 
が成り立つことをいう．例えば黄金比 (1+ v's)/2はPisot数である．また， 2以上の整
数bもPisot数である．一方， 0がSalem数であるとは，以下の成立が成り立つことをい
う：任意の i2: 2に対しては1さ 1であり，ある j2'. 2が存在して l/3jl= 1. 例えば，
X4 -X3 -x2 -x + 1 = oの1より大きい解はSalem数である．
さて'/3はPisot数またはSalem数であるとする.(2.1)より弱い条件である

r Vm+l 1msup-> 1 
m→ oo Vm 

(2.2) 

を仮定するこのとき， Adamczewski[1]は， g(v;(3―i) =~':::=of3―％が超越数であること
を示した

上記のように，隣り合う nonzerodigitのgapが大きい場合に，部分空間定理を超越性
の判定法に応用することができる．部分空間定理は，他にも応用例があるここでは，簡単

のために実数の b進展開に関連のある結果を紹介するただし， bは2以上の固定された整

数である実数いの b進展開を

co 

l = Ltnb―n 
n=O 

とかく．ただし， t。=l~」であるまた， n 2'. 1 に対して tn=tn(b;~) E {0,1, ... ,b-1}で
ある．一意性を保証するために，無限に多くのnに対してtn:<::; b -2であるとする.Borel 
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[6]は，いが代数的無理数の場合，くはb進展開に関して正規数であると予想した．さて， Cが
b進展開に関する正規数の定義を復習する正整数LおよびW1'...'wL E { 0, 1, ...'b -l} 
に対して，

入N(b,~; W1, ... , WL) := Card{n E z+ Inさ;N, (tn, tn+l, ... , tn+L-1) = (w1, W2, ... , WL)} 

とおく． このとき，くが b進展開に関して正規数であるとは，任意の正整数 Lおよび

叫，．．．，叫 E{0,1,... ,b-1}に対して

1 
lim - ]__ 
N→OO 

心(b,~;w1,... , 四）＝枡
N 

が成り立つことである．

代数的無理数の正規性に関する Borelの予想は未解決間題である．もしこの予想が証
明されれば，超越性に関する強力な判定法を与える例えば， 2以上の整数Kに対して，

'T/k := L':::=o b-nkとおく．すると， 'T/kは明らかに無理数であり，またb進展開において正規
数ではないしたがって， Borelの予想が正しければ， 'T/kは超越数であるところが， k;::,:3 
の場合は， 'T/kが超越数かどうかは未解決であるなお， k=2の場合は，超越性がDuverney,
Ke. Nishioka, Ku. Nishioka, Shiokawa [11]およびBertrand[5]により独立に証明されて
いる．

Borelの予想に対する，部分的な結果を紹介するまず，代数的無理数のb進展開に関
する complexityfunction p(b, t; L)を，以下により定義する：

p(b, t; L) := Card{(tn, tn+l, ...'tn+L-1) E {O, 1, ...'b -l}L In E z+}. 

tがb進展開において正規数ならば，任意の正整数Lに対して， p(b,t; L) = bLが成立する．
AdamczewskiとBugeaud[3]は，代数的無理数くに対して，

lim 
p(b, t; L) 
= 00 

L→ oo L 

であることを示した．さらに， r5< 1/11を満たす任意の実数6に対して， BugeaudとEvertse
[9]は，

limsup 
p(b, [; L) 
= 00 

L→ 00 L(log L)8 

であることを示した上記の結果により， b進展開のdigitがSturmiansequenceなど，“小
さなcomplexity"を持つならば，その実数は超越数であることがわかる．
次に， N桁目までのdigitの変化数,(b,[; N)を以下により定義する：

,(b,[;N) = Card{n E z+ In~N, tn "'f'tn+1}-

BugeaudとEvertse[9]は， d次の代数的無理数いこ対して，以下を示した：計算可能な
絶対正定数Ci,およびb,[にのみ依存する正定数ら(b,[)が存在して， N2". C2(b, [)ならば

囁， ~;N) > 
01 (log N)312 

ー (log6d)112 (log log N)1/2. 
(2.3) 
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例えば， 2/3より大きい実数0に対して，数列w(0)= (w(0; m))nENを

w(0;m)= l2m゚J

とおく．すると，任意のPisot数およびSalem数f3に対して，

00 

g(w(0); (3―1) = L2―w(0;m) 

m=O 

は超越数であるまた，
00 

le:= L(-1忙2―w(0;m)
m=O 

(2.4) 

は超越数である正整数hに対して， 2h-1の2進展開に 1しか現れないことから，＆が

(2.3)を満たさないためである．

2/3 < 0 < 1ならば，数列w(0)は条件 (2.1)を満たさない実際に，平均値の定理に
より，

lim 
w(0;m+l) 

=1 
m→ oo w(0;m) 

であることがわかる．したがって， digit変化数の評価式(2.3)は，超越性の新しい判定法を
与えるなお， 3章で扱う判定法と比較すると，数列t= (tn)nEN E zooが負の値をとる場合
にも超越性を証明できることが特徴である．

その後，評価式(2.3)はBugeaud[8]によって， Pisot数およびSalem数釘こよるベータ
展開に関する digit変化数に一般化された．

3 Nonzero digitと関連のある超越性の結果

前章で実数のb進展開を定義したが，この概念はRenyi[16]により一般に実数xの9展開へ
と一般化された．本章では，まずPisot数及びSalem数(3に対して 9代数的数(の皿n加 m
digitに関して知られている結果を紹介するその後，この結果の超越数論への応用を考察

する．本稿では，簡単のために 0さx<lの場合に (3展開を定義する 1より大きい実数9
に対して，写像TfJ: [O, 1)→ [O, 1)を， TfJ(x)= {(3x}により定義する．非負整数mに対し
て， TfJのm回反復合成写像をr;と書くことにするこのとき，実数xE [0, 1)の9辰閲は，

CX) 

X=区tnf3―n
n=l 

で与えられる．ただし， tn= tn(/3; () = l/3巧―l(x)」である．任意の n~1 に対して，明ら
かに0さtnさf3が成り立つ./3 = bが2以上の整数の場合，実数のf3展開は，前章のb進展
開と一致する．

実数(E[O, 1)に対して， nonzerodigitの個数入(/3,(; N)を以下で定義する：

入(/3,(;N)= Card{n E z+ In~N, tnヂO}.

Bailey, Borwein, Crandall, Pomeranceは， /3= 2の場合に，代数的無理数のnonzerodigit 
の個数を研究した.(を代数的無理数とし， d(~2) をその次数とする．このとき， Bailey,
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Borwein, Crandall, Pomerance [4] は， C によって定まる正定数ら(~), C4(~) が存在して，以
下が成り立つことを示した： N2'. □ (~)を満たす任意の整数 N に対して，

入(2,l;N)~G孔l)Nlfd_ (3.1) 

なお， C孔~)は計算可能であるが， C4ば）は計算不可能である．
Adamczewski, Faverjon [2]およびBugeaud[7]は独立に，評価式 (3.1)を整数b2". 2に

一般化したさらに，彼らは b,~ によって定まる正定数Cs(b,~), C5(b, ~)が存在して，以下
が成り立つことを示した： N 2". C6(b,~) を満たす任意の整数N に対して，

入(b,~; N) 2". C5(b, ~)N1fd_ (3.2) 

その後著者 [14]によって式 (3.1)および式 (3.2)が一般化されたその結果を定式化する

ために記号を導入する．整数列t= (tn)nENに対して，

心(t)= Card{n EN In,::; N, tnヂO}

とおく．

定理 3.1([14]). fJ を Pisot数または Salem数とする• t = (tn)nENは整数列であり，無限に
多くのnに対してtnヂ0であるとする．ある正整数Bが存在して，任意の非負整数nに対
して，

Oさtn,::;B 

が成り立つと仮定するさて， f(t;fJ-l) = I:~=0 tnfJ-n =: ~ が代数的数であると仮定し，
D=  [Q(凡~) : Q(fJ)]とおく．
すると，凡 ~,B のみに依存する正定数 C1 = C1(fJ, ~'B), Cs = G武凡 ~,B) が存在して，
以下を満たす： N2". Csとなる任意の整数Nに対して，

N 1/D 

心(t)2". C1 CogN) . (3.3) 

fJ は再び， Pisot 数または Salem数とする-~ は代数的数であり，〇展開において， nonzero
digitの個数が無限に存在すると仮定するこのとき，定理3.1は適用可能であり， digitの

列t= (tn(fJ; ~))立1 は評価式 (3.3) を満たす．
さて，定理3.1の超越数論への応用を述べる．

系 3.1.fJ を Pisot数または Salem数とする• t = (tn)nENは整数列であり，無限に多くのn
に対して tnヂ0であるとする．ある正整数Bが存在して，任意の非負整数nに対して，

0-::; tn-::; B 

が成り立つと仮定する．さて，任意の正の実数eに対して，

liminf 
入N(t)
=0 

N→OO NE 

が成り立つと仮定する．

すると， f(t; 13-l) = I:~=0 tn/3直は超越数である．

(3.4) 
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2章と同様に，簡単のために十分大きなnに対して， tnE {0,1}の場合を述べる．

系 3.2.(3 を Pisot数または Salem 数とする• V = (vm)mENは非負整数列であり，十分大き
いmに対して， Vm+l> Vmが成り立つと仮定する．さらに，任意の正の実数Rに対して，

が成り立つと仮定する．

Vm 
limsup一=00 

R 
m→ = m 

すると， g(v;(3―i)=~:=o/3―加は超越数である．

(3.5) 

前章における条件(2.1)および条件(2.2)と条件(3.5)を比較する条件(2.1)は，数列
V = (vm)mENの増大度が，等比数列より大きいことを要請している．実際，数列V= (vm)mEN 
が条件(2.1)を満たすと仮定するすると，ある正定数6が存在して，十分大きなmに対し
てVm> (l + 0罰となる．一方，条件(3.5)では，数列V= (vm)mENの増大度が，任意の多
項式より大きいことだけを要請しているこのため，系3.2は，比較的弱い条件から超越性
の結果を導くといえる．

例えば，
心：= lmlogm」, v臼：= l mloglogm」

とおく．すると，数列v(ll= (v位りm>lおよび数列v(2l= (v岱）m2'3が条件(2.2)を満たさな
いことは，平均値の定理によって確かめられる．一方，これらの数列は，明らかに条件(3.5)
を満たす．したがって，任意のPisot数及びSalem数0に対して，

= = 
2:f3―lmlogm」, 2:f3―lmloglogm」'
m=l m=3 

はともに超越数である式(2.4)で定義された数列w(0)= (w(0;m))nENとv(ll= (v幻）匹1,
砂＝（心）立3に関して，以下のように大きさを比較する：

logw(0; m) = log 2• m0 + o(l), 
log心=(logm)2 + o(l), 
logv臼=log m -log log m + o(l). 

v(1), v(2)のほうが増大度はかなり小さいこのため，部分空間定理の応用と比較して，超

越性を判定できるべき級数の範囲がかなり広がったといえる．

以上のように， Bailey,Borwein, Crandall, Pomeranceによる手法は，超越数論におい

て強力なものであるしかし，部分空間定理の応用と比較すると，適用できる問題に制限

がある．まず， 2章の最初に述べた Corvaja,Zannierの判定法と比較すると，代入する代数

的数aに制限がある次に，数列t= (tn)nEN E zooが負の値もとる場合には，超越性の判
定が難しい．

また，本章の手法に関して， digit変化数の解析への応用は，f3が2以上の整数bの場合
に限られていた [12,13]. さらに，適用できる代数的無理数くにも制限があった．近年，著
者はJII島誠氏との共同研究 [15]により，一般の Pisot数およびSalem数f3に対して，代数
的数（のdigit変化数を研究したその結果，ぐの最小多項式が，ある仮定を満たせば， digit

変化数に対しても下からの評価式(3.4)の類似が成り立つことを示した．
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4 主結果

一般の代数的数に対して，定理3.1の類似が成立するかどうかは未解決である.(3が代数的
整数の場合に部分的な結果を得たので，本章で述べる．本章を通じて'(3を1より大きい代

数的整数とし,/31 = (3, /32, ・ ・ ・, 山をその共役とする．ただし，必要に応じて添え字を入れ
替えることで，

{はI>1 1:::; i:::; P, 
l/3jl:::; 1 1 + p:::; i:::; d 

が成り立つとしても一般性を失わない．ここで， p=lが成立するのは'(3がPisot数また
はSalem数の時である

定理 4.1.(3 は，上記により定義された代数的整数とする• t = (tn)nENは整数列であり，無
限に多くの nに対してtn-=J 0であるとする．ある正整数Bが存在して，任意の非負整数n
に対して，

OさtnさB

が成り立つと仮定するさて， 1:::; iさpに対して， f;(t;(3―1) = L::"=o tn/3;-n =: もとおく．
各1さiさpに対して，もは代数的数であると仮定するさて，

D := min{ degf(X) I f(X) E Z[X]¥ {O}, f(~;) = 0 for any 1 :::; i幻p}

とおく．

すると'(3ふ，．．．，品，Bのみに依存する正定数Cg,C1。が存在して，以下を満たす： Nミ
C10となる任意の整数Nに対して，

心(t)2: 09し。：N r/D -
定理4.1も，定理3.1と同様に，べき級数の値の超越性に対して部分的な応用がある．

系 4.1.(3は， 4章のはじめに定義された代数的整数とする.V = (vm)mENは非負整数列で
あり，十分大きい mに対して， Vm+l> Vmが成り立つと仮定する．さらに，任意の正の実
数Rに対して，

が成り立つと仮定する．

Vm 
limsup一=00 
m→ oo mR  

すると， g(v;/31り，g(v;/321),... ,g(v;/3;;1)の中で少なくとも一つは超越数である．

例えば，出 =4+ ✓うの場合を考えると， p=2かつ/32= 4-J2であるしたがって，
00 00 L fJ~lmlogmJ, L fJ;-Lmlogm」
m=l m=l 

の少なくとも一つは超越数である

また，凡=~の場合を考える．くを 1の原始3乗根とすると，p=3かつあ=(・厖応＝
＜凡である./32とんは互いに複素共役であることを考えると，系4.1により

立；Lmloglogm」' 文(3;Lmloglogm」
m=3 m=3 

の少なくとも一つは超越数である．
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