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物性論におけるホモ トピーとホロノミ- 1

近畿大学理工学部数学物理学科 中原幹夫2

1 はじめに

現代の物性論においてトポロジーや微分幾何学が果たす役割を,｢ホモ トピー｣と ｢ホロノミ-｣を例
に取り解説する.まず,ホモ トピー群の数学的解説をした後,それを液晶や超流体における様々な構造

の分類に応用する.また,最近実現 したアルカリ原子の Bose凝縮体において,渦が無い状態から巻き

数2の渦糸を連続的に生成する方法を紹介する.次に,縮退をもつ系における非ア-ベル的 Berry位相

(ホロノミ-)を解説した後,その量子コンピュータへの応用を紹介する.

2 ホモトピー群とトポロジー[1,2]

2.1 ホモ トピー群

円 N-Slから別の円M-Slへの連続写像十 N- M を考える.(記号 M,N は二つの円を区別
するために導入した.)N上の点Pを表す座標を eiO,M 上の点 Qを表す座標をeiαとすると,上の写

像はf:0‥ αと表される･この連続写像α-I(0)は,条件f(27Tトf(0)-2n7T(n∈Z)を満たさな
ければならない.Jが微分可能であると,これは

n-去/̂ldα-去/.2打芸dO (1)

と表すことが出来る.このように,連続写像J‥Sl-sl全体の集合 Fは整数 nによって分類するこ
とが出来,同じnをもつ写像 ん f2の像は連続的に変形できる.これを

7Tl(Sl)-Z-(0,士1,士2,‥.) (2)

と表し,Slの 1次ホモ トピー群 (基本群)は Zであるという.7Tlの1は考えている写像の定義域 N
のSl,(sl)は写像の値域M-Slを示している.群とつくのは,Zが加法に関し群をなしているから
である.すなわちflが巻き数 m の写像,f2が巻き数nの写像であると,まず Jlで N を写像 した後,
f2で続けてN を写像すると,その結果は巻き数 m+ nの写像となる.
より一般に多様体 N から多様体 M への連続写像全体 F を考える.この写像を ｢ホモ トピック｣と

いう同値関係で分類する.

定義:I,g:N-Mがホモ トピックというのは,t∈【0,1]を連続パラメタとする写像ht:[0,11×N-M
が存在 し,I-ho,g-hlを満たすことである.このときf～gとかく.

～が同値関係であることは各自確かめよ.直感的には像 J(N)とg(N)がM の中で徐々に (すなわ

ち切ったり貼ったりせずに)変形できるということである.定義域 N として,n次元球面Sn-(x∈
Rn+1lHxll-1)をとる.I:Sn- M のうちで,ある定点 xo∈Snを *∈M へ移すもののみを考え,
その集合をF.とよぶ.7.を～で類別した商空間 F./～ は,群としての代数構造をもつ3.それを n

次ホモ トピー群といい 7Tn(M,*)で表す.以下では, 7Tn(M,*)が *によらない場合しか現れないので,
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･を省略 し7Tn(M)と表す.位相数学では,ホモ トピー群は2つの位相空間が位相同型4であるかどうか
をはかる (不完全ではあるが)ものさしとして用いられるが,物性論や素粒子論ではむしろ写像の分類

や欠陥の存在を調べる道具として用いられることが多し).

例として,先に述べたn-1の場合を考えよう.M の中で *を通るループlは,連続写像 l:Sl→ M

のうちl(xo)-*となるもの,言い換えればg:fO,1】- M のうち,l(0)-I(1)-*を満たすものであ

る.l～l′であれば,ht:[0,1]×【0,1]- M,(ht(0)-ht(1)-*)が存在し,ho-I,hl-l′を満たす.I
が属する同値類を ll]で表すと,すべての【l]の集合が 7Tl(M)となる.積 【ll】｡ll2]は,ループの積

llOl2(S)-
〈

ll(2S) 0<_ S≦1/2

12(28-1)1/2≦S≦1

の属する同値類 lll｡l2],単位元は定借写像 e(S)-*の同値類 le],道元 【lr1は逆向きのループl-1(S)-

i(1-S)の同値類である.

例

(1)7Tl(Sl)は直ちに一般化され,7r,I(Sn)-Z(n≧1)となる.7T2(S2)-Zは2次元スピン系における
Belavin-Polyakovモノポールの分類に用いられる.

(2)2次元球面に鉢巻をしてもすぐ外れてしまうことから,7Tl(S2)は自明な群 (o)となる.
(3)複素数の位相を表すU(1)-(CもαIO≦α<27弓 は多様体としてみると,円 Slに他ならない.した
がって7Tl(U(1))-Z.超流動4Heや通常の超伝導体の秩序変数の位相はU(1)に属し,以下に見るよう
に,これらの系の渦糸は 7Tl(U(1))で分類される.
(4)2次元特殊ユニタリー群SU(2)の元は

∴-a+ib-C+id
c+id a-ib (a,b,C,d∈R,a2+b2+C2+d2-1)

と書かれる.したがって,SU(2)を表す多様体は3次元球面 S3である.これから7r3(SU(2))-Zとな
る.このホモ トピー群は4次元Yang-Mills場のインスタントンの分類に用いられる.

(5)少々直感から外れるかもしれないが 7T3(S2)-Zとなる.このホモ トピー群の非自明な元は,3次元

空間におけるDiracmonopoleを表す [3,2].

さて,ホモ トピー群の物性論における応用を考えよう【1,21.d次元の空間を,ある秩序状態が満たし
ているとする.その空間のある部分空間で秩序変数が定義されないとき,その部分空間を ｢欠陥｣とよ

ぶ･部分空間の次元をm とすると･m.-0,1,2のとき,それぞれ ｢点欠陥｣,｢線欠陥｣,｢面欠陥｣と
よぶ.秩序変数は,欠陥や表面以外 (バルク)ではその大きさ (振幅)が一定に保たれる.秩序変数の

空間の中で,振幅一定の部分空間をM で表す.例えば Heisenbergスピン系では M -S2である.こ

れらの欠陥をホモ トピー群を用いて調べるには,欠陥の周 りを円 Slや球 S2にそってぐるっと回って,

秩序変数がどのように変化しているか調べればよい.Snを ｢ぐるっと回って｣秩序変数の変化を調べる

ということは,Sn上の各点が M へどのように写像されているかを調べることに他ならない.それには

n-d-m-1次のホモ トビ一群 7Tn(M)を用いればよい.したがって, 打n(M)≠(0)であれば,その
秩序状態には m 次元の欠陥が存在する可能性がある.実際に系に準安定な欠陥が存在するかどうかは,

その欠陥がエネルギー的に極小値をとるかどうかにかかっている. トポロジカルにはその存在が示され

ても,その (自由)エネルギーが欠陥のサイズの単調増大関数または単調減少関数では,その欠陥は安

定には存在 しない.

4f:M - N とf~1=M - N がどちらも連続となるような写像 Jが存在するとき,M とN は位相同型であるという.
位相同型は同値関係である.位相同型な空間のホモ トピー群は同型であるが,逆は成り立たない.
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2.2 超流動 4HeとU(1)超伝導体の渦糸

まず,超流動 4Heを考えよう.この系の秩序変数 q(x)-(4,(x))は複素スカラー場である.さて,こ
の系に線欠陥があると,そこでは lOl-0でなければならない.そのような線欠陥を渦糸とよぶ.この

ような渦糸を囲む閉曲線Cを考えよう.C上の点 pがCを1周すると,せ(p)の一意性から,その位相

Cia(p)- Q(p)/悼(p)lはU(1)上をn(∈Z)周しなければならない.この nが,写像 p- Cia(p)の巻き

数を指定する整数であり,Cは Slであることを考えると7Tl(Sl)-Zの元を特徴付ける数であること
が分かる.このような秩序変数で軸対称なものは

g(x)- qo(r)e"to (3)

と書かれる.(r,0)は xの極座標である.渦糸の中心では位相が定義されないので Q'o(0)-0でなけれ
ばならない.これは線欠陥に他ならない.

通常の超伝導体の場合も事情はほぼ同じである.秩序変数は せ(x)∝(4,T(x)4,i(x))で,やはりU(1)
位相をもち,その渦糸は 7Tl(U(1))で分類される.

2.3 超流動 3He-Aにおける渦糸とモノポール

超流動3He-Aの秩序変数を説明する前に,準備としてネマティック液晶の秩序変数を紹介する.これ
ら2つの系は数学的に類似 した秩序変数をもっている.ネマティック液晶は棒状の分子からなっており,

多くの分子の平均的な方向が秩序変数となる.分子には向きを指定する矢印はついていないので,ディ

レクターと呼ばれる秩序変数 nは3次元ベクトルに似ているが,n と-nは同値である.すなわち,単

位球面を表す極座標を(0,め)とすると(0,4,)と(7r-0,-め)は同一視しなければならない.単位球面 S2
にこの同値関係 ～ を入れた多様体S2/～を実射影平面RP2という.したがって,RP2を表すには S2
の半分,例えば北半球で十分であるが,同値関係により赤道上の真反対の点は同一視しなければならな

い.この北半球を平面に押し広げてディスクB2で表すと,境界 ∂B2-sl上の対既点は同一視される.

RP2のホモ トピー群は

7Tl(RP2)-Z2,7T2(RP2)-Z,7T3(RP2)-Z (4)

などである.ここに Z2-(e,g)は2次の巡回群で e十g-9+e-9,e+e-C,g十g-Cを満た
す.gは渦糸を表しているが,この渦糸は2本を足 し合わせると渦が無い状態に連続的に変形される.

7T2(RP2)-Zは点欠陥が存在することを示している.さらに,この2つのホモトピー群の自明でない元

に対応するリング状の欠陥も存在する.T3(RP2)-Zは,無限遠で一様な系の中には,一様系と連続的
に結ばれない構造が存在することを意味する.5

外部磁場が無いときの3Heの超流動相はA相,B相の2つあり,それぞれ興味深い特性を持ってい
るが,ここでは A相に注目する.超流動秩序変数は

△αβ∝(4,詞,@)αdpliJ2Jp]｡β, dp -Apikt (5)

と書かれる.ここに C,pは Pauli行列,kは Cooper対の相対運動量の方向ベクトルである･さて,A
相では Apiは

Ap -△oh (rh+ih)i, d2-1 (6)

と書かれる【5].ここにrh,允は互いに直交する単位ベクトルである.これからi-rhx允 を定義する
と,L(r)-(Yh(r),允(r),l(r))は空間の各点で右手系の正規直交系を定義する.この秩序変数の自由度

5これらの構造の図は例えば【2】を,偏光顕微鏡による写真は例えば 【4】を見られたい.
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を考えよう.簡単のために,スピン空間部分 良は考えない.(バルクでは双極子相互作用のために,dと

lは平行または反平行となる.)今,Lo-(盆,9,乏)を基準に取った正規直交系とする.すると,佳意の
LはLoに剛体回転,すなわちSO(3)の元を作用させて得られる.したがって,この系の秩序変数は群

SO(3)の自由度をもっている.この系のトポロジカルな性質を調べるには,SO(3)ctRP3-B3/～に
注意するとよい.ここで, ～は3次元球体の表面を同一視する同値関係である.3次元の回転は,任意

の軸允の回りの0回転で指定されるが,これに ｢ベクトル｣0允を対応させる.この対応で7Thと17T允
は同じ回転を表す.これらの考察からこの空間のホモトピー群は

7Tl(SO(3))とZ2,7T2(SO(3))ctf0),7T3(SO(3))とZ (7)

で与えられる.3He-A で満たされた空間 X 中の秩序変数の場を考えよう.写像 f:X - SO(3)
を textureとよぶ.X の中にループ Slを考え,それがSO(3)の中にどのように写像されるかは

7Tl(SO(3))-Z2で分類される.この非自明な元は,通常の渦糸以外に,液晶と同様のdisgyrationとい

われる渦を与える.Z2の演算9+a-Cを利用して,中心付近では巻数0,中心から十分醒れたループ

にそっては巻数2の渦糸を作ることができる.これをAnderson-Toulouse渦糸という.また,X が

円筒容器の中であると,cooper対の角運動量は容器の壁に垂直となり,Anderson-Toulouse渦糸をiが

容器の壁に垂直になったところで切り取ったMermin-Ho渦糸ができる.Mermin-Ho渦糸の存在は実

験的にも確かめられている.

次にX-R3とし,回- ∞ で秩序変数は同じ値,例えばLoをとるとする.(有限エネルギーの系
では,無限遠でエネルギーはゼロとならなければならないので,これはもっともな仮定である.)すると

textureは実質的にS3-so(3)となり,その配置は7T3(SO(3))cYZで分類される.このR3-S3の

操作を1点コンパクト化 (one-pointcompactiacation)という.Zの非自明な元を与える秩序変数の
場はShanknrのモノポールとよばれ,RP3の元 (eTまわりの 0回転)で

08(r)-27Tf(r)r/r,(f(0)-0,I(∞)-1)

と表される.

(8)

3 アルカリ原子のボース凝縮体における渦糸

3.1 アルカリ原子の BEC

1995年に実現したアルカリ原子のボース凝縮 (BEC)は量子エレクトロニクスおよび超低温物理学の

最近の話題の一つである.この系は,従来のBECの典型的な例である超流動4Heに比べて以下の点で

大きく異なる ;

【1】希薄ボース気体の近似がよく成り立つ原子ガスである･

[2j原子は超微細スピンFの自由度をもち,秩序変数はSO(3)で表される.したがって,アルカリ原子
のBECは超流動 3Heに匹敵する豊富な構造をもつ.

【3】原子の種類や磁場の大きさを変えて2体相互作用を正にも負にもできる.

[4]メゾスコピック･サイズのポテンシャルに閉じ込められた有限系である.
1.により,この系の Gross-Pitaevskii方程式による解析が可能となり,2.により,この系には3He

と同様のtextureが存在する.

話を具体的にするために23NaのIFl-1状態を考える.場の演算子はFzの固有値 m-0,土1の固
有ベクトル 1m)で展開でき

14,)-'∑ Qmlm)
m-0,土1
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図 1:Crossdisgyration.矢印は～を表す.中心の円はblue-detunedlaserによる反発ポテンシャル.磁

場 B はlと逆向きになる(【6]より).

と表される.原子はこのスピンに付随して F と平行な磁気モーメントpctpB/2をもつ.この原子に外

部磁場 Bが加えられると,原子のポテンシャル ･エネルギーはU- -FL･B となるように思われるが,
B の変化が断熱的であると,FLが B と平行か反平行かによってU--pB またはU-pB となる.B
が空間的に極小値をとるとき,前者は安定にトラップすることができないが,後者は極小値付近にトラッ

プできる.前者をstrong丘eldseekingstate(SFSS),後者をweak鮎ldseekingstate(WFSS)とよぶ.
F-1の場合は4Heの Gross-Pitaevskii方程式に比べ,相互作用項が2つに増える.これは F-1

の原子の2体散乱の角運動量が0と2の2チャンネルあるからである.秩序変数を申α-(鶴)としよ

う.ここに血 はFcJα)-0で定義される基底ベクトル 回 ,(α- x,y,I)に対する場の演算子で,その
成分は空間ベクトルとして変換する.したがって

仲)- ∑ 矧 α)
α==,yTZ

となる.一般化されたGross-Pitaevskii方程式は

(10)

i倍 一芸 ∇2中a･･91帆 ･92靴 十V(r)やα+iEaP潮 叫 (ll)

で与えられる.Ⅴ(㍗)は磁場以外のポテンシャルを表し,最後の項は磁場との相互作用を表す.
BECが純粋なWFSSにあるとき,秩序変数は

仲)-等 e佃 +ih) (12)

と書かれる.rh,允 は互いに直交する単位ベクトルで,i=Thx允 を加えて,3次元正規直交系とな
る.iは F スピンに平行な単位ベクトルとなる.3He-A と同じ議論を繰 り返し,秩序変数 L(r)-
tm(r),n(r),l(r))の空間は SO(3)ctRP3であることが示される.

3.2 渦糸の生成 [6]

"Crossdisgyl･ation"は渦糸の生成で重要な役割を果たす.これはBECの閉じ込めに用いられる4

重極磁場のもとで実現し,7Tl(SO(3))巴Z2の非自明な元 gに対応する textureの一つである.図1

にその概略を示す.Ioffe-Pritcllard4重極磁場で BECを閉じ込めたとき,原点付近における磁場は

B⊥(r)-B⊥(r)(cos4,,-sin4･,0)で近似される..B⊥∝rとなるので,これはBECにたいし動径方向
の線型閉じ込めポテンシャルとして働く.原点で β⊥-0となるが,このときはWFSSとSFSSのエネ
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一子≡一二
図2:-様な位相をもつアニュラスを反転すると巻数2の渦ができる.円盤はU(1)⊂SO(3)を,線分は
U(1)の位相を表す([11]より).

ルギーに縮退が起き,系は不安定になる.そこで原子がこの領域に侵入しないようにblue-detunedlaser

による反発ポテンシャルを導入する.

さて,上の xy面内の4重極磁場と同時に Z方向に一様な磁場 Bz(i)を加える ;

B-(Bl(r)cos功,-B⊥(r)sine,,Bz(i))･ (13)

BECが存在する領域ではBz(0)≫B⊥としよう.ここでBz(i)-Bo(1-2t/T)にしたがい Bzを時間

Tで反転させる.その結果,時刻 Tでは巻数 2の渦糸が生成されることを以下に示す.(r,i)における
β と紺 一月 を

B(r,i,-･BE(sslinncpss喜nsaa), ≡(r,i,-(=ssTncpfs=SnsaQ)
と表す.4重極磁場に対しては αニー¢である.この Jを与える秩序変数は

ol - 妄(1 - cosβ)e-i',･α'

90 - -i sin βe-17

0-1 - 喜(1 ･ cosβ)e-i'7-α'

(14)

(15)

で与えられる.ここにIHB よりtanβ(r,i)-B⊥(r)/Bz(i)である.i-0では原点付近の磁場は Z方
向を向いているのでβ-0となり,せ_1のみが有限の値をもつ.この秩序変数がnonsingularという条

件から7-α--4,とならなければならない.

t-Oでこの状態から出発すると,時刻 Tでは原点付近で B はほぼ下向きでβ-7Tとなる.すると

a,1のみが有限の値をもつ.この成分の位相はe-i(T+α)-C2i4,であり,巻数2の渦糸が生成されたこと

になる.直感的にはアニュラスに一様な位相を与えて,それを反転すると巻数2の渦ができることに他

ならない (図2を見よ).6このシナリオの トポロジカルな解析について,さらに詳しくは【6,11】を見ら
れたい.

4 非アーベル的 Berry位相 [7,8]

Berryは連続外部パラメタ人をもつHamiltonianの族 (HA)が与えられたとき,人がパラメタ空間の
閉曲線を1周すると,波動関数は純粋に幾何学的な位相を得ることを指摘した.

WilczekとZeeはこれをさらに一般化し,ある準位がn重に縮退していると,Berry位相はU(n)と
なることを示した [7,8].パラメタ人はd次元の多様体 JM を構成しているとする.点 人の局所的な座

6本当のシナリオではアニュラスの反転の仕方が遠い,図とは逆向きの渦となる
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標を(入1,人2, … ,入d)としよう.HAの i番目のエネルギー準位をEi(A)とし,その縮重度をniとする.

簡単のために準位の数は有限個 Rとし,N-∑tF=lniとする.Hamiltonianはブロック対角 NxN行
列で与えられる.点 入∈JM において,固有値 ei(A)に属する ni次元の固有空間を71i(A)とし,その

正規直交系を (Ii,α;A))(1≦α≦nt)とする;

HAEi,α;A)-Et(A)Ei,α;A),(i,α;入Lj,β;A)-6tj6｡β･

もちろん (Ti,α;入D の選び方にはU(nt)の自由度がある.
さて,人を断熱的に変化させる.以下,特定の部分空間 711に注目し,添字 iは省略する.i-0で系

はエネルギー Eをもち,状態は卜転(0))-1α;A(0))であったとする･Schr6dinger方程式は

射 a(i))-HA'減 (i))

と書かれるが,その解を

lWa (i,〉-p$leXpLi/.tE(A(T,)dT].p;A (t,,aβO(i,

とおく.砂α(i))の規格化条件からa∈U(n)となる.式 (18)をSchl.6dinger方程式に代入すると

等-一差(α;A(tHilβ;A(i,)
が得られる.一万,71における 711の直交補空間の完全系を (lA;A))とすると

(A;A(i)は 恒 ))-o

が示される.式 (19)の解は形式的に

a(i)-pexpliLtA (T)dT], Aap(i)-中 (i)駆 (̂i))
で与えられる.7)は順序積を表す.ここで,｢ゲージ場｣を

Ap7aβ-i(a;A(i)島恒))
で導入すると

a(i)-7)exp
liJA:;'ApdA1

(16)

(17)

(18)

(19)

(20)

(21)

(22)

と表される･ゲージ場 Apは,反エルミー ト(現 ニーAp)であることに注意しよう･したがって Apは

U(n)のLie代数u(n)に値を取る7.
さて,A(i)として ルイにおけるループTを考えよう;7(0)-7(T).このときは

n

帆 (r))-∑exp
β-1 [-i/.T

E(A(T))dT悼,β(0))aβα(T) (23)

7Uがユニタリーであるとは Ut-U~1を満たすことである.U-expA とかかれたとしよう.するとAは反エ)I,ミー
トである.実際,UI-expAI-expトA)-U-1.したがって,ユニタリー群のT)一代数は,反エルミート行列で与えられ
る･さらにUが detU-1を満たすときU∈sU(n)である.このときは,detU-detexpA-exptrA-1であるから
trA-0,すなわちAはtraceless行列となる.U(n)の (実)自由度はn2,sU(n)の (実)自由度はn2-1であることに
注意する.
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となる.最初の指数関数は通常の力学的な位相を表すが,最後のユニタリー行列を

I17】≡a(T)-Pexp[車 可･ (24)

と表す.U(n)行列 rh】を非アーベル的 Berry位相,または量子ホロノミーと言い,次章で中心的役

割を果たす.7(0)-入Oから出発するループの集合を入Oにおけるループ空間といい

L(Ju)-(7‥[0,1】- ルfJT(0)-7(1)ニスo) (25)

と表す.このとき

Hol(A)-(r【7侶 ∈L(ルり) (26)

をホロノミ一群という [2].一般に Hol(A)⊂U(n)であるが,Hol(A)- U(n)のとき,A は既約
(irreducible)であるといわれる.

5 ホロノミック量子コンピュータ

5.1 量子計算[9】

まず,量子計算の原理について簡単に紹介しよう.古典的計算で情報の単位はビット,すなわちOか

1である.ところが量子系ではこれらの重ね合わせ

･0,- cl･0,･C2- 0,-(訂 .1,-(;),ci∈C (27)

が可能となる.これをqubitという.各 qubitの量子状態は C2のベクトルで表され,Ⅳ 個の qunit

全体の量子状態は (C2)⑳〃-C2⑳.‥㊨C2のベクトルで表される.ここに⑳ は Kronecker積 (テン

ソル積)である.この重ね合わせと,多数のqubitがあるときの絡み合い状態 (entangledstate)を利用

して指数関数的に速い計算を行うのが量子計算機である.量子計算機は,qubits,量子アルゴリズムを

表すユニタリー演算子,結果を引き出す観測からなる.

ホロノミック量子コンピュータ (Holonomicquantumcomputer-HQC)は,〟-qubit系のユニタ

リー変換を,前章の量子ホロノミ-を用いて実現するものである.

5.2 ホロノミック量子コンピュータ(HQC)【10]

HQCを実現するのに重要なのは,制御多様体 Ju の局所座標人でパラメタ化されたハミル トニアン

の族と,その縮退した固有空間 71i(A)である.情報は 7iiのベクトル 回,m)としてコー ド化され,人が

JM の中でループ上を断熱的に運動すると,このベクトルはユニタリー変換 Uを受ける(図3).こうし

て得られたベクトル [4,out)-U肋71)は,このユニタリー変換に対応する演算の結果を与える.特定の

演算は,ループの特定の選び方に対応している.

7-(Ĥ I入∈JM)を量子コンピュータを表すハミル トニアンの族とする.Ju をd次元制御多様体,

A-(入1,...,人d)をその局所座標系とする.HAの各準位 Ei(A)の縮退度 niはJM 上不変とする.すな

わちntは 人によらない.i番目の固有空間71･L(A)は基底ベクトル (li,α;A))1≦｡≦ntで張られる.また,
縮退度を保存するために,ルイ上で準位の交差は起こらないとする ;i≠i′- Ei(A)≠ei′(A),∀入∈Ju.

さて,ある特定の iに属する部分空間 7iiを考えよう.色々な計算を実行するためには,縮退度niがで

きるだけ大きな空間を選べばよい.N-qubit系はni-2N と選べば実現される.さて,次の問いを考え
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lvm)=lv(0))rlY]

lv(0))

図 3:制御多様体Ju のループTを一周すると,初期状態(入力)はユニタリー変換r川を受ける(出力).

よう.

間 ループTをうまく選ぶと,どれだけの演算が可能か?

ここで,Hol(A)の群としての性質が重要となる.Il回 は

(1)I172071]-rh2】I171】

(2)rho】-∫

(3)rh-1]-IlT｢1
(28)

を満たす.ただし,To(i)-入Oは定借写像.このように,L(Ju)のループを組み合わせることにより,
各ループが表す演算を続けて行うことができる.また,ループを逆にたどることにより,逆演算も可能

となる.

もしHol(A)が既約であれば,すべてのユニタリー行列,すなわち量子計算はホロノミ-をもちいて

実現できる.規約性に関しては,以下のAmbrose-Singerの定理 【21が重要となる.

定理 (AmbroseandSinger)P(M,a)を連結多様体 M 上の G一束とする.点 入o∈Pにおけるホロ

ノミ一群 Hol(A)のLie代数 hはnu(X,Y),X,Y∈HuPの形のすべての元が張る部分 Lie代数gに
一致する.ただしu∈Pは uoと同じhorizontalliftの点である.

HQCの構成は本質的に幾何学的であり,たとえば (断熱性が成 り立つ限り)ループ上を回る速さなど
には影響されない.これらのことからHQCはdecoherenceなどのエラーにたいし強い量子コンピュー
タであることが期待される.

講義では,光学的HQCについても触れたが,紙面が尽きてしまったので省略する.

6 あとがき

物性論で用いられるトポロジーと微分幾何学の概念のうち,ホモ トピーとホロノミ一についていくつ

か例をあげ解説 した.とくに,7Tl(SO(3))竺Z2を用いてアルカリ原子の BEC中に連続的に渦を作る
方法を詳しく述べた.また量子系におけるホロノミ- (非ア-ベル的 Berry位相)を用いて量子コン
ピュータを実現する方法を紹介した.これらの2つのテーマは全 く独立であるように思われるが,密接

に関係 している.BECで幾何学的に構成された渦は,磁場の変化に伴うBerry位相とみなせる【11トま
たBECを用いた量子計算も提唱されているのである.

最後に,大兄哲巨氏 (京都大学),藤井-華氏 (横浜市立大学),佐久間一浩氏 (近畿大学)には日頃

の議論を感謝したい.
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