
112

二重円板上の不変距離と補間問題

（再生核，距離関数，群） ＊ 
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Deepak K. D.氏，荒神氏との共同研究 [2]にて，二重円板上の正則写像に対す

る補間問題を考察した．その際，二重円板上の Hardy空間の再生核から定まる距

離関数が，不定値内積と二重円板を双曲球に埋め込んだ先での一種の自己同型写像

により表されることに気づいた．距離関数が内積と自己同型写像により表される

ことは珍しいことではない．実際，ユークリッド距離（ユークリッド内積と平行移

動），擬双曲距離 (Cの内積とメビウス変換）はこの文脈で解釈できる．この小論

では， Cnの通常の単位球の場合に再生核，距離関数，群の関係を整理し，それを

参考に，二重円板の場合に [2]の執筆時に気づかなかったいくつかの注意を与える．

1 単位球の場合

まず，翫＝ ｛z E en : llzll < 1}とおき， z,aE恥に対し，

〈z,a〉 a -P認ー (1-llall2)112(I -Pa)z 
凡Z= ||a||2a，四（z）= 1-〈z,a〉

と定める．このとき，四とユニタリ行列の合成により Bnのすべての自己同型写

像を記述することができる（例えば， Rudin[4]の2.2節を参照せよ）．さらに，

凶1-||a||り(1-||z||2) 
II五(z)11 = 1 -~ (1. 1) 11 -〈z,a〉|

が成り立つ．ところで，凪しの自己同型写像の定め方にはもう一つの流儀があるよ

うである． Hahn[3]では上で定めた四とは少々異なる写像 T_aから

(|〈z,a〉|2-llzll2llall2 + llz -all2)112 
11 T -a (Z) 11 = ~ (1.2) 11-〈z,a〉|
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ものです．
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を導いている．次に， Drury-Arveson核

1 
k(z, a) = 

1-〈z,a〉

を考える．このとき， Agler-McCarthy[1]のLemma9.9により恥上の距離関数

1-
lk(z,a)l2 

k(z,z)k(a,a) 
厖Jz,a)= 

が定まる．

命題1.1．恥 XIBn上で定められた次の三つの関数は一致する．

(i) (1.1)で定められる dlffiJz,w)=||cpw(z) II, 

(ii) (1.2)で定められる c5lffiJz,w)= IIT-w(z)II, 

(iii) (1.3)で定められる四Jz,w).

(1.3) 

特に，これらは恥上定義された同一の距離関数を定める．さらに，この距離は知

で不変である．

証明．前半は単なる内積の計算で確認できる．後半は Rudin[4]のTheorem2.2.2 

で述べられていることの言い換えである．実際，

1 (1 -〈z,a〉)(1-〈a,w〉)
k(cpa(z), cpa(w)) = 

1-〈cpa(z),cpa(w)〉 (1-llall2)(1 -〈z,w〉)

から

1 —年（匹（z) ，cpa(w))2 = 
lk（ら（z),cpa(w))l2 

k（炉a(z),炉a(z))k（cpa(w),炉a(w))
lk(z, w)l2 
k(z, z)k(w, w) 

=1-厄 (z,w)2

が導かれる．

2 二重円板の場合

ロ

この節の中では， z€でを z = (zぃz2)と表す．また9 ][])を C内の単位開円板

とする．このとき，

2 I 12 I 12 
Z1 -W1 砂ーW2 釘ーW1 与一W2

p(z,w)=~/1~1 +l~I -1~·~1 (z,wE[))門
1―町Z1I • 11ー阿z2I 11―町Z1 1-W呼2
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はlD)2上の不変距離を定め，さらに Schwarz-Pick型の不等式が成り立つ (S[5]). 

このpに関し，K.D.-Kojin-S [2]にて次を示した．

定理 2.1(K. D.-Kojin-S [2]). lD)2内の4点入，μ,w，くがp(w，く）さp（入，μ)がみたす

とき，次の(i)'(ii)をみたす有理関数の三つ組 W=（叫，伍，店）が存在する．

(i) w(入)=<I>(w)かつ w(μ)=<I>((). 

(ii)任意の z€ lD)2に対し， 1仇(z)l2+|店(z)l2-I応(z)ド<1.

ここで'<I>はびからびへの非線形写像<I>:(z1，砂） →（Z1,z2,Z1砂）を表す．

この定理の背後には不定値内積空間が隠れている．まず，任意の (z1,Z2，硲）丁，

(a1, a2四）丁€ C3に対し，

〈(z1,Z2匁）T'(a1,a2四）丁仄＝万戸＋瓦図ー丙Z3

とおき，不定値内積空間k= (C3, 〈・，•仄）を考える．以下， K の元は z のように

太字で表す． この Kの開単位球を

Q ={z € K|〈z,z仄<1}

= {z = (zぃ砂，硲） € C3 | |z『+|z乎― |z計<1}

と表す．また， z,aE 0に対し，ただし，〈a,a仄＝ 0となる aは除外して，

〈z,a〉に
凡z= ~a 
〈a,a〉K

とおき，五(z)を

五(z)= 
a -Paz -(1-〈a,a〉K)l/2(1-Pa)z 

1-〈z,a〉K

と定める．さて，定理 2.1を示す際に次の補題が本質的であった．

補題 2.2(K.D.-Kojin— S [2]).任意のz,W€ lD)2に対し，

p(z,w戸＝〈匹(w)(<I>(z）），臼（w)(<I>(z))〉K

が成り立つ．

定理 2.1から歩を進め一般の補間問題を考える上で， 9の構造の理解は必須で

あろう．ここでは，［2]の執筆時には気づかなかったことを含め，あらためて'Pa の

性質を整理する．以下，〈a,a〉K=/=0 をみたす a€ Qに対して，

出＝ 9＼ {z € 9:〈z,a〉K,= 1} 

と定める．
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命題 2.3.〈a,a〉にヂ 0をみたす aEDに対して，次が成り立つ．

(i) 0, a E出であり，'Pa(O)= aかつやa(a)= 0. 

(ii)任意の zE Daに対し，

1-〈a,a〉に
1-〈'Pa(z），'Pa(z)仄＝（1-〈z,z〉K).

11 -〈z,a〉にド

(iii)任意の z,wE出に対し，

1-〈a,w〉に
1-〈'Pa(z),W仄＝ （1-〈z心a(w)仄）．

1-〈z,a〉K

(iv)任意の zE出に対し，!pa（やa(z))= z. 

(v) !pa厄はQaの自己同型写像である．

(vi)〈b,b〉にヂ 0となる bE S1に対して，ipbo 五＝ T<p'Pa(b) をみたすi—ユニタリ
行列 Tが存在する1.

(vii)任意の廿ーユニタリ行列 Tに対し， T知江＝白Tia・

証明．（i),(ii), (iii), (iv)は直接計算することで示される．（v)を示す．まず，

〈やa(z),a仄＝
〈a,a〉K-〈z,a〉に
1-〈z,a〉K

が成り立つ．今，〈a,a仄く 1であるから，〈rpa(z),a〉k=I=1を得る．従って，五此
は出から出への写像である．また，!pa厄が全単射であることは，（iv)から従

う．（vi)を示す生まず，直接計算することで凡適当な行列 T とベクトル U を用

いて，

四 0<pa O <p'Pa(b)(z) = Tz + U 

と表されることがわかる．ここで，（i)により，

ipb O <pa O <p'Pa(b)(O) = 0 

が成り立つ．よって，（iv)により，

匹°やa°̀ (b)(z） ＝匹 0<pa O <p'Pa(b)(z) = Tz 

1行列 T の内積〈·,•仄に関する共役を T~ と表す．ここで， T-1 = T:が成り立つとき， Tを
i—ユニタリ行列とよぶ．
2Rudin [4]の中でこの (vi)に対応する命題は Cartanの定理にもとづいて示されるが，その証
明の直接の適用はできそうにない．
3ただし，有理式として計算する．この (vi)の証明について，渡辺文彦氏（防衛大）に貴重な意
見をいただいたことを感謝します．
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を得る．特に，i.()bo咋＝ Tr.p'Pa(b)が成り立つ．さらに，このとき，（ii),(iii)から

1-〈Tz,Tz〉K,= 1-〈匹°五 oi.()cpa(b)(z), i.()b o臼 oi.()cpa(b)(Z)〉に

1-〈b,b仄 1-〈a,a〉に
X 

11 -〈i.()aO i.()cpa(b)(z), b〉K:|2 |1 -〈i.()cpa(b)(z),a〉K:|2

1-〈r.p'Pa(b),i.()cpa(b)〉K
X ~ X (1 -〈z,z〉り
11 -〈z,五（b）〉叶

=1-〈z,z〉K

が得られる4. よって，上の計算が考えられる z に対し，〈Tz,Tz仄＝〈z,z仄が

成り立つことがわかった．しかしながら，ここで除外された z の全体は C3の中

の連立一次方程式の解集合である．従って，内積と行列の連続性により，任意の

z € Qに対し，〈Tz,Tz〉K=〈z,z〉Kが成り立つ．（vii)は定義に従って確認すれば
よい． ロ

補題 2.2はK.D.-Kojin-S[2]では直接計算することで示したが，命題 2.3の(ii)

において， z= <I>(z), a= <I>(w)の場合を考えると見通しのよい証明が得られる．

また，命題 2.3の (vi)と (vii)から Tr.paの全体が群になることがわかる．今回適
切な文献を見つけることはできなかったが，これはすでに知られていることであろ

う．しかしながら，ここで指摘した再生核と距離関数と群の関係はいくらか新しい

ものではないかと思う．
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4 (ii)と(iii)を共役作用素の計算公式と見なすのである．


