
基研研究会報告

方萄安定の場合には, (6.7)紘,有限乱れの初期値に対する臨界値を与え,
く:)()

la.(O)lが (6.7)の Iaotを越えると,anは時間と共に限 りなく増大し,仮

定と矛盾する｡

流産力学方程式の一次元でデルとしてよく知られたBurge'r8方程式につい

ては,固有函数 pnが三角函数 となるから,取扱いは容易である｡しかし流体力

学方程式を直接扱う場合には,線型問題の特異性に起因する困発が常に障害 と

なる｡いずれに･Lても,数値解をも含めて,線 型 理論から量的に異る非線型解

を得るぺく努力が必要 と思われる｡
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非 線 型 鎖 の 振 動 理 論

戸 田 盛 和

線型の力で結ばれた振動子の集まりには規準振動があり,励起された規準振

動は時間的に不変である｡したがって線型の振動子系は熟的平衡状態への近漢を
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を示 さ考い ¢ そ こで振動子系の平衡状態への近接は非線型項の存在によって保

証 され るものと考えられていた｡しかしこれは少 くとも十般的に正しくはない｡

これは一次元鎖の振動についてFermi等 (1955)が計算機で調べて明かにさ

れ た｡Ford,と WaterSや Jackson が最近 この仕事を拡張 し非線型摂動理

論21と計算機に よって,非線型の振動子系の行動で次第に明かにされて来てい
る1012J

Ford.とWaterS(1963)は非線型振動子系に規準振動 と呼べる運動が存在

す ることを示した1.7いま一次元の非線型鎖を伝わる進行波を表わす厳密解を示

す Oこのモデルは線型 と剛性球を両極端として含むものである｡

非線型の相互作用 としてここで考 えるのは

¢(I)≡ Ae-br+ar｣二 oon8t.(･A,b,a>0)

の形のポチ yVケルである3oJ¢-min.の位置をr-DとするとA=aノe~bD/b
で ある｡

uniform な鎖を考え,n-1番 目の粒子 とn番 目の粒子の距離をrnとする

と:運動方轟式

皿芸n- af28-b(rn-DL吉堀 -1-DL㌻lJEn･l⊥D'I
を得る｡この式の進行波を表わす解 と して31wavetrain

eJb(rn-D'L1=
(2Ky)2

a'b/m〔an2(2K(- 号 ,ト 意 〕

がある｡ D′はある定数で,運動が静止 した ときの粒子間の距離を与え る｡ ま

た

a･ 三 taeb(D-D'J

である｡Aは粒子数で測 19た波長 , Vは振動数で分散関係

2KJJ= aJb, 1mIsn2(2VA)- 1+惹)-ち
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で与えられ る｡ 瓦とEとは第 1種および第 2種の完全楕円積分をそれぞれ表わ

し,そのmod_ulusをkで表わす O

別の形の解として solitary wave

e~b(rn-D'Ll- 血 h2a･sech2ta(a-ct)∫

がある｡これはwa･vetrain.の極限 k- 1,A--ど.しても与えられるOα

は定数で波高を与え, Cは波の速 さで

arbS血hα
α

で与えられる｡

線型の極限はmod_uユusk-0として得 られる｡~a , bLを一定にしておけば,

これは徴′｣､振動の極限であるが,展開

a

¢'(r)- ab(r-D)il一丁 (r-刀)+-)

か らわかるように,b- 0,a･-oD,a｢b- γ-一定の極限をとれば K一一>0で

有限振幅も与えられる｡線型の極限では,

k2.27r
rn-D′= ~盲6-弧 了 ÙOB2才(y七一号 ) ,

符
2万y = 2V'W m siB了

非線型項が小さく,波長 が長い場合,rh(七)- r(Ⅹ'七ゝ ただしⅩ = nd･とお

いて連続体近似 (co-

rtt- C:

を得る｡ BOljもarywaveの解は
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α2
r(Ⅹ･t- a -T SeCh2i (Ⅹ-C･七,

ただし

cl = D

である｡ このように一方向きに進行する波に対 して変換

E-∈(言 一七) , r- C3t ただし 8- -Db

とおくと !G7≪ 1 のとき

n=
l r-i)
2c c o D

に対して Korteweg-a-eVriesの方程式

nT十n聖ニー82nEEf (82-J/24C喜 )

が成 り立つ ｡ この式は最近,電子計算機によりて吟味された ｡ その結果 soliT

ton(801itary waveの解 )が独立に安定 して運動することが示されたの

であるがソ Kruska1-ZabuBky-のこの計算雨 嘩 型鎖の振動の合成 ･分解の

方法を指唆するものとして重要である ｡

非線型の最も強い極限,すなわち線型 と反対の極限は剛体球からなる体系で

ある｡相互作用のポチyVT〟を

と書き直 し

a = Bbe-b(D-qJ

とおくと,¢(D)-min.である｡D>0とし,Bを一定にしておいてb一斗CO

(･a- o)の庵限をと畠と, ¢は直径 Oの剛体球のポチyUTルを表わすこと

になる.a'=a(D'-D)とおいた分散関係において,波長 A,I)および Oを-
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定にとめて,V-有限になるように b- -の極限をとるためにはK･-- (k-

1)の極限を同時にとり,

4K
b --
A(D - 0)

- -(k→ 1)

の壕限をとらなければならないOこのとき分散関係は

zJA=

となる｡したがってこの場合.定数 Bは剛体球の運動 エネルギーに比例 してい

る ｡

この極限移行によって得られる剛体球系の ｢規準運動 ｣は例のようなもので

ある.例えば波長 A- 3の疫を考えると, Cを整数 として,̀ある瞬間には 3e

番 目の粒子は右方-ある速度 Ⅴで動き,32+1,36+2番目の粒子は盲 Ⅴの確

度で左方へ移動 している｡剛体球は衝突の際に速度を交換するから,各球の位

置 (球の直径にあたる長 さと差引いた位琴 )を横軸に,時間を縦軸にとると体

系の規準運動は針金のななめのアミのような図に よって与えられるO列車の時

間表のダイヤに似ている｡

剛体球からなる系の解でさらにA--(y-0,yA-有由 の薩眼をとると,

剛体球系の solitarywaveあるいは solitonの表現が得 られ る｡これを列

車のダイヤのように表わす と,各粒子がすべてとま?てし1ることを表わす等間

隔の縦線 と･これらを.iざるななめの一本の線によって与えられる o ななめの

一束の線が 1個の EiOlitonである｡このように soliton は独立な単位とし

て このダイヤの上で ｢重ね合わせ ｣ができるO

以上のような考察から,非線型鎖は多 くの点で線型 鎖と似ていて;規準振動

も存在す ること.線型鎖 と相違するところは,剛体球系の運動によってその特

徴を把えることができるなどが明かにされた｡模式的には

剛 体 球 鎖
waveもrain 日Oliton

､ 非 線 V-_a--竃 ~J
(非 線 型 連 続 体 )
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の ように表わす こともできるO

非線型鎖の理論 として,なお多 くの拡張が望 まれるOその主なものは ElJ

ここで扱 V'た解の安定性の吟味8 (2I定常波の解 o (3)外力に対する運動励

起 (応答 )5oJf4億 ね合わせの原理に相当する非線型｢般論 O
これらの問題は将来に期待しなければならないが,計算機に よる吟味も有力

な手段になるであろう｡定常波の解に対 しては計算機 によってその安定性 が確

か められていると考えられ るO進行波に対 してもこれが通用すると思われ るが

確証を得たいものであるo

周期的境界条件,あるいは両端固定の定常波 として,非線型鎖を量子力学的

に扱えないかという問題もある｡熱膨張などのように簡単に扱える問題 もある

が ,解の安定性 と平衡状態への近接,エルゴ- トの問題など,統計力学的にも

非線型鎖の模型は広 く利用 されるものと思 う｡
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