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スピン梯子系の対称性の破れについて

松井 卓 (九大 ･数理)

1 状態のSplit性

ここでは､各格子点でスピン圭の自由度を持ち､足の数が奇数のスピン梯子系では､な
ぜ相関関数の減少が緩やかであるかを考察する｡ 方法は作用素環の最近の結果 (Ⅰ型因子環

のシフト)を使う｡以下では､ハミルトニアンの固有状態を求め性質を議論するのではな

く､純粋状態の相関関数がsplit性という条件を満たすと対称性の破れが自動的に起きるこ

とを示す｡個々のハミルトニアン特殊性によらず､量子力学的状態のあるクラスについて

の性質の研究であるという点で以下の結果は普遍性がある｡しかし､実際の実験解析で使

われるハミルトニアンについては､何の情報もえられないという欠点があり､kinematical

な議論であるも言えよう｡スピン梯子系の研究は､実験､理論の両方で過去数年さかんに

行われてきた｡それらの成果については､(少し古いが)E.DagottoとT.M.Riceのレヴュー

【3]を見ていただくことにして､数学的定式化から説明する｡
ここでは無限系を考察する｡正の自然数n に対してLnを以下で定める｡

Ln - ((i,a)∈Z2日 ∈Za-1,2,3-･n)

自然数nは､梯子の足の数である｡簡単のためLnの各格子点にはスピン与の自由度がのっ
ているとするが､以下の議論は並進不変性を保ちながら格子点ごとにあるスピン自由度の

大きさを変えてもよい｡(-何番目の足に格子点があるかを示すαによってスピンの大き

さを変えてもよい｡)格子点(i,a)∈Lnでのパウリスピン行列を691･a)(α-I,y,I)であ
らわす｡スピン作用素のなす代数Aを

A-@ M2(C)
Ln

で定める｡(M2(C)は､2行2列複素正方行列全体を表す｡)また､Tjは格子上のjシフト

とする｡つまりTjは､Aのうえの自己同型で

TJ(聴 a))-Jg+k･a)

で定まる｡さらにAの部分代数ARを非負のj(i-0,1,2,3…)の格子点上の物理量のなす
代数と定める｡(言い換えるとARは非負のjのJg,a)で生成される部分代数)またALを
負のj(i--1,-2,-3...)の格子点上の物理量のなす代数とする｡AR (AL)は､右 (左)
半無限領域での観測量全体でするとA-AL㊤AR である｡
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ここでは､状態と言うとベクトルではなくベクトルから定まる局所物理量の期待値のこ

ととする｡ より正確にはpが､Aの状態であるとは､p(1)-1と､任意の局所物理量Q
についてp(Q*Q)≧0をみたし､Aから複素数への線形写像であることとする｡Aの状態
pのARへの制限をpR､ALへの制限をpLと書くことにする.一般にAの状態pをある
領域 A⊂Ln に制限して考えるときpAと書くことにする.
通常､スピン梯子系の研究では1次元系のハミルトニアンを何らかの意味で解き､基底

状態を求め､スペクトルや2点相関関数の減衰､並進不変性の破れを研究するわけで､こ

れに従い､主に状態としては純粋状態を考える｡

あるハミルトニアンの基底状態pで2点相関関数の指数的減少すると仮定する.つまり

物理量QlとQ2について2点関数の収束

kliimuP(QITk(Q2))-P(Ql)p(Q2)
が早いop(-∞,o】∪【k,∞)､P(-～,o】とplk,～)は､状態pをそれぞれ((i,a)∈Lnlj∈(-∞,0】∪
lk,∞))((i,a)∈Lnlj∈(-∞,0】)((i,a)∈Lnlj∈lk,∞))の領域に制限した状態とする｡
すると十分大きな距離kだけ離れ2つの異なる領域(-∞,oト [k,∞)に限って状態pをみ

るとほぼ統計的な独立性があると解釈できる｡これは､pト∞,0】∪【k,～)は､p(-cxhO]⑳plk,∞)
に近いということである｡指数的減少する2点相関関数を持つ状態は積状態に近いという

考え方を次のように一般化して考える｡

定義 1.1並進不変な状態pが､splitであるとは､次が成立すること｡

klim-,.sQH蛸 Ti3'(p(QjTk(Ri))-P(Qj)p(Ri))l=o (1.1)

ただし上の式で Qは､任意の Aに属する局所物理量でノルムIfQHが1以下のものとす
る.任意のAの元Qは､ALの元QjとARの元 Ri及び複素数 Ti,.を用い

Q-∑7i,･QjRiTij∈C Q,･∈ALRi∈AR･
i,3'

の形でいつも表わされるので､この形でQで表わして(1.1)を考える｡

このsplitという条件は､一見しただけでは､どれだけ一般的か､或いは､どれだけ特殊

かは明らかではない｡しかし2点相関関数が指数的減少する基底状態で数学的厳密に扱え

る例はほとんど全てsplit条件をみたす｡例えば､梯子系ではないが､スピン1でハルデー

ン予想を肯定的にしたA用.eckKennedyLiebTasaki模型(AKLT模型)の基底状態はsplit
である｡ ここでAKIJ模型とは次のハミルトニアンで与えられる｡

H-長く(S(i)S'j'l''+吉(S'j'S'j'1')2〉
ただしSij)(α- I,y,I)はサイトjでのスピン1作用素とすると

(S(i)S(j'1))-si3')si3'+1)+si3')sfj+1)+sij)si3''l)

-606-



｢第7回 『非平衡系の統計物理』シンポジウム｣

である｡

一般に1次元短距離相互作用のハミルトニアンから定まるギッブス状態は､split条件を

みたす｡

AKIJ模型の数学的性質を一般化して次の結果を得た｡並進不変ハミルトニアンを考

える｡ 010
H- ∑ h,･Tj(ho)-h,･
J=~00

ただしhjはサイトjとj+1の相互作用 (最近接相互作用)とする｡

(1･2)

命題 1.2(1.2)で表わされるハミルトニアンの並進不変基底状態pを考える｡ハミルトニ
アンについて次の2条件を仮定する｡

(i) 有限体積でのハミルトニアンの基底状態の次元は体積によらずある数kより小さい｡

ここで有限体積でのハミルトニアンHtN,M]は

〟-1

HlN,M]- ∑hj
J'-N

とする｡

(ii)hoの最低固有値をinfspechoとおくと

p(hj)-P(ho)-infspecho･

これらの仮定 (i)(ii)が成立するときpはsplit条件をみたす｡

(1.3)

命題1.2.で条件(i)は､反強磁性系でたいがい成立する｡条件(ii)は､有限体積でのハミ

ルトニアンHlN,M]の基底状態エネルギーが､ちょうど体積M-Nに比例するという条件
と等価である｡実は命題1.2.の仮定(i)(ii)が成り立つとき基底状態はmatrixproduct状

態 (AKLTのvalencebondstateの一般化)で必ず表わされることが証明できる｡

split条件をみたす別の例として (ギャップのある)xxz模型をあげよう｡Xxz模型の
ハミルトニアンHxxzは

○く)

Hxxz- .∑ 〈J!3')J!j+1)･JL3''JLj+1)+△Ji3-)Jij十1)〉
3=-00

パラメータ△が十分に大きいときは基底状態は2つありどちらもsplit条件をみたす｡こ

の場合､基底状態は2次元古典スピン系の平衡状態の1次元格子への射影として表され､

もしハミルトニアンの古典イジングの項が十分大きいと1次元短距離古典スピン系の平衡

状態と等価となり､split性が成立する｡ スピン圭のXXZ模型は可解模型であるが､split
条件は､今のところ､厳密には､十分に大きい△でしか証明できていない｡しかし直感的

には△>1をみたす任意の△でsplit条件が成立すると思われる｡

一方､split条件をみたさない基底状態の例は､(数学的厳密なレベルでは)あまり知ら

れてない｡XXZ模型の場合△-OのXY模型では基底状態はsplit条件をみたさないこと
が証明できる｡おそらく-1<△≦1でもsplit条件をみたさないと予想している｡
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予想 1.3状態pは､ある並進不変なハミルトニアンの並進不変純粋基底状態とする｡ハ

ミルトニアンのスペクトルはギャップをもち､2点相関関数が指数的減少するならpは､

split条件をみたす｡

以上の観点から､やや乱暴だが､反強磁性スピン梯子系の基底状態は､おそらくsplit条

件をみたすであろうと予想される｡そこで以下ではsplit条件をみたすスピン梯子系の純

粋状態を考えることにする｡

2 対称性の破れ

Ln上のスピン梯子系に戻る｡梯子の足の数の偶奇で系の性質が異なるのはsplit条件と

次のように関係する｡各格子点にはスピン与の自由度がのっている場合を考える.物理量

のなす代数Aの上には自然に (大局的)ゲージ群SU(2)の作用Pg(9∈SU(2))が定まる.

定理 2.1梯子の足の数が奇数のスピン梯子系を考える｡ もし純粋状態pが､並進不変で

split条件をみたせば､sU(2)ゲージ不変でない｡つまり､あるSU(2)の元g∈SU(2)が
あり

p ｡Pg≠Pg

この定理より､足の数が奇数のとき､純粋状態pは

(i)並進不変でない (ii) split条件をみたさない ､又は(iii)SU(2)ゲージ不変でない
のいずれかが成立する｡定理2.1では状態が反強磁性系の基底状態であることは仮定して

いない｡反強磁性系の基底状態では､量子論的な揺らぎが大きいため古典スピン系の高温

状態に近い性質を示すと信じられている｡特にSU(2)ゲージ不変性は破れないと思われて

いるので(i)並進不変性が破れ周期2の状態があらわれるか､(ii)のsplit条件の破れる､の

いずれかであると思われる｡予想1.3が正しければ､(ii)のsplit条件の破れる場合は､ス
ペクトルギャップは閉じ2点相関関数は緩やかに減衰することになり実験および厳密対角

化､密度行列繰り込み群などの結果と一致する｡

定理2.1が成立する理由は､一般にsplit条件をみたす純粋状態は次の意味でMatrixProd-

uct状態であるためである｡スピン梯子系を離れ､一般の1次元スピン系を考える｡Aを､

1サイトの自由度が､d行d列の正方行列Md(C)の1次元スピン系の観測可能量なす代数
とする｡

A-@ Md(C)
Z

また､Gを連結､単連結半単純コンパクトリー群とし､Gのd次元ユニタリー表現7Tdが

d次元ベクトル空間Vd上にあるとする｡さらに､このVdの表現からGの大局的ゲージ変

換がAが定まるが､これをSU(2)の時と同じくPgと書く｡

定理 2.2Aの純粋状態pが､並進不変でsplit条件をみたすとする｡

このとき､あるヒルベルト空間K:､K:からVd㊥Kへの線形作用素A､及びK:上の密度
行列βが存在し以下をみたす｡

A'A-1K:
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全てのK:上の作用素Qについて

tr(pA*(1vTd㊨Q)A)-tr(pQ)

ここで1K:と1vdはK:とvdの恒等作用素でQは任意のK:の作用素｡Md(C)の行列別 こ対
してERを次式で定める｡

ER(Q)-A'(R@Q)A

この記号を使うと､pは､次式で与えられる｡

p(lvd㊨Rl＼㊥R2...Rm ㊨1vd)-tr(pEIh｡ER2｡...ERm(lx:)) (2.1)

もし状態pが､ゲージ不変なら(p oP9-9が､全ての9で成立するなら)K上にGのユ
ニタリー表現7TK:があり､作用素Aは､以下の意味で､Gのユニタリー表現のintertwiner
である｡

7Td(9)㊨7TK(9)A-AlrK(9) (2･2)

この定理2.2の最後の部分をスピン梯子系に適用すると定理2.1を得る｡また､足の数
犯が偶数のときは次が成立する｡

系 2.3梯子の足の数が偶数のスピン梯子系を考える｡もし純粋状態pが､並進不変でsplit

条件をみたLSU(2)ゲージ不変とする｡ このとき定理2.2のユニタリー表現7rK:は､半奇
数スピンの表現のみを含むか､または整数スピンの表現のみを含む｡

Kのベクトルは､ハルデーン系のedge状態に対応するが､一般には､半奇数スピンと整
数スピンの両方がありうる｡

定理2.2は逆も成り立つ｡すなわち(2.2)で表わされる純粋状態はsplitである｡さら

に定理2.2でK:が有限次元となるときが 【1]で考えられたvalencebondsolidstateであ
る｡M･Fannes,B.Nachtergaele,R.Wernerは､A用eck-Kennedy-Lieb-Tasakiのvalencebond

solidstateを拡張し丘nitelycorrelatedstateと名付け体系的に研究している｡([4】と[5]を

参照)彼等が､でpurelygeneratedfinitelycorrelatedstateと呼んでいる状態は定理2.2

でK:が有限次元となる場合に他ならない｡purelygeneratedfinitelycorrelatedstateは､
matrixproductstateと同じもので､密度行列繰り込み群で得られる固定点である｡(これ

は､[71で指摘されている｡)従って､密度行列繰り込み群でのin丘nitesystemmethodは､

定理2.2の作用素Aを有限次元行列近似を求めるためのアルゴリズムと言える｡系2.3が

意味するのは､密度行列繰り込み群ではKの有限次元近似としては半奇数スピンの表現の

み､または整数スピンの表現だけをとる必要があることであり､経験則と合っている｡

split性を持つ純粋状態の2点相関関数の減衰のオーダーは定理2･2で定義したEIvdのス
ペクトルで決まる｡定義より

EIvd(1K:)-1K

なので1はEIvdの固有値である｡状態pが純粋であるときは固有値1の重複度は1であ

り､EIvdのスペクトルの絶対値は1以下であることが､一般的に言える.2点相関関数が
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指数的に減少するための必要十分条件は固有値1以外のスペクトルは､絶対値が真に1よ

り小さいことである｡しかしこの条件を満たさない (2点相関関数が指数的に減少しない)

split性を持つ状態を長距離相互作用を持つ系の基底状態として構成できる｡

ここで述べた結果の証明は､[6】にある｡split性 などの研究は､まだ十分には進んでい

ない｡実際､split性の概念は公理的場の量子論でしぼhしぼ使われているが格子模型での

split性の研究は､論文[6】が初めてであると自負している｡一方で､予想 1･3などまだ分

からないことが多いが､split性の研究はハルデーン予想やスピン梯子系の理解に役立つ考

えている｡
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