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〔1〕 前報 (以下 〔耳〕)で我 々は Lee-Yangの定理が Spin lの場合

も成立する事 を示 した｡ ここでは任意の Spinの場合になりたついくつかの
7̀
0

定理を証明した後, spin首.について Lee~Yangの定理の証明を行 うo

spin S の場合の状態和を考える為に 〔 I ] と同 じく各格子点に興 る磁場

がかか-ている場合の状態和 Fnisl(a.,･･･zn)を考 えろo

乙 i - exp 〔-hi/rllコ

で hi は埼 当な単位ではかった磁慶, 侶 ま温鑑である o

( A-a , As - 1,･･･Ao- A-S) を (1･2チ･･･n ) の任意の順列 とし,

Ao= (〔畑 ,･･･〔o〕no)は Spin O-をもつ Spinの尊号とする o

〔q 〕i ( i- 1,2,A-nO)は ( 1,2 , ･･･ n )の うちの-?で,Ao に

属す るo この時 状鮒 Fis)は,

FntTS'(zl, - Zn)-(蒜 )(ns,ns-1,-･no.,･･･n二S了
<p> s nq

xEo=fsi>7=1yOO ( 〔0]i , 〔0 ] j)

notn62

×02竺ol i空1,･ZlyO .02( 〔0 , ㌦ [0 2 ] j ′ )

×′嘉 nHO′ 7-lUq,,ji″6--S j"-1

こ こに,

(1. 1)

yoo′(〔oji,〔q′〕j)- eXP〔K〔o]i〔0,]}･♂♂′〕
<=正>

千, Kl J - JiJ/T.> OJii は (ij)spinの変変相互作席巨ごあ る O 念
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は凡ゆ る偵列に関 して和をとる事を意味す る｡

立す る｡

について次の漸下式が成

< Theorem 1 >

Fis)(zl,Z2 ･-Bn)-o=iISFnl (Ⅹ,芦 2- Ⅹ詔 n)zlO
(1.2)

ここに

･i i - Ⅹ)･i - Ⅹ(ij) - exp ト Kijコ

1> Ⅹ ij > O

く Proof.> あきらかに, F(a)は次の形をもつ ｡n ●

Fis'(zl,･･･Zn)- o呈 sfo z15

1foは 1番 目の Spin が O である様な配置から寄与だか ら,

fo-<毒 n>(ns'nsJ ･.'･nOf･''.n-詳 1

く p>

･x 卜惹 ,.覧 oJi/;空 j " yγ〝r′〝 H r"]j〝 〔γujj" )I

x i' H IH yrl,,r2′(〔γ1'〕i′ lr2′〕 j ! )γ1/,r2′キo i′･j/ ,

γ1′> γ2/

×〔o〕チ 〔5 ' j キ了ooH o ' i 〔g 'j.)
I

I
i > j

(1.5)

× H H ･ZI, yorJ( 〔T '〕k′ 〔U 〕e ′)
γ ′≒o再〕e′キlk ,

･ Flygo(1･〔U]j),7㌔ yo , ,(1,〔γ′〕k′)H H xOr(,, 〔o]k )1 TA

x〔o]Hk*王宮 zlrr]kX巾OT(1, l O〕k )
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- Fn(sj i (Ⅹ 言 oz 2, - Ⅹ1;0zn) (1.4)

<Tl> を用いて,Lee-Yangの Lemma即ち,次の <T2> を証明す

る｡

< The｡rem 2> Fis)(Z., ,zn) エ ロ,

Iz.‡≧ 1, Iz2I≧ 1, , 巨nl≧ 1

な ら lzll- Zz21- ･･･- lznl- 1

数学的帰納法で証明する｡ 次 の仮説をお く｡

<Hl> n-1,n-2 については <T2> が成立 .

<H2> lzlf> 1･iz2I≧ 1-･lzn･f≧ 1 があって,

F_is)(zl,･･･Z･n)- 0

n - 1の時,

可S)- zs + zs~1+ ･･･+ Z~S

(1.5)

(1.6)

(1.7)

だか ら <T2> が成立 ,a- 2の場合 の証明は後の方で与 え ろ ｡

<K2> が自己矛盾 に導 く事を示すのだが まず次の定理か ら初め よう｡

< Tlh30rem 5> <Hl> <H2> がな りたつな らば,実数の

β1,β2- βnと r> 1があ って,
F ;JS-(reiO l ,e10 2 , ･･･eien) -o (118)

に出来 る｡

< proof> ･〔=〕で行 った棟に,我 々は,F(ns)(zl,･･･Zn)- 0 を

充す 7㌦ - Znを固定 しておいて, ?uZを zlの函数 と考え, izII→ ∞ の

時の Z2の極限値 C2が 1C2l< 1を充す事を示すo< Tl> を用いて

FよS1- 0より,
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S
ll
q= -s

S
Z
O=-S

Z 26Fn(Bj.(Ⅹ2Toz . , ･･･Ⅹ2n- O z去)±o

Z20乙,SlFn(sJ 2 (Ⅹ2立 言szS,･･･Ⅹ2nTox .nPszn )

+ e(ち,, Z5,･-･ a n) コエ ロ

･帯 →-e(ち.IZ5 … Zn) = 0

を得る｡

ここで我 々は,次の Lemmaを証明する｡

(1.9)

(1.10)

( 1.l l)

< LeFlma l> S≦ 2の時は, (1･9)を充す pu2(zl)は Izlt→

- の時,

Z2(zl)･- z IP

と ゆ う漸 近 形 を もつopは実数 で あ る O証明は簡単 で あ る o･よ く,知 られ て い

る 様 に , 四 次 式 ま では多項式の槙は代 数 的方法で求 め る率 が 出 来 る o s≦ 2

な ら (1･9 ) は Z2にF;ljfL,て四次以下の多項式に等 け･る O 根 が 代 数 的 方 法 で

求 め ら れ -る とゆ う事は,方程式の係数に加減乗除 及 び べ き 根 を と る とゆ う 操

作 を 有 限 回 行 っ て 根が穆 られると-ゆ う事であるO

(1･9 ) lの 各 係 数は, 乙1の有理式セあ り,各 々 Iz.巨 - - で は ,- Zデ

と ゆ う漸 近 形 を も つo加減乗除及びべ き板を とるとゆ う操 作 は , 全 て l乙11

㍉ ∞ の 時 の 漸 近 形が, Z欄 べ きになるとゆ う性質 を 変 え な い か ら , も れ ら

の 操 作 の 有 限 の 籍 合でえられる (1･9)の叡は, i乙lI- - で , 乞1 の べ き

に 漸 近 す る ｡

こ の 時 , Z2 の 極限 C2 が I{2 E < 1を充す車は,次 の 様 に し て 明 白 で あ

る O (1･9 ) ま た は (1110)の左辺 を zlの函数 と考 え る と ' Z2 ほ Izli

1 - で zlp に 漸 近す るのだか ら, (119)の各 項は,全 て zl の あ るべ き に

漸 近 し , し か も , 巌高次のべきは有限である_O従 って, lzll - - 辛 (1･9 )

(1.10 ) が な り たつ為には,その蔑高次の係数が零にならね ほ な ら犯 .

(1･10 ) で zISz2Sの係数の第一項は 〔工〕 と同様にして < 1H l> が な 'り た
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っかぎり零にはなら犯か ら, Z2- Zip(p≧ 0)な ら p- 0であるo

(p< Oであれば (2 - 0)そこで C2 は,

S ′T ′ot _ -0
i,C 2UFn(sj 2 (Ⅹ 250=-S

即ち,

･ 言 szS,･･･,Ⅹ2n-0Ⅹ.三S)- o

Fn(sj . (Ⅹ 言 sC 2 , -･ Ⅹ .n-Szn ) - O (1.12)

を充す ｡ 〔工〕と同様にして,これか ら IC21< 1が導かれ るo

Izli> 1な ら (1･9)の各係数は zlの連続函数セあ り,また Z2Sの係

数は零になら犯か ら,よく知 られている多項式の椴の係数 に関す る連続性によ

り, 7Jlを変化 させた時 Z2 も連続的に変化 し, :Z21≧ 1か ら出発 し

iE2‡< 1に至 るのだか ら途中で Iz21 = 1になる所がある｡ このや り方を

各変数について くり返 して,

Fis'(r e iO l,, ei8 2 , .･･eiOn' - D

∫ > 1

を充す r>1 と 01,02 -enがある事 になるo

('L15)

(1.14)

〔2〕 (1･15) (1･14) を充す T,β1-βnがない草を云えば よいo

Fis)(Z.,･･･zn)- o

に くでl> を用いて,

S
E
O= -a

(5.1)

Z･.oFn(i). (Ⅹ 言 oei8 2 ,･･･Ⅹ.;OeiOよ)- o (5･2)

Fis)(zTl, ･･･Z三1)･- FLs)(a,,-･zm)

F(a)(zl米,- Z禁 ) - F禁ls)(a .,･ ･･zm )

を用いれば, (5.2)は,
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a+0
E ao zlulV- oO=-S

米 - a-aa rJ

とかけ る｡ <H l> に よ り Fn(a-)1

Lee-Yalngの定理の一般化

(5.5)

(5.8)

は <T2> に従 うが,この為, (5V5)の

各係数は次の制限をうけ る草になる ｡ 即ち,

!asS ≧ las-1‡≧ ･･･≧ las-〔S〕l (5.7)

〔S〕は S の整数部分である｡

これ､を示す為に,我々は 〔工〕の (定理 4)を もっと強い形 で表わ しておこ弓
うo

< Theorem 4>

･･･七m≧ 1 と実数 91

IFis'(ち. eiOl

Fis)が くつ-2> を充すなら,任意の ･七.≧ 1, も2≧ ;1,

- β皿について,
iO ･

････tm e 皿 ) I

は,各変数 も1, も2,-七mに関 して単執 二増加す るo従 って, 七1≧ 七了 ,
七2≧ 七2′ -･七皿 > 七m ′ ならば,

lFm(七1eiel, ,七m eiOm= ≧ l･Fm(七了-eiO1,- 七m,-eiOm=
(5.9)

< proof> zISFm(.zl,･･_･Zm) は zlに 潤 して 2S次多項式であ り,

lz2!≧ 1･･･laml≧ 乍なら,その敵は全て単位 円内にあるo実凌 ,

lzli> 1 なる板があれば,

tzli > 1, iz21t≧ 1 ‡zmi≧ 1

Fis)(zl,- Zm)- 0
を 充 す z l ･･･ Zm が あると･と に な り Fis)が < T2> を充す事 と矛盾す る.

従 って Fis)は次の形を とる.
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Fis-(a.,･･･Z m)- Ak2m=S.(

lak !≦ 1

αk

z1 - - )
Zl

(5:10)

lzl′l = tl≧ 1 とすれば,

･ (ms,(i.eiOl,- ),A事2- ki=S.(七1+緊 柵 cosbk,
(5.ll)

これはあき らかに, tl ≧ 1 事akt≦ 1′では も1 に関 して単調増加であ

る｡各変数について同 じ事か云 えるか ら,何の変数に関 しても単調増加であ

る｡

(5.5) の係数は,

輔 - l Fn(sp)1 (Ⅹ-kOeLO 2 , ･･･Ⅹ.三oe iOn ‖

であ り, くHl> により F(a)
n-1は くT2> に従 う. また,

･蒜 S > ⅩTkS+1> - > ⅩTkS項 〕≧ 1 (k-1,2,-･,孤 )

だか ら, <T4> により, (5･7)がな りたつO

〔4⊃ 以上の準備をしておいて,.Spln言 の- < T2> が な｡たつ事
を示す｡ (5.5)は,この場合,三次式になる｡その根を α,メ,γ とし

DE

(X - r e
i¢

r> 1

とす るo (5.6) より, reiめが椙な ら, I

また,

laβγI- 1

だか ら,

a= r ei¢ β =･了 1ei¢I

-259-
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と表わせ る一一

二方,

1α+β+γE
2

Ia/封
a

であ るが , (5.7)を用 いれば,これか ら,

巨 +I-1+eiS′

-1
r+r > 2

1

i-】a2/封 ≦ 1a

(4.2)

(4.5)

だか ら, (4.5)がな りたつ筈が ない｡結局我 々は,次の定理を証明 した事 に

なる｡

く The｡ren 5> F(2言)が <T 2> を充すなち ,F㌘ )も <T2> を

充す o (言)
ところが, F2

2

′/

TI

が < rl12> を充す事 は,今 までの請か ら明 白で あるO 今,

F2(言)に閲 して く主壬2> がな ｡たつ としよう｡
=

FL2号)(zl,Z2)エ ロ (4･4)

に < ni-11> を用 いて,<T3> の証明で述べた事に注意すれば, lzlトうCC

の時の Z? の極限値 C2は,
rlこ
2
帽 2iiX
( nUニ＼,′2

一′ヽ

5
12 (4.5)

を充す車 が噂 ちに分 るO これか ら 1C2l<1か えられ,前 と同様 にして ,

F2(普)(reiOl,eiO 2)-0

∫ > 1

を充す ご,♂;, ♂2が ある事に なるが,これが不可能 な事 は今示 した通 り

である｡
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