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1 はじめに

3次元ローレンツ・ミンコフスキー空間を股2,1= (股汽dxr+ dx§-d哨）であらわす．
艮2,1内において誘導計量がリーマン計量およびローレンツ計量を与える曲面をそれぞれ空

間的曲面および時間的曲面という．さらに，空間的曲面，時間的曲面それぞれにおいて平

均曲率が恒等的に消えているとき，空間的極大曲而および時間的極小曲而といい，股2,1内

において，このような曲面は平均曲率零曲而と呼ばれている．恥3内の極小曲面と類似の性

質が成り立つことが知られているが，顕著に異なる性質の 1つとして特異点の存在がある．

平均曲率曲面に現れる特異点の 1つに折り目特異点がある．曲面が局所的に実解析的写像

F: 配っ U→股N+,Nーで F(x,y) = F(x, -y)を満たすものであらわされるときに折り目

特異点をもつ曲面というすなわち，恥2,1内の折り目特異点とは，特異点集合をなす曲線の

両翼が完全に重なってしまっている状態のものを指す.2枚里ねであることから，反正則対

合に関する同変性によって表すことができる近年，折り目特異点の null曲線や光的直線を

介しての平均曲率零曲面の型変化について盛んに研究が進められている ([13],[12], [7], [3], 

[4], [5], [6], [9], [20], [1], etc.). 本稿では加藤信氏（大阪市立大学）との共同研究 [8]の内容

に基づき平均曲率零曲面の型変化についての，双複素拡張を利用した考察について述べる．

平均曲率零曲面を調べる上で強力で菫要な道具の 1つとして， Weierstrass型の表視公式

[13], [19]が知られている．

空間的極大曲面

z 

X(z) = Re j (1 + g汽i(l-gり，ー2g)rJ, ds2 = (1 -lglデlrJI2 
時間的極小曲面

詞 =ReJえ(2g,j(lー炉），ー(1+炉））り， ds2 = (1 -l!Jl2)誓

記 1内の空間的極大曲面に関しては第 1基本形式が d茫=(1 -gl2戸lrJl2で表されるので

特異点集合は {zEM  I lg(z)lic = 1}である．一方，時間的極小曲而に関しては j2= 1を満
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たすパラ複素数ゑ =x+jyを用いて表される．したがって， gは正則関数で nは正則 1次

形式であり， 9はパラ正則関数でりはパラ正則 1次形式である．この場合，第 1基本形式が

d茫=(1―l!JI 2戸lri12で表されるので特異点集合は｛ゑEMI l!J(ゑ）I][)= 1}である．
一次変換して， g,g E 罠で特異点を持つように取り替えると， ~2,1 内において表現公式は

空間的極大曲面 X(z)=Re j (1-g叫2g,1 + gりfdz

時間的極小曲面幻） =Re Jえ(1-炉，2g,1 +炉）加
とそれぞれ複素数，パラ複素数が表れない形に書き換えることができる．さらに，特異点集

合自身の定義域における局所座標も実軸上にとれば，折り目特異点を持っための条件もそれ

ぞれ，

（空間的） 折り目特異点 ~ { g(ゑ） =g(z) {::::::::} { g(恥） C良
J(z) = f(z) J(股） C股

（時間的） 折り目特異点 -{==} { g(ゑ） =g(ゑ）

j信）＝加）
⇔ {~ ツ（恥） C艮

f(股） C股

と平易な形で表されることになる．さらに実軸上で g= !J, f = Jとすると，実軸上で実解析
的につながる事がわかるこのため，折り目特異点や，それによって誘導される平均曲率零曲

面の計量の型変化を考察するためには，特異点集合が g,!J E股と表される形の公式の方が，

より適していると思われる．

このことは， 4次元ニュートラル空間股2,2内においても同様な考察が可能であり，

X(z) = Re Jz (1 -9I9II叩+9n, 1 + 9I9II,9I -gn)fdz 
を用いると，折り目特異点を持っための条件は

g心） = gr(z), gn(z) = gn(z), f(z) =躙

と表される特にこの形は，負定値領域の折り目特異点への退化の観察を容易にすることで

も有用である．

これらの記述において，写像の共形性はどこにも用いられておらず，より一般に計量の型

は特に限定しない Nへの写像について，書き直してみると，次のようになる．

臼z),... , 砂r(z) 

が，実軸と共通部分を持つ C内の領域で正則な関数とし，

c1?(z) :=伍(z),...'砂「(z)), F(z) := Re <I>(z) 
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と定める．このとき写像 Fは

臼z)=凶z),...'吟「(z)=砂r(z) 

をみたすとき，実軸上で折り目特異点を持つ．この考察はパラ複素数に謹き換えても，そのま

ま通用し，折り目特異点を越えた実解析的延長の先が，共通の式を用いて表される．

2
 
双複素数

複素数とパラ複素数に関する写像を統一的に扱うために，複素数とパラ複素数を含む代数

として双複素数を考える．双複素数 (bicomplex)全体の集合 Bとは股上のベクトル空間

llll := {ゑ=X1十和四十i2祁十jx4I X1心2心3心4E艮｝

であり， i1,i2, Jに対して次の関係式

・2・2 
Z1 =伶＝ー1, 紅砂=i2釘=j, (j2 = 1) 

が成り立つ可換な結合代数である．このとき，

<C(i1) := {(= X1 + i心2I X1, X2 E股｝，

Qむ）：= {z = X1 + i四3I X1心3E罠｝，
][)) := {ゑ =X1+j四 IX1心4E恥｝

とすると， C(i1),C(砂）， lD)はBの部分空間となり，q打）， Qむ）の元は複素数であり lD)の
元はパラ複素数とよばれる.lIB=C(む）⑧恥C(i1)または lDl0民Q打）である．双複素数に関

しては次の 3つ共役が定まる．

庄：= X1 -i1X2 + i四3-jx4 

戸：= X1 + i1X2 -i2叩―jx4

的：= X1 -i1X2 — i2四十 jx4

= (1 + i2位
(1 -iぷ2,

=ご-i函＝が1h

さらに，非負の実数値をとる絶対値同を次のように与えると

因＝蕊1かか={(x1 -四）2 + (四十X3戸}{(x1+ X4戸＋（四ーX3戸｝，

双複素数も零因子の集合 Sをもつ：

S=  {zl I司=O} 
= {z I x1一四＝四十叫=0 or x1十四＝四一邸=O} 

={(l+j)(x1+i江 2)I X1心2ER}U{(l-j)(x1+i1四） I X1,X2 ER} 
= (1 + j)C(打）リ (1-j)C(打） = (1 + j)B U (1 -j)B. 
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複素数 i1,む，パラ複素数 jに関して双複素数版のオイラーの公式を表す事ができる．

z = re孔 +i西 +jea (z (/_ S), r = lzl, 
砂゚ 1= cos01 +釘sin01, e豆02 = cos先＋砂sin恥， eJ0a = cosh 03 + j sinh 03 

このとき，それぞれの角度の情報は共役を用いて表す事もできる：

芦e2i101=蕊2 r2e2i202 =五1 2 2拉3
''  

re =蕊3.

(01,0叫E幻 ((1r,n)Z+(1r, 一n)Z)であり，j= i占=ei汀 (N叶 1/2)+i21r(N叶 1/2) (N1, N2 E 

Z,N1十凡： even)をみたす．双複素関数を次のようにおくと

面（ゑ）= u1(x1,x2,: 砂，X4)+釘u2(x1,:砂，X3,X4)+むU3(X1,:1辺，X3,X4) + ]U4(X1,: 砂，X3五凶）

自然に微積分を導入することができ，特に，心（ゑ）の双複素微分は複素関数の複素微分の自

然な拡張として定まる．面多＝面Xt=砒x2/i1=砒x3/砂＝心x4/j. この場合の双複素数版

Cauchy-Riemann方程式は次をみたす：

＝
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（四）硲

-(u1)咋

-(四）四

（四）x4, 

＝一（四）X4) 

-(四）四 9

(u1)x4• 

伽）X1X1 + (切）土2= (u1)尤立3+ (u1)x心 4= (山）Xlエ3+ (u1)正 4 (l = 1,2,3,4) 

= (uz)x1x4 -(uz)x匹 3= (uz)お1お1+ (uz)x虹 3= (uz)x1x1 -(切）x心 4= 0. 

3 平均曲率零曲面の双複素拡張

炉（筍を Bの領域〇上の双複素正則関数とし， <I> := (<p1, 厨，...'<p州とする．さらに

この① の<C(行）N への射影を Fとする：

F: 恥 Q→<C(打）N
Z← <I>1 (z) +行動（筍＝パ吋＋釘砂，叶＋釘吟，．．．，畔+i1吟）（匂．

Fは (1,(2 (z = (1 + i心）に関して正則である.q釘）N を股2N+,2Nー (N= N+ +N_) 
とみなし標準計量

N+ N++N-

d茫：= L{(duザ+(duザ｝ー L {(du『)2 + (duザ｝
n=l n=N叶 1

を入れると，そのタイプに関わらずこの写像 Fの平均曲率ベクトル場は零となる．
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3.1 折り目特異点における延長

砂己...'rpNが松同変性

臼庄） =rp惰）圧．．．，砂「（生）＝砂「(z)ね

をみたすとするとき， FIIC(i2),Flllliは実軸上で折り目特異点を持ち，互いに実解析的延長と

なっている

定理 3.1.<T?(zり=<I?(ゑ戸+C (CE lB州をみたすと仮定する．このとき， Fie伍）， FIIIll
について次のことが成り立つ．

• F(nn艮）上の genericな点で共通の折り目特異点をもつ．

• 折り目特異点を越えて実解析的延長となる．

• 折り目特異点上の点 F(x1)EC(砂）N の近傍における像の曲面の正則性は

rank〈①る(xi),如z(釘）〉 =2

のとき保証される．

3.2 完備でない endを超える延長

一般に平均曲率零曲面の計量の型変化は，折り目特異点をなす null曲線か，または光的直

線のいずれかに限って表れることが知られている [12].光的直線まで Weierstrassデータが

延長可能な場合，正則な関数 gが直線全体にわたって連続的に同じ値をとることは，定数と

なる場合を除いて起こりえないので，この直線は，定義域における 1点が，完備でない end

として広がったものでなければならない．

定理 3.2.<f> (和)= <f>(ゑ)b+C(CElIB州をみたすと仮定する．

<f>がz= ijで K位の極を持ち，かつ主要部が奇数次の項からなるとすると
K 

叩） = L 1 
k=l;k:odd 

（ゑ— ii)
k Ck + <f>hol (多）

とローラン展開することが出来る．ここで， 0ヂCKEC(釘）凡 k= l, ... ,K;kは奇数，

剌。1は双複素正則関数とする．

このとき， Fl<C(i2),Flllliは CKに平行な直線を挟んで互いに実解析的延長となっている．ま

た，直線上の geneTicな点における像の曲面の正則性は

max{rank〈CK,(<f>hoi)える(ii)〉，rank〈CK,(<f>hoi)ゑ(ii)〉}=2 (K=l) 

max{rank〈CK,(4>hoi)るz(ij)〉，rank〈CK,CK-2〉}=2 (K~3,K は奇数）
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のとき保証される．

ここで，写像 <l>として,g,fを0C JIB上双複素正則関数とし

飼=!る((1ー炉）J, 2g], (1 +炉）])d多

． 

で与えられものを考える．このとき,q> = <I>1 + i1動 +i2叱 +j如であり，え＝衝＋紅動

と表すことにする．この Xlqi2)とXIII])がそれぞれ空間的極大曲面と時間的極小曲而とな

る条件は双複素数の共役tぃ朽を用いて

Xlic伍）（正への射影）が空間的極大曲面

~ ⇒ 
{ g(か） = g(z)h 

!(か） = f(z)h 
⇔ 
{ g(C(む）） CC(砂）

](CC(砂）） CC(む）

． x1][]) c恥2,1への射影）が時間的極小曲面
{=⇒ 
{ g(か） = g(ゑ）ta 

!(か） = l(z)杯
⇔ 

D

D

 

c

c

 

屈
厄｛
 艮2,1または，艮2,2内の空間的極大曲面や時間的極小曲面への実解析的延長は，定理 3.1,3.2 

の特別な場合とみなすことができる．

3.3 零因子を超える延長

一般に，時間的極小曲面においては，パラ複素数の零因子が存在し，この一部は一般に

は完備な endとなって表れることが多い．一方，双複素拡張においては零因子の集合

S = (1 + j)C(行） U (1-j)C(打）が余次元 2であるため，これによって定義域が分断させれ
ることはない．

定理 3.3.時間的極小曲面において，零因子を超えて， endを回り込んでの実解析的延長が

定まる．

パラ複素平而良+j艮内の団転で繋げない点どうしは回り込んだ

頃+i2股」 内の回転＋ 「i退十j恥」 と平行な平面内の回転

に置き換えられ， endを回り込んでの延長が常に一意的に定義されることがわかる．
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