
研究会報告

力学系におけるフレーム問題:計算可能性と積分可能性

梅野' 健1

理化学研究所FR痛報表現研究チーム

1 はじめに

系の複雑さを測る尺度は数学的に定義可能であるが,実際に系を与えてその尺度を計

算するのは難しいのは経験上よく知られていることである｡だが,本当にその複雑さを

時間をかければ測定可能,もしくは計算可能であるかというより根源的な問題となると,
ほとんど研究が進んでいないのが現状である｡

本報告では,〟-2と〃≧3とで系の振る舞いが質的に変化をもたらす多体系とし
ての力学系においてこの間題の研究の現状について報告者の知り得ることを記すことと

する｡

2 積分不可能性判定■

何故〃(≧3)体問題が解けないかを今日の力学系の知見に照らし合わせると,それは
その系が秋分不可能系であるからということになる.よって力学系の複雑さを測る尺度

としてその積分不可能性を考えることは,妥当であろう｡ その積分不可能性の研究は,ポ

アンカレに始まり一世紀以上の歴史があるが[131,具体的な少数自由度系(自由度2また
は3の系)を与えて,その積分不可能性を証明できるようになったのは1983年のヂグリ
ン,1987年の青田等による最近の研究からである[5,14,16].ところが,その多自由度積
分不可能性判定は,非共鳴条件という数論的ボトルネ,jクがあるため今まで未解決とさ

れていた｡まずここで,上の様な状況にも関わらず,積分不可能性判定が可能になったと
いう例として以下の

1.大域的かつ対称な結合を持つハミルトン系 (自由度3以上の任意の有限自由度)

2.鏡映対称性を持つ一次元非線形格子(自由度3以上の任意の有限奇数自由度)

の二種類の系の結果について記す.上記の二種類のモデルうち前者のモデルは"多自由度

ハミルトン系の積分不可能性にとって本質的な判定条件は何か?"を探る為,著者が考案

したモデルであり,具体的には次のハミルトニアン

H-裏芸pl,Ii<..1'il,qtw2･-qt,r (1 )

で記述される･但し,∑‡TlT.‥,i,>は1,2,- ,nから選ばれるr種の全ての組み合わせにつ
いて和をとることを表し,㍗(≦可は3以上の整数,βは1以上の整数とする.ここでは便
宜上,type(n,r,S)と呼ぶ.後者のモデルは実際の物質をより意識した一次元非線形格子
模型であり,今まで熱伝導などの非平衡現象を調べるのに数多くの数値計算が行われて
きたモデルである.ここではハミルトニアンを

H-措 pf･接 V(qt･- 1-qi,
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として,ポテンシャル関数V(I)が偶数次の項だけを持つ多項式

V(x)-2x 2･?x 4････e x 2m (3)

で与えられるとした.2m=4の時のハミルトニアンが,調和項に四次の非線形項のつい
たFPtT格子となる.
この積分不可能性判定可能例を挙げた後,判定可能性が不明な例として重力多体系を

挙げ,最後にこれらの例から浮かび上がるフレーム問題について言及する｡

3 対称かつ大域結合を持つ多自由度系:決定可能例Ⅰ

ヂグリンの積分不可能性判定に関する定理の主張(1983年)は自由度2の場合 もし
系にハミルトニアンH以外に正準変数に関し一価解析的な積分があるならば,ある周期
解の周りの変分方程式の直交成分である直交変分方程式の持つ非共鳴なモノドロミ-行

列mlが存在したとき,mlとは異なる任意のモノドロミ-行列m2に対して,可換

lml,m2]=mlm2m111m2-1-id (4)

もしくは,trm2=0となる｣ことであり,一般に非可換なモノドロミ-行列に大きな制
約を与えるものである.尚ここで自由度nの系の直交変分方程式のモノドロミ-行列は

(2n12)×(2n-2)であり,2n-2個の固有値(ql,q1-1,g2,g2-1,- ,qn_1,qn-1l)に対
して,

qilqi2-gLnrll-1 (5)

なる関係を満足する整数(lv)が,自明の場合ll-l2-- -ln_1=0を除き存在しない
場合に,非共鳴なモノトロミー行列と言う.ヂグリンの定理は自由度3以上でも同様に成

立し,ポテンシャルが同次式である場合に吉田(1987年)によって拡張されているが,同
線に非共鳴条件を使っている.自由度2の時は,qlが1のベキ根でないことが非共鳴条
件と同値となる｡ ところが報告者により,この方法のままでは,自由度3以上の力学系で

万能でなくなることが,上記のモデルtype(n,r,S)を使って示された【9].type(n,r,S)
の対称性から,次の様なn-r-1種類の直線解 .

ql-Z4･(i),- ,qns=ZQ(i),qna+1=0,-･,qn=O
pl=Zb(i),･･･,pns-ZQ(i),pnB+1-0,･･･,pn=0

が考えられる(これをrnS(n,r,a)とする.).ただし,Zは

1= (nsl1)!
(m11)I.(n8-m)I.

zsr-2-(nr1C,n_1)Zsr~2

で,¢は次の微分方程式

4(i)･Qsr-1-o or 去62(i)･去 Qsr-Const

を満たす.その直線解の周りの変分方程式

孟く-JHzz(I(i))(,
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を考える.ただし,

く=((,77)-(f1,.- ,En,771,･･･,77n) (10)

でHzzをハミルトニアンのヘシアン行列にZ(i)を代入したもので,Jを次の2nx2n
Symplectic行列

I-ll01:]
とする.この時ポテンシャル関数のnxnのヘシアン行列は

ssa 莞 膚 唐 ::::
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(ll)

fors>_3, (12)

fors-2, A(13)

とな り,S= 1の場合 は唯一種類の解 (nS-n)しかないの で ,Vzzは一意的に次の棟に

(14)

決まる. さてこの全ての直線解の周りのポテンシャル関数のヘシアン行列の固有値

(入1,- ,人n)は,

入1,人2,- ,人n._1=謹 ニュー1,人nS-sr-1
ns- 1

･入ns･1,- ,人n-警for(S,-3)
lnB+1=0,.･･,An=O for(S-2), (15)

となり,n≧4で常に縮退する.よってモノドロミ-行列の固有値も常に縮退する｡･よっ

てどの直線解を選んでも,モノドロミ-行列の固有値が縮退してしまい,明らかに上の非

共鳴条件を満足しない.そこで報告者は非共鳴条件が強すぎると考え,それに替えて非共

鳴的縮退条件という新しいモノドロミ-行列に対する条件を考えた[11].ここでモノド
ロミ-行列が非共鳴縮退的というのは,モノドロミ-行列の固有値が,

Jl=J2- -gil,- ,-･,Cid_1+1-･･･-Jn-1-0.i｡ (16)
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のようにd(<_n-1)種類に縮退していても,そのd個の代表固有値が非共鳴条件を満
足している場合のこととする.明らかに,この条件峠非共鳴条件を含むより広い条件で

ある.よって非共鳴条件を,非共鳴縮退条件に置き換えることで, type(n,r,S)の様に,
粒子変換に対して対称,かつポテンシャルが同次式のn自由度のハミル トン系を考える.

そのときもし,系が角運動量piq,･-qJ･Piの関数のみで書かれる積分以外の解析的積分が存
在するとする.そのとき,2種類の非共鳴縮退条件を満足するモノドロミ-行列が存在す

るなら,そのn-1個の内の少なくとも1つの小ブロック行列どうLが可換になる｣とい

う定理[111を得られた｡これはヂグリン=青田型の定理の拡張となっている･上の定理
により積分不可能性を示すにはtype(n,r,S)のモノドロミ-が非共鳴縮退条件を満足す
るか否かを調べてみる必要がある｡ここでrn.=n(n,r,S)のモノドロミーの固有値が,(1)
変数変換

2-(4(i))Sr, (17)

により変分方程式

砦 +A,･4(i)S,-2E,A-0 (18)

がガウスの超幾何方程式

Z(1-I)% ･[(11去)-(喜一去)獲 ･畠 Ej-0･ (19)

に移ること[14],亘2)ガウスの超幾何方程式の基本モノドロミ:--M(To),M(71)が次の公式

〟(To)=
〟(71)=

a･b-;-; ,

1

el2-'b-e-2m'C
C2,ri(C-a-a) o
1_e27Ti(C-a) 1

l31
ab--蒜 , C=11⊥βγ

で得られることから,

ml(A,A)=(M(70)M(71))4sr
m2(A,･)-(M(71)M(70))4sr

の2種類のモノドロミ-[15]の固有値が次式

q=q31= eXP
(

27ri(rs-2)2+Ssr
n(sll)-sr+1
n-1

(22)

for (1≦j≦n--1)･

(23)
により求められることに注意する｡ すると,例えばtype(n,r,2)のモノドロミ-は,縮退
する固有値

q=JJl= eXP(
47Ti for (1≦j≦n-1) (24)

のJ画 )2nfi3r二1)2が有理数か無理数によって非共鳴縮退性甲 走できるが,表 1にある
補題の列 を証明することによって,type(n,r,2)のモノドロミ-の非共鳴縮退性が示さ
れる.このような解析により,表2に示すn,r,Sについて,n自店度のハミルトン力学系

type(n,r,a)の積分不可能性判定は可能と判明した[11】｡
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表 1:積分不可能性証明に必要な数論的補選

ハミルトニアンのタイプ 補蓮

type(n,2,2) √聖書5は n , 3で無理数である〇
type(n,3,2) J碧(r-3)はn,5で無理数である〇
type(n,4,2) 暦 は n≠5,7,26で無理数で あ る 〇

type(n,5,2) 招 碧 はn≠6,9で無理数である〇

type(n,6,2) 席 字 は n≠6,7,ll,28で無 理数で あ る 〇

type(n,7,2) 藩 学 はn≠8,13で無理 数 で あ る 〇

type(n,8,2) 厚 は n≠9,15で無理数で あ る 〇

type(n,9,2) 歴 はn≠10,17で無理数である〇

表 2:積分不可能性が証明された対称ハミルトン力学系

記 号 条件 ハミルトニアン

type(n,r,1) 3<n<∞,3≦r≦n H-∑;=1書p.?+∑…T17.2,...,i,>qilqi,...qi,

type(n,2,2) 4<n<∝) H-∑T=1喜pf+喜∑…?17.,,qt?lq.?2

type(n,3,2) 6≦n<∞ H=∑;=1喜p.?+喜∑…Z1㌔,13,q.?lq.?2q.?3
type(n,4,2) n≠5,7,26 H-∑;=1喜p.?+喜∑詫7...,...>q.?1.-q.?.
type(n,5,2) n≠6,9 a-∑;=1喜p.?+圭∑…T17...iS,q21...q.?5
type(n,6,2) n≠6,7,ll,28 H=∑;:1喜p.?+喜∑ST17.‥i6>q.?1.-q.t

type(n,7,2). n≠8,13 H-∑;=1喜p.?+喜∑!?17...iT,q.?1.-q.?7

type(n,9,2) n≠10,17 H=∑T:1喜p.?+喜∑ST17...i,>q.?1-q.?,

type(n,10,2) n≠11,19 H-∑?=1喜p.?+喜∑ZT17...i10>qf1.-q210
type(n,r,2) n≠r+1,2r-1,r>10. H-∑;=1喜p.?+喜∑!?17...i,,q.?1.-qt?,
type(n,r,S) S>2,票 <n<∞,2≦r≦n H-∑;=1喜p.?+吉∑…tT1?....i,>qf.q.P,-.q.?,
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4 非線形格子系:決定可能例 ⅠⅠ

フェルミ,パスタ,ウラムは,調和項に3次の非線形項が付いたモデル

HFPU-去墓p?I-2ngl(qi-1-qi,2･?ng(qi-1-qi,3･ (25,

と調和項に4次の非線形項が付いたモデル

HFPU- 三菱 pf･! ng(qi-1l qi,2･埠 q i- 1- di,4 ･ (26,

調べたが,ここでは変分方程式が対角化できる等の理由により,後者のモデルの積分不可

能性を厳密にどれくらい言えるかについての結果を報告する.まずFPU格子(26)の直
線解で,パラメータFL2,P4,nを使って具体的に,

ql=厚 cn(k.;ai, (27)
q2-0,q3--ql,q4-0,q5-ql,･･･

と書けるものがあること着目する･但し,Eは系のエネルギー,cn(頼)は母数kのヤコど
のcn楕円関数で,更にk,αもp2>0,IL4>0の時,

o<k-妊 示 惹 く去 (28'

α=
小 差 p4 (29)

と具体的にシステムのパラメータで記述され得る量である.この時,この直線解のまわり
の変分方程式は

芸i--(72･37｡Cn2(k;al))

l
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の固有値が,(4sin2(亨缶 )ll≦d≦n)によって求められることから,上記のベクトル型
変分方程式(30)は,n本の変分方程式

E,j･4FWin2(請 )(1+蓋 cn2(k;αl))Ei･-0･i-1,I-,n (33)
分離できる｡この変分方程式は,ラメ方程式(Lam占Equations)[8]

砦-(EISn2(k'at)･E2)y-0, (34)

とよばれるクラスに入る｡ この時,(27)のcn2(k;αl)の極型特異点を周期格子に沿って
一周する周期解のモノドロミ-行列9.の特性指数Uは,次の決定方程式

A2lA-(a2k2)E1-0,g=exp(27riA) (35)

により求めることができ,

1土､1+48Sin2訂竿丁
qJ･=eXp(2汀i

--exp(i7Ti (36)

となる[9].このモノドロミ一g*の非共鳴性は,特性乗数の有理数体上一次独立性を円分
体上のガロア理論を使って評価することによって示すことができる【121｡このことから,
ヂグリン-青田型の積分不可能性判定条件が使え,FPU格子(26)に関し,エネルギーが
零に近い(k-0)ところで解析的な積分がハミルトニアン以外に存在しないことが示さ
れた[91.
以上の結果はエネルギーの値に依存するが,最近,報告者はLam6方程式に対する

Picard-Vessiot理論による可解性の知見[2】,またZiglin解析で用いられる変分方程式
に対するPicard-Vessiot理論[6]によりエネルギーの値に依存しない積分不可能性の結
果を得た【10】｡これは,Lam6方程式(34)が次の3条件

A≡Elα2k2-m(m+1),m∈N, (37)

A--(-･1),小 言∈N,Brioschi-Halphen-Crawford解 (38)

A--(-･1),小 吉弓 zu去zu喜Z＼Z,Bald-sarri解 (39)

のいずれの場合も満足しない時,変分方程式の直交成分をLam6方程式とする自由度2

のハミルトン力学系の積分不可能性が示されるというMoralesとSimoの結果[6]があ
るので,元の系のLa,m6方程式(33)のパラメータが

A-Ela2k2-12sin2(読 )-6(1-cos(荒 ))･ (40)

のように求められ,かつj打 撃 ,響 ,当 山)の時に限りcos(器 )≠Q であり,Aが
有理数であってもmが

m(m+1)=3-m= 卓Q,m(m+1)=9-m-
-1土凋 l̂ / _､ -1土J詐
2 ｢'′ ＼ ′ 2 ¢Q (41)

の様に無理数であることからいずれのラメ方程式も上の3条件を満足しないことを実際

に証明することによって可能となる.以上の解析は,現在6次以上の非線形項を持ったモ
デルにたいしてもヤコどの楕円関数を起楕円関数 に,ラメ方程式を超ラメ方程式に拡
張することによってより応用範囲を広げつつある｡
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5 重力多体系:決定可能性が不明な例

以上の多自由度ハミルトン系の積分不可能性の結果より,n体問題のn依存性をよく
反映し,かつ解析を容易たらしめる変分対称性を持つ特別解(例えば平面上のn体問題の

正多角形解[7])をうまく見つけてくることができれば,任意 のn(n≧3)に対し,n体問
題は解けないという我々の信念の裏付可能と予想できるが,任意の質量分布を与えた時

のn体問題の積分可能性判定を考えた場合,非決定であるという予想【1】もあり,重力多
体系の積分不可能性は(強く予想されるにもかかわらず),決定可能か否かが不明である
と言えよう｡

6 力学系におけるフレーム問題

さて以上見てきた決定可能例,決定可能不明例から,この決定可能性の鍵は,(1)積分
不可能性という力学系の複雑さを表す指標がある種の数論的条件に置き換えることが可

能であることと(2)その数論的条件が判定可能であることの2つにかかっていることが
判る｡ この状況は,他の力学系の複雑さを示す指標,例えばバーコフ標準系の収束性など
と同じであることを考慮するとある程度一般性があると考えられる｡

ここで(1)をうまくクリアーしたと仮定して,この数論的判定問題をTuringの計算
機械上の決定問題の計算可能性の問題に焼き直すことができた場合でさえ,可算無限自
由度の力学系に対しては可算無限個の整数決定方程式の解の存在非存在を決定しなけれ

ばならず,マチャセビッツによりヒルベルト第10問題のグーデル的非決定性が証明され

たちとから,一般には積分不可能性は非決定という状況が示唆される(ただし完全にこ

の非決定性が示された訳ではない｡)このことからパターン=個 の々力学系,パターン認
識-積分不可能性判定,パターンの背景-我々の数学的知見と対応させると,人工知能に
おけるフレーム問題的状況が浮かびあがる｡それでM力学系におけるフレーム問題Mとこ

こで呼ぶことにするが,これでこの問題解決への進歩がある訳では無い｡むしろこの力
学系の積分不可能性判定問題の泥沼的状況を強調したいのである｡

他のアプローチとしては,力学系の複雑さの尺度としての積分不可能性を判定するの

なら,力学系に適した計算可能性を扱わなければいけないというものがある｡ これには,

例えば実数上の計算理論[3]等があるが,いずれも積分不可能性判定の問題においては無
力であるので報告者は,系のエントロピー

･-/dpdqf(p,q)Imf(p,q) (42)

(但し,I(p,q)は2n次元の位相空間(q,p)上の分布関数)を不変とする【4]正準変換のみ
から構成される計算機械(CanonicalComputingMachines)の計算理論ができる必要が
あり,その時,計算可能性と積分可能性という2つの概念はその正準変換からなる計算過
程としての力学系のシミュレ-シ≡ン可能性という1つの概念になることでこの間題に

対する見通しが良くなるのではないかと考えている｡
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