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第 1節 初めに

高温超伝導体の理論的解明の中で,-バード模型やt-J模型が注目を集めている.これら電子系の

研究方法として近年に特に特徴的な流れが,計算機の急速な性能向上によって可能となった大規模な

量子モンテカルロ計算{･ある.現在数値実験の方法は各分野で他の方法と十分に比肩しうる成果を上

げてきている.計算機はまだまだ発展途上の段階にあり,このような研究が今後ますます重要性を増

すものと思われる.数値実験による研究では,計算機の性能だけでなくその方法論も大きな要素とな

ち.特に量子系のモ,/テカルロ計算では古典系のアルゴリズムを単純に適用するのはほぼ不可能で,

そこには一工夫も二工夫も必要とされる.そこで,電子系の量子モンテカルロ計算では実際にどのよ

うな方法論が用いられているのか,その経緯を含めて解説を試みた.

第 2節で述べる古典系シミュレ-ショ1/のアルゴリズムが,そのままでは量子系に使えないこと

を第 3節で説明し,その解決として第 4節で鈴木-トロツター分解を導入, ｢世界線｣の考え方に

よるモyテカルロの方法を紹介する.しかし,興味のある低温の解明には負符号間蓮という難関が立

ちはだかっている. 第 5節ではこれを具体的に説明する.負符号間誼を緩和するために新たにスト

ヲトノダイツチーハバード変換を用V,たアルゴリズムが考案された.その基礎となる離散変数型のス

トラt.ノダイツチー-バード変換を第 6節で示し,なぜそれが負符号問題を綬和するのかを議論す

る. 第 7節,第 8節は方法論の具体的な式変形に充てられる.低湿で起こるもうひとつの問題とそ

の解決を第 9節で説明し,更に最近の動向も紹介する.第 10節では,最近新たに考案されたt-J模

型の量子モンテカルロ･アルゴリズムについても税明する.

第 2節 古典系におけるモンテカルロの方法 (重みつきサンプリング )

量子系でのモ yテカルロ･シミュレーションの方法を述べる前に,まず古典系のモンテカルロ法を

復習しよう[1]･非常に多くの自由度を持った系を扱うとき,その自由度をひとつひとつしらみつぶ
しに調べるのは時間的に不可能に近い,という状況が起こる.そこで,多くの自由度の中から比較的

少数のサyブルをある基準で選び出して,それらのサンプルの中から必要な情報の近似値を得ようと

するのがモyテカルロ法である.特に統計力学系のモンテカルロ計昇では,サンプリングの効率を上

げるために重みつきサンプリングが行われる.これを以下で簡単に説明する.

統計力学では,系の各状態 甘.･はその状態のエネルギー7i(甘i)に応じて, ボルツマン重み

W(vi)≡e-β叫Vi); β≡(kBT)-1, (2.1)

に比例する確率で実現される･したがって物理量 Qの平均払 状態 甘iにおける物理量をQ(甘i)と
して,

〈Q'≡ 妄言 -'vi'Q'qi'; Z≡宕W'vj'･
･本稿は,編集部の方から特にお願いして執筆していただいた解説記事である｡
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で求められる･この状態和 ∑中̀ を少数の状態 (サンプル)に関する和で代用したい･そのサ'/プル
を選ぶ手続きとして 確率過程 (特にマルコフ過程)を以下のように構成する.最初に,あらゆるサ

ンプル 卓1からあらゆるサ1/ブル 02-の フリップ確率Paip(申1- 卓2)を定義しておく･そしてス
テップ数 n:-1からn:-NMCSまで以下の操作 (1)-(3)を繰 り返して,適当な初期状態 甘(0)か

ら次々にサ'/プル 甘(n)を発生させていく･

(1)状態 やnew を選び,状態 V(n-1)からのフリップ確率 PRip(甘(n-1)- 甘new)を求める･

(2)上で求めたフリップ確率と,区間 【0,1】の一様乱数 R とを比較して, R≦Pflipなら第 n ス

テップの状態 甘(n)として やnew を採用する･逆にR>PRipなら第 nステップの状態 甘(n)
は前ステップ甘(n-1)と同じとする･

(3)この状態 や(n)における知 りたい物理量 Q(甘(n))を測定する･

こうして各ステップでの物理量 Q(甘(n))が得られる･ここでフリップ確率PAipが,

エルゴード性 任意の状態から任意の状態-有限のステップ数で非周期的に到達することができる.

平衡条件 式(2･1)の重み W(甘i)に対して∑iW(Vi)Pilip(甘i- 甘3･)=W(93･)が成り立つ･

という2条件を満たしていれば,上の操作で次々に出現してくるサyブルには,各状態 甘iがそれぞ

れの重み(2･1)に比例する偶数だけ混ざってくる,ということが証明される･つまり熱平均(2･2)に
おける重み W は既に勘定に入っているの{･,熱平均の近似値は

NMCS

(q)だ∑Q(V(n))n=1 /貰 1-志 "n!lSQ(q(n,, (2･3,

で求められる.こうして確率過程で勲平均を代用する方法を重みつきサンプリング,あるいは 動的

モンテカルロ法という.上で述べた 2条件を満たすフリップ確率の決め方には何通 りもある.よく

使われる熟浴法はその 1つである.熱浴法では

Paip(◎1- 甘)-
W(@1)/lw(el)+W(02)],

W(卓2)/lw(申1)+W(卓2)】,

甘=卓1のとき,

甘=卓2のとき,

甘≠卓1,◎2のとき,

(2.4)

と定義する.つまり1回のモンテカルロ･ステップ (手順 1から3)では,系の状態 ◎1が変化し

ないか,またはある決められた 1つの状態 中2-変化するかのどちらかである (一般には変化先の

状態は複数でもよいが,その数は制限しておく).ボルツマン重み Wは必ず正の値を取るので,フ

リップ確率(2.4)は0と1の間の値をとる･

手順 (1)と(2)をイジyグ･スビy系

7i≡ -J∑SiS,･; 8.･-士1,
(i.i)

(2･5)

で行ってみよう･図 1(a)のような状態 ◎1からは, ただ 1つのイジyグ･スピン (図 1の例では

格子点 (2,2)のスピン)の向きしか変化できない,とする (図の(ら))･2つの状態のボルツマン重
み W は,隣接スビyの状態から

W(41)=e~P叫 4'1)∝exp炉J(sl.2+83,2+82,1+82,3)82,｡】=e2PJ, W(o2)∝e12βJ,(2.6)
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⊂毎二二)

1 2 3

図 1:イジング･スピンのフリップの例.

と計算される･全系のボルツマン重み(2･1)それ自身を求めるのは大変だが,その比

x≡W(4,)/W(41)-e~4PJ

を求めるのは容易である･したがってフリップ確率(2･4)紘

exp(-4βJ)
~W(◎1)+W(申2) 1+X 1+exp(-4βJ)
W(02) X==二二二:二二二二一･二･一二二一二二一一二二二二二二二二一･-:∵二二二｣Pflip(卓1-年2)≡

(2.7)

(2･8)

と得られる (手順 (1))･これを乱数Rと比較してR≦Pflip(争1- 中2)なら図 1のスピン 82,2を
フリップする (手順 (2))･これで格子点 (2,2)の更新を終えた･順次,別の格子点の更新を行って
いき,新しいサンプルが作り出される.

動的モyテカルロ法で重要なのは,問題とする古典系{･はボルツマy重みの 比(2･7)が,周囲の格
子点の状態から容易に計算できるという点である.しかしそれは古典系ならではの性質{･あり,次の

節で述べるように量子系では重みの比さえ計算困難になってしまう.

第 3節 ハバー ド模型

古典力学系では,前節で述べたアルゴリズムに沿って,精力的に研究が続けられている.一方,量

子力学系では事情がかなり違ってくる.それを見てみよう.

以下では主に格子上の-バード模型【2]を扱う.-ミルトニアンは7i≡k+サ;

鹿≡-t∑∑ (dqa,･q･如q), サ≡∑UhiThi⊥-P∑∑ hi･q･ (3･1)(t',3')q=T,l I iq=T,1

という形をしている.演算子 87,8はそれぞれフェルミオンの生成 ･消滅演算子を表し,また数演算
子をh≡aIeとする.添え字のi,Jlは格子点を,添え字 Uはフェルミオyのスピンを示す.和記号
∑ (i,,I)は格子点の紅 く(i,3'))(例えば隣接格子点だが,それに限る必要はない)についての和を表し
ている.つまり上式の k 払 格子点から格子点-のフェルミオYの移動を表す運動エネルギーの項

である.この項は,次のようにフーリエ変換して運動量表示すると理解しやすい.例えば 1次元格
千 (格子点の弊 N)で隣接格子点間にのみ相互作用があるとする (図 2). 1次元の運動エネル
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図 2:1次元の-バー1I模型.相互作用は隣接格子点間のみ.
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図 3:運動エネルギーのみを考えたときの分散関係.

〟N

hid≡一雲qS↓(如 .1･q+e!･1･qeCq)-妄Ehhhq; Eh≡ -2tco瀞 (3･2)

免h q≡aL ahq･ ehq≡孟墓 exp(一等 hB)8-I8!q=涼墓exp(筈 車 ,
(3･3)

と書き直せる･これは ｢運動量｣kのフェルミオンの運動エネルギーが ckであることを示してい

る･分散関係は図 3のようになっており, タイト･バインディング近似によるバンド構造に外なら

なvl･さて一九 式(3･1)の 中のうち第 1項の方は,同じ格子点にスピン†とスt=･ンJの 2倍の
フェルミオyが入ったときにエネルギーが U増える,というクーロン力の効果を表している.第 2
項は化学ポテンシャルの項である.

このようなノベ ル トニアy(3･1)で定義される系について大分配関数Z(β,p)≡n cexpトβ句を
計算したV,･ただしTrc はフェルミオンの自由度についての対角和を表す･ここで現れる指数関数

型演算子 exp(一頭 )を直接に計算しようとすれば,-ミルトニアン72を適当な基底 (帆))で表現

しておいて,その行列 (裾殉4,:)を厳密に対角化しなくてほならなvl･固有状態ilp.･))が

殉 pi)=Eifpi), i=1,2,3,.‥,

a-∑ (p.･le~P兎Ip.I)-∑e-PEi
l I

と求まれば,分配関数は

(3･4)

(3･5)

と得られる･しかし,この対角化(3･4)は容易なことではなh.以下で見るように,格子点の数 N

に対して,この行列 (Qil72回,･)は4N x4N 行列になってしまうからである.
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式(3.1)の k は,2N個の位置固有状態

(I-)≡aLl0車 -1,2,-7N,q-T,1〉 (3･6)

の間の行列要素 くwI盆La'′q')で表現される演算子である･粒子は各 独々立に運動しているので,多
粒子状態の間の行列要素も基本的には状態(3.6)を使って計算できる･このことについては第 7節で

再び評しく述べる･一方,式(3.1)のポチ./シャル テ は各格子点どとに独立である･つまりウニ
∑ iQiとしたとき,格子点 iにおけるポチ./シャル Qiは他の格子点 3'のポチ yシャル Q,･と可換

lQi,巧･]=Oである･したがって演算子 中を表現するには各格子点に対して別々に,スピン†とス
ど./1の粒子がいるか･いないか,という4個の基底

(IO),liT)≡8.!.lO), 一il)≡軋IO), IiTl)≡8.!.8.!↓lO)〉 (3･7)

を用意すれば十分である.いろいろな格子点に粒子が存在しても各格子点どとに独立に扱えばよいの

で計算は容易である.ところが式(3.1)の 度とク の和 72を考えようとすると,閉演は複雑にな
る.両者が非可換 lk,サ】≠Oであるために,一般にはe-Pカ≠e-pke-pクである.したがって 度
とサを別々に考えることはできず,行列 (̂･J叫4,I)それ自身を対角化しなくてはならなvl･その場
合には各粒子,各格子点を独立に扱うわけにはいかない.計算に際しては例えば,各格子点にスt='y

†とスピン1のフェルミオンがいるか･いないかの 4通りをすべて指定した状態が基底として必要に

なる･基底の数はN佃の格子点 i=1,2,･･･,N に対して各 4状態, tlO),[1†),lll),ll･Tl))㊨
(iO),l2†),l21),l2†1))㊨- の 4N 佃となり,-ミル トニア,/7iは 4Nx4N 行列として扱
わなくてはならない.これでは厳密対角化しようとしても,系の大きさを少し大きくすると,たち

まち計昇機の限界に適してしまう.前節で述べた古典系のモンテカルロ計算のアルゴリズムをその

まま適用しようとしても,これもうまく行かない.モyテカルロ計算では,ある格子点の状態を変

化させるかどうかを判断するために,フリップ確率(2･4)を計算しなければならない･古典系の場合
は式(2･6)-(2.8){･述べたように,その格子点の周辺にある少数の格子点の状態のみを使えばフリッ
プ確率が計算できた･ところが-バード模型(3.1)のように粒子間相互作用がある量子系で払 重み
W(4i)≡くせilexp(-β和 Qi)を求めるためにいちいち波動関数 他 ),つまり全系の状態を使って,
4N 次元のヒルベル ト空間で計算しなくてはならない.そこには厳密対角化と同じ限界が待ち受けて

いる.

-ミルトニアンに局所的な相互作用しか含まれていなくても,量子力学的効果のためにある場所で

の状態の変化は金糸に波及する.このため,量子系での計算は古典系に比べて途端に難しくなる.大

きな系でも計算を可能にするためK:紘,何らかの方法で行列要素 く仙 exp(-β和 中.･)を局所的な因
子に分解できるようにしなければならない.そこで使われるのが次節で述べる鈴木-トロツタ-分解

である.

第 4節 量子モンテカルロ法と｢世界線｣法

ここでは鈴木-トロツタ-分解を使って量子系を古典系にやきなおす方法を示す.また,モ'/テカ

ルロ･シミュレ-ショ'/を行う方法の例として ｢世界線｣法を紹介する【3,4】･

4.1 鈴木-トロツター分解

そのままでは対角化しにくい演算子 兎 が,対角化しやすいような演算子 1,Bの和 72=i+i
の形に書けるとしよう･鈴木によって厳密に示された鈴木-トロツタ一分解【5】を用いると,求めた
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1 2 3 - ･

図4:｢世界線｣法における1次元-バード模型の分賂 7il (実線)と722 (破線).

い指数関数型の演算子exp(2'7i)が

e方城-eS'叫 -(e叫 =B/L)L･o(32/L) (4･1)

の形に書き直せる.演算子 A,Bをうまく選んで式 (4.1)の右辺が計斉しやすい形にできれば,極限
五一 〇〇を外挿して左辺が求められることがわかる.

-バード模型の-ミル トニアン(3.1)は,どのように分解すると便利だろうか･最も単純に考える

と,運動エネルギー kと位置エネルギー ク に分解することを思いつく.これを計算するためのヒ
ルベルト空間の基底としては運動量固有状態と位置固有状態が考えられる.まず前者ではexp(-Ark)
の方は対角化されているが,適に expトATサ)を計算するには非常に不利である･ポテンシャル 矛
においては 2粒子が相互作用するので, 1粒子状態の基底のみでは表現しきれないからである.～

万,位置固有状態を使うと演算子expトATサ)は状態(3.7)を使った4×4行列でよい･しかし演算
子cxp(-AT度)の方は状態(3.6)を使ったN又N行列となり,多少不利である･
そこで次のような分解を使おう[6-8】･簡単のために再び1次元系で考える｡ハミル トニアyを

･ld≡墓 私 - ; 私 G･1≡私 =･1･拍 ･叫 ･ (4･2,

私3'1≡-i∑ (娠 小 成 .1,qacq), 屯 ≡UhcThc↓-p∑ 免-, (4･3)q=T,l q=T,I
■ヽ ノヽ ノヽ

のように書いておく.これを光ld=7tl+7i2;

亀 ≡ ∑ 私 叫1, 7i2≡ ∑ 鶴 叫 1,
才=odd c=cyen

(4･4)

と分けて (図 4) 鈴木-トロツター分解 (4.1)を適用する･つまり相互作用ポyドを交互に 兎 1 と

722 に割 り摂る分割である･近似分配関数はいくつもの完全系 tI中i))をはさんで【6】

zL ≡nc(e~△,Ale-△'*3)L-写〈Qif(e-A,Ale-A,*2)L肋,
- ∑∑∑-∑1(小 一△'7h 怖)2×勅 Ie-△'兎佃 h)3i)Am

x3(小 一△'Rl仙 ×- /x2L(bmle-△'鶴 仲.･)1≡∑W(甘) (4･5)
凹

と書ける･部分-ミル トニアン721の各項 毎 G+1は互いに可換 れ ,C+1,7typ+1】-0である･し
′ヽ

たがって, ボンドの両端の 2つの格子点の状態を指定する基底をボンドどとに独立に用意すればよ

い･例えば7L,2を表現するためには(lO),Jl†),lll),Jl†1))珍(IO),I2†),I21),12†1))の16倍
の状態を用意する･この基底によってとなり合う格子点をつなぐボンドの相互作用演算子 721,2の表
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〟01
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カ

2 3 〝-1 〟 /
図5:1次元ハバード模型のチェッカー.ボード分解と各格子点のとる状態の例.

現行列は最大でも4×4の行列にブロック対角化されているので,完全に対角化して指数関数型演算

子 exp(-AT721,2)の行列要素を求めるのは容易である･いくつもの格子点に粒子が存在するような
状態の間の行列要素は,局所的に分解して計算できる.例えば次のような行列要素は

(1†,21･3TJe-A,当2T1,4T)-(1T･2車A,当 2Tl)×(3Tle-A,私 ･J4T) (4･6)
となる｡したがって実際の計算はポyドビとに別々に16×16行列で行える･こうして式(4･5)の右
辺は4Ⅳ ×4Ⅳ 行列を使わずに求めることができる.

式(4･5)は図 5のような系がとる様々な状態 †帆)1,価)2,-･)に関する状態和と読み換えられ
る･各格子点が 4つの状態 tfO),fT),ll),け1))のいずれかをとり,全体では例えば図 5のよう
になる･つまりこれは古典系である･式 (4･6)のように分解して計算できるということは,図 5の

斜線部の隅にある4つの格子点が相互作用していることを意味している･この図から,式(4.4)･

(4･5)の形の分解はチェッカー ･ボー ド分解と呼ばれる【8】･同じようにして,一般に d次元の量子
系は (d+1)次元の古典系に書き換えることができる【9】･古典系に書き直す際に新たに加わった次
元 T をトロツタ一方向と呼び,指数 Lのことをトロツクー数という.

4.2 ｢世界線｣による解釈

さて,以下で上の古典系をモンテカルロ計昇する｢世界線｣法について述べよう･それには式(4.5)
を次のように解釈するとわかりやすい.

絶対 0度の量子力学系の時間発展払 シュレ-デイyガ-方程式i(∂/∂t)悼(i))-殉4(i))を形式
的に解いて,

仰 ))=e-ì伽i(0)) (4.7)

で記述される･ここでも指数関数型の演算子が現れ,平衡系の統計力学(3.5)と量子力学(4.7)の間

には ｢β(温度) -ii(虚時間)｣という対応があることがわかる･行列要素 (Qifexp(-β和4,･)
は状態 他 )から状態 lQi)-のグリーン的敷 くやilexp(-it7i)励 )に対応づけられる･式(4.5)で
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(a,唇 -昭 司 (b)

図6:世界線のフリップの 1例.

AT-i△tと置き換えれば,時間 (0,i)を散小時間 △t≡i/Lに細分して経路積分を行っているこ
とになる. トロツタ一方向がここ{･は時間軸に外ならないことがわかる.

式(4.5)の行列要素 くQj(△t/2)texpトi△t721)JNO))は,初期状態 肋(0))(図 5の第 1層の状
態)から時刻At/2の状態 14,3･(△土/2))(図5の第 2層の状態)-の,微小時間のグリーン関数であ
る･この立番から式(4･6)のような行列要素を見直すと,第 1層と第 2層で粒子が (スピンの区別
も込めて)同数である状態の間にしか,行列要素が存在しないことがわかる.これはグリーン関数に

よってフェルミオンが時刻 0- △t/2の間に伝撒していく,と考えれば当然の結果といえる･図 5
は1次元量子系の ｢時空｣ (1+1次元)中の太線で示されたフェルミオンの伝搬を表していると解
釈できる･この太線はフェルミオyが時刻 0からtまで時空を伝搬していく｢世界線｣である[8]･

このように考えると,式(4･5)における行列要素の横の 1つ 1つが,時空中の世界嘩配置と1対 1
対応していることがわかる (ただしT=0とT=βでは状態が同じでなくてほならないので, I

ロツタ一方向には周期的境界条件が必要である)･そして式(4･5)の和 ∑中也 それぞれの配置 中
に対応するボルツマy重み W(中)を足し上げる作業,ということになる･この系をモyテカルロ計
昇するには重み W に従ってフリップ確率(2.4)を計算して,様々な ｢世界線｣配置 中 を重みつき
サンプリングすればよい･例えば図 6のフリップでの新旧の世界線配置の重みを 式 (4.6)のように

分解すれば,両者の比 X ≡W(¢2)/W(争1)は簡単に計昇できて,熱浴法によるフリップ確率(2･4)
は,

PRip(卓1- ◎2)≡W(02)/lw(卓1)+W(◎2)]=X/(1+X) (4･8)

とL求められる.このフリップ確率と乱数を比較して図 6のフリップを行うかどうかを判断する.

この系でのある物理量 (q)を知りたいとする.例えば,この物理量が【Q,兎 1]-0となるような
済算子∂の期待値とすれば【8】

(Q)≡nceexp(頑)/ncexp(頑)=去写く購 (e~△'私e~△'*3)L.41･)

-去写手写-∑1(船 △'私IQ31'2×2'43･re-△'甑 '3･･･m
1く4･ilee-A,*1怖)2_//六､､一.1 Nss▲

≡くくe))空音M｡S∑ Q-(q(n))ZL守 一､~'1く小一AT* 114,･)2-､､一′′-NMCSnftl(4-=5)去∑ W(V) (4･9)

と変形される･ただし毎(甘)≡1く軸ee-△'九 回,･)2/1(仰-△'RlL中,･)2とし (これは C-数であ
ることに注意),記号 (ト ･))は書き換えられた古典系(4.5)に関する熱平均を示す･各モンテカル

ロ･ステップでそのときの状態 ql(n)に対応する量 6(甘(n))を測定すればよいことがわかる･

ここで述べた ｢世界線｣法のモyテカルロ･アルゴリズムではフリップ確率 Pnip を局所的な情報

から計算できる,という点が重要である･すなわち古典系の場合(2.6)-(2.8)と同じく,ある格子点
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(b)

∵

図 7:(a)3角形上のフェルミオン系と,(b)その鈴木-Iロック-分解 (L-1)･

の状態の更新払 その周辺の格子点の状態だけがわかれば式(4･8)のように行える･シミュレーショ

ンの 1モンテカルロ･ステップは ｢時空｣の各格子点についてフリップ確率 PlIipを求める作業であ
る.したがってそれに要するコyピュークの CPU時間はNLに比例するだけであり,厳密対角化
の方法より系の大きさを大きくしやすい.後味できるだけ大きいtPツター数 Lまでのデータを得

て,極限Lー ∞ を外挿すればよい.こうして1980年代の初めにかけて,この ｢世界線｣法を使っ

た1次元電子系のモンテカルロ･シミュレ-ショyが行われた[7,8,10】･
しかし2次元以上になると,そこには次節で述べる負符号間遮が待ち受けていた.

第 5節 負符号問題

古典系のボルツマy重み(2･6)は,当魚ながら正の畳である･しかし,皇子系を鈴木-トロック-
分解によって読み換えた ｢古典系｣では,必ずしもそうなるとは限らない.以下でその様子を調べて
みよう.

5.1 負のボルツマン重み

計算を簡単にするため,図 7(a)の 3角形上でのフェルミオンの運動を考える･ フェルミオンの
スビyは無視し,クーPy･ポテンシャルも0にする.つまり-ミルトニアyは

‰ ee--il(eiel+atle2)+(eia2･鶴)+(87183両el)] (5･1)

である.この-ミルトニ7./は23個の基底

( lo), ll)≡atll0), I2)≡atIO), I3)≡紬

(2,3)≡廟 q日 3.1)≡楓 o), (1,2)≡幽 o), ll,2,3)≡砂 iIO))(5･2)

で表現される･式(5.1)を対角化して指数関数型演算子exp(-β7㍍ ee)の表現行列を求めるのは容易
であるが,ここでは負符号問題を調べるためにわざと

Z≡∑ く小 一PR･･･佃 巨 Zl≡∑ W(V),
t や
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W(甘)≡く裾e-P* 1･欄 )(4,･Je-P私 恢 )く輔e-P兎･･1肋), (5･4)

と分解して考えることにする (図7(b))･部分-ミルトニアンは私 ,･≡-i(車,･+串)として,
トロツタ-数はL=1にとっている.

以下{･問題にしたいのは2粒子状態に対する演算である.そこで,各指数関数型演算子から2粒

子状態112,3),l3,1日1,2))に関するブロックを書き出してみると,

e-pR l･, ( 12,3日 3,1)

e-pR 3･･((2,3日 3,1)

≡
F
別U
E11nu
21日リ

ニF臥r
pnu2
IHU

e-p兎3･l ( l2,3日 3,1日 1,2))

C≡coShPt, 8≡sinhPt,

cT1C?′し′し′し

↓

C

C
7

1

＼J)

)
17

C

?
C

となっている･
式(5･3
)の右辺の和∑中は,この3つの
行列(5･5
)をかけ算して(∑j∑h),
さら

に対角和をとる(∑
.I
)ことを意味している･
一方,こ
れを｢世界線｣法に従って解釈すると,4.2
節で述べたように例えば要素の横

(1,2le-βnl･3(1,2)(1,2IC-PV'･-(1,2)(1,2Je-Pn8･ll1,2〉-C2 (5.7)

払 図8(d)のような世界線配置に対応している･ 同じ重みの配置が全部で 3つある･別の横

(2,3Je-PRl･313,1)(3,1le-Pも ･･Jl,2)(1,2le-P虎8･112,3)ニ ー83 (5.8)

紘,図8(e)に対応している･粒子数の異なる状態も含めて全部で10種類の世界線配置が･ある (図8)

トロツタ一方向には周期的境界条件が必要なので,これ以外の配置はない.それぞれの重みは

W(甘)- 1, C2,C2,C2, 83, C2,C2,C2, -83, 1, (5.9)

である･式(4.8)のようにして求めたフリップ確率に従ってこれらの配置を発生させれば,正しいモ
ンテカルロ平均が得られるはずである.

ところがここで,式(5.8)に対応する世界線配置が問題となる｡古典系のポルツIqy重みは必ず正
の値をとるので,フリップ確率(2･4)は0と1の間の値をとった･しかし,式(5.8)のボルツマン重
みは負である･これはトロック一方向T=0からT=βの間に, 2つのフェルミオンがその位置を

入れ換えたことによる･重みが負になったのでは,フリップ確率(2,4)が負になったり,あるいは 1

より大きくなる,ということが起こり得る.そうなると,動的モンテカルロ計算のそもそもの基礎で

ある確率過程が無意味となる.

5.2 重みの絶対値

そこで,以下のようなテクニックでこれを回避する･重み(5.9)による近似分配関数 Zlの代わり
に,次のような分配関数

zi≡∑W'(ql),
中
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図 8:トロツタ-数 L=1の券合に考えられるすべての世界線酉己置.

W'(甘)≡

(∫)

W(q)Z=1, C2,C2,C2, 83, C2,C2,C2, 83, 1, (5.ll)

で定義される ｢系｣書をシミュレーションすることにする.すなわち,この ｢系｣のボルツマy重み

W'を用いてフ1)ップ確率(2･4)を計算するのである･重み W'は必ず正なので,71)ッ7'確率 Pflip
は再び意味をもつ.

本当に知りたいのは Zlの系なので,式(5･10)の ｢系｣ZiからZlが再生できなくてはいけな
い.これは次のようにすればよい.各状態のボルツマン重み Wの符号を

S(甘)≡sign(W(q))=土1 (5･12)

とする (今の湯合札 図 8(e)の世界線配置に対してのみ S=-1となる).重み W とW'は

W(甘)-S(中)W'(甘)

という関係にあるから,分配関数 ZlとZiとの比は

生 _∑中W'(甘)S(甘)
∑ 中W'(甘)

1 NNCS

-くくS距 福 富 n!lls(V(nn

(5･13)

(5･14)

'この例では ｢系｣ZLが LT･cDでハードコア･ボブy系になることがわかる【27】が,一般の場合に｢系｣が実際の物
理系に対応しているかは明らかではない.
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である･ここで記号 く(･･･))'は式 (5.10)の ｢系｣における熱平均,和紀号 ∑'はその ｢系｣のシミュ

レ-ショ'/におけるモンテカルロ平均を表す･つまり式(5･14)払 各モンテカルロ･ステップで符

早(5･12)を測定すれば評価できる･まも 式(4･9)のような物理量は

(く6))=
∑中W(乎)a(甘)
∑中W(乎) -∑震 票(5',vs'(3-,'甘)-弓穿 /欝 -半群 (5･15,

と変形されるので,各ステップで Seという丑を測定して,式(5.14)で補正しておけばよいことが
わかる･このようにして Ziの ｢系｣のシミュレ-ショyからZlの系の情報が再現できる･

5.3 低温での困難

これで困難は回避されたかのように見える･しかし,式(5･14)の値 くくS))'をモyテカルロ計算で
評価する際に,特に低湿で深刻な間寮が生じる･低温 β- ∞ に近づくにつれ式(5,6)が C,8-

exp(βt)/2となるので,式(5･9)のうち重み W'巴eXP(3βt)/8の 2つの配置 (図 8の (C)と(e))
が,低湿のシミュレ-ショ'/で出現する状糠のうちの大多数を占めるといってよい.例えば,

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 -I

中(n) (C) (C) (C) (e), (e) (C)(b) (e ) (d) (C) ･･･ (5･16)

S(甘(n)) 1 1 -1 -1 - 1 1 1 -1 1 1 ･･･

などとなる (状態や(n)のア ,̂77ベットは図 8の番号)･ところが,この 2つの配置 (C)と(e)
に対する符号(5･12)はそれぞれ +1と-1である･つまり式(5･14)をモンテカルロ計算する際,低

湿での測定値 S(甘(n))は+1と-1がほぼ同数となり,その平均は0に近い値をとるようになる
(もちろん重み W′巴eXP(2βt)/4の配置も僅かながら存在するの{･,本当の平均値は正である)･
一方その測定誤差は 1のオーダーに残る.つまり求めたい値それ自身より誤差の方が大きくなって

しまう･例えばシミュレーション(5･16)の結果をそのまま統計解析するとく(S))kcs-0.2土0.98
である･こうなると物理量(5･15)の右辺の評価はほぼ不可能である･低温でのこの困難を量子モン
テカルロ法の負符号問題と呼ぶ.

さて,負符号問題にはどのように対処すればよいだろうか.そもそも図 8に示されている10倍の

世界線配置の重み(5.9)は,足し上げてしまうとZl=1+3C2+83+3C2- 83+1-2+6C2 とな
り,問題となっていた図8(C)と(e)の 2つの状態のボルツマン重み 83 と-S3は打ち消しあって
しまう･低湿でのシミュレーションで出現する世界線配置の大多数を占めるこの 2つの状態は,も

ともと不要の存在なのである【11】･ところが ｢世界線｣法で払 足せば 0になってしまうこの 2つ

をわざわざ別々の状態として扱うために,間謡が深刻化したと見ることができる (ポテンシャルも考

慮に入れると上の議論のように単純に打ち消しあうわけではないが, トロツタ-数 Lー ∞ の極限

では同じ状況である).そこで対策としては,シミュレーションのアルゴリズムに乗せる以前の段階

で状態和 (∑中)の操作をできるだけ済ませておきたい･高いオーダーのボルツマン重み (例えばこ

こでは S3と-83)をあらかじめキャンセルさせてしまい,いざモンテカルロ計算する段階で払 発

生する状態の重みのオーダーを低く抑えるのである.こうしておけば,モンテカルロ･ステップが不

要な状態で占拠されてしまう,といった状況を防ぐことができる.

第 4節で述べた ｢世界線｣法払 全空間に広がっているエネルギーkを小さい空間に分解するこ
とによって行列を扱いやすくした･Lや､し振り返ってみると,状態和を阻んでいた甲はポテンシャル

の項 クである･運動エネルギー k の項は粒子ごとに独立に扱えるが,ポテンシャル(3.1)において

-470-



解説:ハバード模型の量子モンテカルロ･アルゴリズム

粒子が相互作用しているために独立性が失われてしまった.そこで以下で述べるアルゴリズムでは,

粒子間にまたがる相互作用 クの方を粒子どとに分解することによって行列を扱いやすくし,フェル

ミオ'/を消去しやすくする.その分解操作がスT.ヲトノダイツチ･-バード変換である.

第 6節 離散変数型ストラトノヴィッチ ･ハバード変換

以下の 3節で,スーラトノダイツチ･ハバード変換を用いた量子モyテカルロのアルゴリズムに

ついて説明する【4,12,13】･新しい補助券を導入して,-バード模型を形式的に粒子間相互作用のな

い系に変形してしまい,負符号間蛍の原因となったフェルミオンの自由度は完全に消去する.後には

補助券の自由度が浅っているので,それについてはモyテカルロ計算するというのがその粗筋である

[16】･この節ではその出発点となるストヲTtJダイツチ･ハバード変換を示し,それによって量子系
のポルツマy重みがどのように書き換えられるかを述べる.

6.1 補助場の導入

計算を具体的にするために再び図 7(b)･の 3角形上で,ただし今度はちゃんとスビyも考慮に入′ヽ lヽ
れて-バード模型を考えよう.ハミルトエアyは72≡K+V;

3 3
k≡-t∑ ∑ (8.La,･q･如q), サ≡∑ Uhi･Thi1-P∑∑ Aid, (6･1)
(i,i)q=T,I t'=l i=lq=T'1

である･和 ∑ (i,,･)は (i,3')=く1'2),(2,3),(3,1)についてとる･
｢世界線｣法で用いた鈴木-トロツタ-分解(4.5)帆 -ミルトニアyを実空間で分解するもので
あった.以下では,最初忙しりぞけた分解

e-β* - (e-A,ke-A,Q )L･o(C 2/L)i A,≡β/L, (6･2)

に戻って考えよう.この分解が不利であると考えられたのは,ポテンシャル項 exp(-ATサ)の粒子
間相互作用のために行列が扱いにくいからであった.そこでストヲT.ノダイツチ･-バード変換が必

要になる.

最初にStratonovicLが導入したストラトノヴィッチ ･ハバード変換 (SE変換 Hl41は補助場が

連続的な値をとる形だったので,シミュレーショyのアルゴリズムには乗りにくかった.Hirschは,

相互作用 ク に現れるフェルミオy数が n=0,1という離散的'な値しかとらないことに着日して,
離散変数型の SH変換 【15】を導いた･これ払 各格子点iに対して補助場 Siを導入して,

exp(-ATUq･Th･1,-呈..;ileXPl2as鵜･T-&･1,-等 (qTIhl,]

-言.芸leXPl(2aSi葦 )h･.]･expl(-2aSt･一等 )h･l] '6･3'

とする変換である.こ こで,補助券 Siは格子点どとに独立に士1の値をとり,パラメータaは

cosh2a=eUA'/2 (6.4)

と定義されている (別力 U<0の模型では別の変換を使う).粒子数固有状態を基底にとって式

(6･3)の両辺を見比べると,
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式(6･3)の左辺 式(6･3)の右辺
一一 -I
ni.T 叫T0 1 0 1

< 0l l _ 0 l cosh2a.e-Uar/2
7q'1 1 l e-Uar ni⊥ 1 cosh2a.e-Uar/2 e-Uar

となるので,式(6.4)に定義しておけば両辺は完全に一致することがわかる･

この変換を物理的に解釈すると次のようなことになる.ある格子点 iにスピyTの粒子がいたと

しよう･式(6･3)の右辺の指数によれば,このとき補助場は S.･-1の値をとった方がエネルギ-杏
得することになる(つまりポ ,̂ツマy重みが大きい)･一方,スピン1の粒子は補助境が Si=1だと
エネルギーを損する･結果として,スビy†の粒子が既に存在するこの格子点 iにはスピンJの粒

子が入りにくいことになる･これは式(6･3)の左辺のクーロy･ポチyシャルの効果の言い換えに外
ならない.補助場 Siがクーロy力を媒介する境としての役割を果しているのである.この補助境は

フェルミオンのスピンqと同じ向きを向く傾向にあるので,フェルミオy･スピyの平均場のよう
なものと考えることもできる.

式(6･3)を使うと,式(6.1)のポテンシャルの項は

e-A.サ-妄∑∑.∑expト△Ti(sl,82,83))tl=土1■}=土183=土1
■ヽ

となる.ただし,新しいポテンシャル 予は

3

-△ri'81･82,83'≡ 芸 封 aqsi-(昔-p)AT]&･q
である-一般にN個の格子点ならば,補助券も81からsN までの N 個が必要となる.

分配関数(6･2)に式(6.6)を使うと

(6･5)

(6･6)

Z ≡ nee-p虎 巴ZL ≡bc(e-A,ke-△Tサ)Li
-品∑Trc刀lexp(-ATk)exp(-A,i(81,.,8,,.,83,.))] (6･7)(JJt=1

となる･補助場は各 トロツタ一層にそれぞれ∬個 (ここでは3個)が必要なので,全体では時空の
格子点の数 NLだけ存在することになる.すなわち,

(a)=- 8 1,1,82,I,83,I, 8 1.2,82.2,83,2, ･･･Sl,L,82,i,83,L, (6.8)

である･添え字の 1つ目は実空間での位置を,2つ日はトロツタ一方向の位置を表すことにする.

式(6.1)の運動エネルギーkも式(6.6)の補助券を含むポテンシャル 車 も,今やスピン†とJのA A A
項の足し算身=kT+kl,テ=テ†+予1で書けている.スピンTと1の演算子は可換なので,滴
数関数型演算子を計昇するときも別々に扱ってよい.すなわち

e-ATg =e-ATR†e-ATklI e-ATY=e-△T字Tc-△TY- lI
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図9湖 陵 いフェルミオ側 線,.

となり,したがって式(6.7)は【15】
1

ZL=香花E wT(is))wl((S)),
くり

(6.10)

A

wq((sI)≡ 叩 Illcxp(-△rk q)exp(-△Tiq(sl,･,$2',83,･))], (6･11)1=1
と書ける (もちろん補助券 (a)はw一((a))とWl(18))に共通である)･なお記号 Tr言は,片方
のスピンの粒子が張る空間に限った対角和を表す.以降は片方のスビyの項 Wqのみを計算し,特

に必要のない限りスピy記号 qは省略する.こうしてスピン†とスピン1の粒子間にあった相互作

用が分解され,自由フェルミオンの模型に変換された.

式(6･11)を別の角度から眺めると,これはNxLl園の格子点に並んだ補助券(a)が相互作用する
系の分配関数である.その相互作用はポルツマy重み

W((a))=wT((81)wl(isl) (6･12)

で定義される･この重みに従ってフリップ確率(2.4)を計算して補助場の配置 is)を次々に発生させ

れば,式(6･10)の和 ∑(.Iに関してモyテカルロ･サyプリングすることができる･この重み Wの
対角和 n c は解析的に計算できることが第 7節でわかる･式(6.10)-(6.ll)で,先に補助券 (a)に
ついて和をとってしまってフェルミオ./の対角和 Trc についてモンテカルロ計算するのが世界線法

であったのに対し,フェルミオンの対角和を先に済ませてしまうのが以下で述べるSE変換法である

といえる.後者の対角和の際に5.3節の最後で述べたような正負の重みの打ち消し合いが起こって,

負符号間選が横和されのである.

6.2 重みの符号とハーフ･フィルドの場合

重み(6.12)紘,ある与えられた補助券の配置 ts)の中{･の,あらゆるフェルミオy ｢世界線｣配
置の重みを足し上げたものである･ところでこの重み Wは,補助歩くS)によっては負の値になる･

式(6･4)の下で述べたように,補助券が +1をとっている格子点にはスピン†のフェルミオyが入
りやすいので,例えば図 9のような補助券配置に対しては, あらゆるフェルミオy運動の中で図中

の太線で示されたような ｢世界線｣配置 (重みは負)が最も好まれる[17】･そのため,他のフェルミ
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オン配置の重みをすべて足し上げた くつまりフェルミオンの自由度を消去した)後も,依然として図

9の補助券配置に対する重み Wは負になっていると思われる.つまりSH変換を用いたアルゴリズ

ムにも｢世界線｣法と同じく第 5節で述べた負符号間貸が現れることになる.＼-ただしここで強調し

ておくべきなの払 図 9の補助券配置の重み(6.12)には,図中のフェルミオン配置のみが勘定され
ているのではなく,小さいながらも正の重みのフェルミオン配置が足されている.その効果で重みの

オーダーは抑えられるので,世界線法の場合ほど負符号問題が深刻でなくなるのは第 5節の最後で

述べた通りである.

特に化学ポテンシャルがp-U/2の歩合には,重み(6.12)が常に正になることが以下のようにし
て示される【161･そのためには,新しいフェルミオン演算子として

るi,-.≡レl)如 yia.!., 8.I,_.≡(-1)n yiも Q, (6･13)

を定義する【16]･ここで (3'i,yi)は例えば2次元格子上での格子点 iの座榛である･この変換(6･13)
揺,C一粒子のいないところに逆向きb一粒子が存在すると見なすことから,粒子一空孔変換であるこ
とがわかる･空孔の生成 ･消滅演算子(6.13)に対して運動エネルギー(6.1)紘,例えば (a)}･,y3･)=
(｡i+1,yi)に対して

aIqa,･q- (- 1)叫 巾 ,''鴫 ,-qi,t･,_qニーも.･,-qS3･y = 畠,t･,_qSi" (6･14)

となるので,全休では

kq≡-t∑(8.!qe,･q･如 q)--t∑ (S.L qS,･,-q･8,7･,-ふ J)≡軒 (6･15)
ti,3') (i,∫)

となる･最後の添え字 bは空孔済芳子に関するものであることを示す･一方,ポテyシャル(6･6)に
現れる数済算子は

hi.=a!qei.-bi,-.SL.-ト iL qSi,-Q
A

と変換されるので,化学ポテンシャル p=U/2の場合のポテンシャル(6.6)紘

(6･16)

3 3

-A,手q-∑2aqSi緑 q-∑2a(-q)S軋 Uを.･,_q+qv｡≡-A,行 q+qv｡ (6･17)i=1 i=1

となる･ただしvo≡2a∑ ?=18.･とした･以上の変換で,スピ./†に対する重み(6.ll)紘,

wT-現員lexp(-AT躯 p(-△Tibl)evo]-wlexp(畠vo)(6･18,
と変形されることになる.対角和は粒子済芳子についてとっても空孔演算子についてとっても同じだ

からである･式(6･18)より,あらゆる補助境配置 (slに対する重み(6･12)が

W((a))-WTwl-(wl)2C∑vo≧o

となり,化学ポテンシャルp=U/2の場合には負符号問題が全く現れないことがわかる*･

(6･19)

'この他にも負符号間額が発生しない歩合がある.特に引力ハバード模型 (Uく 0)は,何らかの故群で電子間に引力が働
くという仮定を出発点として超伝革を研究しようという観点から,物理的興味の持たれる問題である【18】.
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ところで式(6･16)から,化学ポテンシャルp=U/2の場合には(8.!qaiq)-1-(軋.a.･.-.)と
なっているが,一方上で見たように粒子に対する分配関数と空孔に関する分配関数は全く同じ形をし

ているので,く毒し.Si,-.)≡(eL.e'･,-.)も成り立っている･もともとスビy†とスビylに関し
ては対称であるから,以上の議論より

p=U/2 のとき (hid)=(Ai･,_.)=1/2, (6･20)

と結論される･粒子が詩められる限界の半分だけ存在することから,化学ポテンシャル JL=U/2の
場合はハーフ･フィルドと呼ばれる.

第 7節 フェルミオンの自由度の消去

前節で述べたSⅡ変換によって,相互作用するフェルミオ1/が,串 Sの中を運動する相互作用し

ないフェルミオンに書き換えられたことになる.実は,ボブy境の中の独立なフェルミオyq運動を

モンテカルロ･シミュレーショyするアルゴリズムは既に得られていた【19]･前節の変換の後は,そ

のアルゴリズムを適用するだけでよかったのである【16】･これを以下の 2節にわたって述べよう･
ここではまず,式(6･11)の対角和 Trcが解析的に計算できることを示す･

7.1 演算子の 2次形式

SH変換によって,-バード模型が形式的には粒子間相互作用のない形に書き換えられた.これを

もう少し数学的な言葉で言うと,-ミルトエアyが粒子の生成 ･消滅済算子の 2次形式で書けた,

ということになる･すなわち,運動エネルギー(6･1)紘

hq-(aTlq

＼
l

J
b

b
b

l

N
3

▲C

へ一し
一U

′
し

官
F
nub
Tunb
▲ち

配

u

l1
0

1

0

1

0

1
1

′
L

T
A一†■≡

富丁△

と書けている･さらにSE変換の結果,ポチ yシャル(6.6)の方も

手q- ( aTlq ●lヽ

jb

b

b

1

2

3

{
C

〈
t
J

tlC

同

L

t
一
帽
川u

blVー
nu
b

J

q
b

T

u..

(7.1)

-△TV=- ( hq'sl' hq(82, hq(83,) (7･2,
hq(a)=2aq8-(U/2-p)A T, (7･3)

と表せる.以降,これら3×3行列 (一般にはNxN行列)杏,記号の上にバーをつけて表記する

ことにする･つまり,計算したい重み(6.ll)は

L

W(IsI)-ncIllexp(-A,蹄 ja,･)exp(-△Ta.!Vi,･(S1,,,82',83,･)8,I)] (7･4)1=1
という形に書けている (重なった添え字 iや 3'については暗黙に和をとるものとする).

2次形式の演算子

1≡串ijE,I-(atle左
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紘,行列万が対称ならば以下のような変形ができる.行列言 を対角化するユニタリー行列を予 と

する.すなわち,

- (AI A2人｡);i.i-7･ (7･6,

とする.行列 了は3×3の単位行列である.このとき,新しいフェルミオy演算子を

＼J
Ac
l

t
u

N

<
8

′
ト

､

TAl≡

＼
J1

2

3

人
¢

人
血

人血

′

し

( all a! 童 )≡( etl 童 ei)亨, (7･7)

と定義しよう (これらの演算子 aIや 丘はフェルミオyの交換関係を正しく満たす)･式(7.6)と

(7･7)を使うと,2次形式(7･5)は榛準形に直せて,

1 - (atl e 皇 ai )宇内 亨PT

21ハ

l

1

ハ′L
E"l
u

1

3
∧α｣鮎

〝

l

l

t
α(ニ ニ

ヽ
Ja...

.S

a
.I

F

n
u

iⅦ

L

u

∧cl

へur1
(uP}

～J

J

ー

l1111､

<

F'
重め (7･8,

という形になる (式(3.3)はその 1例).この形にしておくと指数関数型演昇子 explが

el≡exp (｡,iij83･)-eXP(,flんaLav) -,*leXP (Av瑚 (7･9,

となる.

7.2 演算子等式の証明

式(7･9)を使って,式(7.4)の右辺を計芳しやすくするための次のような等式を証明しよう【16】･
任意の対称な3×3行列 (一般にはNxN行列)瓦雷 に対して,

exp(｡瓶,･8,･)exp(dli,･ej)-eXP(a.!f{je,I)
となる.ただし,行列言は

eBeJL=eL

(7･10)

(7･11)

によって定義される3×3行列である.

まず,演算子 explが例えば 1粒子状態etll0)にどのように演算するかを調べる･この状態は式
(7･7)で定義される演算子を使えば,

3
Silo)=∑a琉lfO)〝=1
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と表されるから,演算子 expiをかけると式(7.9)の形を使って
3 3

CA ailo)-∑PLIIlexp(入vaLav)矧o)
FL=l v=1

3 33
-∑pLICApaiJO)(T;7)∑∑可1e入V碑 plO)
〝=l i=1〝=1

(7.13)

となる･ところで式(7･6)から,

- -(eA1 ㌔ .)･ あるいは (e7)･･,-vflP･･peApPi,･･ (7･14,

が成り立っている･同じ形が式 (7113)の右辺に現れているから,結局
3

clatllO)-∑(e7)̀1dJO) (7･15)i=1
となった･この状態にさらに演算子 expB≡exp(a.描.I,･8,･)を演算させよう･いったん行列 首 を対
角化する表示を経由すれば,式(7･12)-(7･15)とまったく同じようにして,

3
eBa･tJO)-∑(e富)jia,f･zo) (7･16)3'=1

となるから, 3 33
ebejafll0)̀7g5'∑(e7)̀l瑚 o)'726'∑∑(C5),i(e7)i183･JO) (7･17)i=1 j=1i=1

である･そこで行列言を式(7.ll)と定義しておけば,33 3

eBejatllO)-∑∑(C5),･̀(e7)誹 o)̀7F'∑(e盲)誹 o)̀竺5'eLetlIO), (7･18)j=1i=1 j=1
ただし, L≡可もlje,･となる･つまり式(7.10)の両辺の演算子払 少なくとも1粒子状態-の演算
に関しては同じ働きをすることが示せた.

次に 2粒子状態-の演算を調べてみる.例えば状態 8118!JO)に演算子 explを演算すると,式

(7･12)-(7･15)と同じく
3 33 3

eA atletIO)-Ⅲexp(んaLa,)幽 o)≡∑∑戟1司2Ilexp(んaLa,)aLaLIO)V=l fL=177=l v=1
3 3

= ∑ ∑ pLl司2le入YaL]leAq瑚lO)
p=171=13333
-∑∑∑∑匡veA風 8.!]lp,･VC甥 ,8,1･]JO)i=lj=lfA=lTI=133
∑∑(e干)̀1(e雪,I,か,I.lO)i=13'=1
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ノヽ
のように変形され,済昇が粒子ととに独立に行なわれていく様子がわかる.これに済芳子 expBが

清算するときも,やはり1粒子状態の巷合(7.16)-(7.18)と同様に

3 3

cBe瑚 Io)- ∑ ∑ (e7)il(CI)"cb細 o)i=1)'=1
3 3 3 3

- ∑ ∑ ∑ ∑ (e富)A.I(e干)il(e5).,(e7),2ehflO)と=11=lt'=lj=1
3 3

- ∑ ∑ (ef)hl(CT).28htIO)'TP 'CLetlatlO)h=ll=1
(7･20)

となる･このようにして,任意の多粒子状態に対して式(7.10)の両辺が同じ働きをすることがわか

る･つまり,両辺は演算子として等しい･これで式(7.10)の証明を終えた･式(7･10)を繰り返せば,
いくつもの演算子に対して,

exp(8.㍍ija,･)cxp(碑,･8,･)--exp(串 ijq･),
ただLexpAexpB-･≡expL,が言える･

式(7･21)を使うと,重み(7･4)紘

W((a))-nceXp(碑 j((a))8,･),

(7･21)

(7･22)

という簡単な形に書き直せる[16]･ただし行列雷 払

A

exp富((a))≡ⅡP司 ; 言≡exp(-A,育), 雷≡exp(-A,宇(81,',82,',83.')) (7･23)l=1
で定義されている･なk,式(7･1)-(7..2)より,

5-(bq'81㌦ (-, a.(83,.,), (7･24,

p≡(e2tA'+2e~'A')/3, q≡(C2仏丁-C一仏')/3, (7･25)

bq(a)≡eh''･''望'expl2aq8-(昔-～)A,], (7･26)

である.

7.3 対角和の計算

そこで次に式(7･22)の対角和を計算しよう･それに払 指数の 2次形式を標準形に書き直すのが

便利である･式(7.6)-(7.7)のように,行列戸によって行列宮 が

亨~1育((8))戸=
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と対角化されるとすると (piは一般には複素数),新しいフェルミオ'/済芳子を

(蔓)≡宇~1(
∧

c1t
o

n.8 )
, ( 重 dT, 童 ) ,≡ (etl毎 4 )宇 (7･28)

と定義すれば,式(7･22)は式(7･9)のように

-"8},-ncvBleXP(pv叫 (7.29)

となる.ヒルベルト空間を張る完全形として払 演算子gIを使った

(fo), dllO),如 ),紬 , ･鍋 o),舶 o),繍 oi, 瑚 動O)) (7･30)

を用いればよい･この基底によって式(7･29)の清算子は

ePl

eP}

eP+

ep3+p.

と表現されるから,その対角和(7･29)は【16】

W((8))=(1+ePl)(1+eh)(1+eP')-deb

ep.+pl

epl+p7
epl+p2+p.

(7.32)

と計算される.ここで,行列 了は3×3の単位行列である.

もちろん式(7.23)で定義される行列 富 は補助歩く8)に依存するの{･,その固有値(7.27)をいち

いち求め右のは大変であるが,式(7.32)の右辺の形にしておけば,さらなる変形が可能である･一
般に行列式は

detA･detβ =detAβ,
detA･dctA-1 = detZ=1,

detB(望4)detA.deIB.detA-1(竺 3)detABA-1,

などの性質を持っている･したがって式(7･32)は【16,13]

W((a)) (望 5) dcI苧

- 47 9 -
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となる･最後の変形には式(7･14)と同様の

e育 -苧(ePl ep2 ep. ) 守-1
(7･37)

を使っている.

以上{･,フェルミオンの自由度は完全に消去できた･分配関数(6･10)と補助境配置 (81に対する
重み(6･12)帆

zL-品∑-((a)); (7･38)
(■I

-({3,,=detlf･.*(15T"8},)回 7･.*1(151"8")] (7･39,

と計算されることがわかった･ここで行列 Z,雷 は式(7.23)-(7.26)で与えられている･補助券は系
全体にまたがる長距離の相互作用をしているが,古典系であることに変わりはない･式(7･38)の左
辺は4〝 ×4Ⅳ の表現行列を持つ演算子の対角和の計算であるのに対して,右辺はⅣ×Ⅳ の行列の

計算でしかないからである.このように計算が簡略化{･きるのは各粒子が独立に運動していることに

よっている･実際にこの重みからフリップ確率(2･4)を計算する方法は第 8節で述べる･

7.4 物理量の測定

ある物理量eの期待値について仏 式(4.9)と同様の変形により【13,16】

(a) 妄Trcee-βd 6&2'か ce(e-A,ke-A.Q)A
'6=5' 妄言ncealexp(-A,A)exp(-ATS(sl･･78"･83･Z,)]Z=1
(610) ∑(.IQ-wT((sl)wl(is))
Et.IWT((a))Wl((8))

1
NMCS
▲

≡くくQ-n～一雨 蒜 n!lQ(ts(n)))

となる･ただし,紀号 (ト ･))は系(7･38)忙関する勲平均を表し,

紬 },=n ca.*lexp(-A,A )exp(-△T3(81,.･8 2･･･83･t,)]/ (W,(･3,,Wl(･8,,) (7 ･4 1,
とする･つまり,各モンテカルロ･ステップで 6(18(n)))という畳を測定すればよい｡
後で利用するので,具体的にグリーン関数に対する表式を求めておこう. 2体のグリーン関数は

例えば(a)=(elTeTIT)である･これに対する測定量(7･41)は

6(Tgl)n calTeTl,CXP(eI高 8,･T)/wT((a)) (7･42)

となる･行列 富 の定義は式(7.23)-(7.26)の通りである･分子の対角和は式(7.27)の表示で計算す
るとわかりやすい.すなわち,

3 3

･rcaletleXP(碑,･8,･)-∑ ∑ 亨Ivfq-ll
p=171=1
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と変形される･右辺の演算子は式(7･31)と同様に,例えばp-77=3に対して

ePl

eP2

eel+p7

と表現されるので,式(7･43)の対角和は式(7･32)と同様に

- ,*leXp(PVL"vd.V)-6- rI(1･ePy,γ(≠〝)

である･これを式(7･43)に代入して,式(7.42)は【13,16】

6=
Ticalaiexp(碑 je,･)_古 市 訂lIIv(≠V)(1+ePv)

-∑ F1.等11
nccxp(締ja,I) q畠 ~▲m ln:-1(1+CPV)一缶 ~lV(1+ePp)

-史 学Iv

(7･44)

(7･45)

苧p-ll

- (p( 1̀+ePl'-1 (1･cP,,ll(1.eP.,-1)苧-1)ll-(7･CE):: (7･46,
となる･最後の変形には式(7.27)による

宇-1(7･eg)-1苧-('1'ePlr l (1･eP2,-1 (1.eP.,_1) (7･47,

を使っている.一般に行列7+exp雷 の逆行列

否≡(7･町 1

の各要素がグリーン関数の測定量に対応する.

(7.48)

第 8節 スピンの更新のアルゴリズム

前節までの計算でノ､バード模型が,暴くSlが相互作用する古典系(7.38)に書き直せた･ポルツマ
1/重み(7･39)を用いてフリップ確率(2･4)を計算すれば,この系をモyテカルロ計算することができ

る･ただし補助場が互いに複雑な相互作用をしているため,ポルツマy重みの比を式(2.7)のように
簡単に求められるのかが心寵になる.確かにこの補助券は他のすべての補助境と遠距離相互作用して

おり,近距離相互作用しかない境合よりは針弁が複雑になる【19,16】･しかし4N x4N 行列の計算で
はなくNxN行列の計昇で済むという点では,量子系の困難を克服しているといえる.これを以下

で具体的に親ぺて見よう.
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例として Iロック-数を L=2とし, トロツタ一方向第 2層の 1番目の補助券の更新 81.2-

-β1,2に関するフリップ確率(2.4)を求める･それには,ボルツマン重み(7･39)の比

X=W(-81.2) WT(-81,2) Wl(-31,2)

を求める･ただし,式 (7.23)と(7.36)より,

w q - detド+11耶 25;(81,2)],

=xTxl) (8･1)

(8･2)

である. tロック一方向の位置を示す便宜上 行列 1,万 に番号 l-1,2をふった.･また △T≡
β/L=β/2である･ 6.2節で述べた通りハーフ･フィル ドの場合以外ではボ ,̂ツマ'/重み Wが負
になることがあるので,式(8.1)では式(5.10)-(5･11)のように絶対値を取っておく必要がある･

さて補助境のフリップ 81,2- -81,2払 ボルツマン重みのうち行列 亨2を【19】

首2(sl,2) 一一一 52(-31,2)=首2(sl,2)言(sl.2)

とする,つまり行列言 をかける操作と表現できる.ただし,

a(-81,2)/a(81,2)

言(sl,2)-
(b'-81'2…

0

1

0 ;ド +(

)2
h7

0

0

Tq(8)≡bq(-.)/bq(Sト1(望 6)e-4aq･- 1,

である･したがって,ボルツマy重みの比(8･1)は

聖 二 適 =deもド+11首1万2雷(Sl,2)言(81,2)]
W(81.2)- detド+1151万2首(sl,2)]

となる･ここで,前節で求めた ｢グリーン関数｣(7･48),すなわち

F ((a))≡(ア+7 1印 ,雪 (81,,))-1

ヽ
J0
0

0

0

0

0

(8.3)

(8･4)

(8.5)

(8･6)

(8･7)

を利用する･補助場のフリップ操作がこの行列を使って行えることが以下で示される･この行列 (8.7)
の要素の形で系の状態を記憶しておくことができるのである.

まず,行列式の性質(7.33)-(7.34)を使うと,式 (8.6)紘

W(-31,2)

W(sl,2) '竺) detl7･(訂 1-7)i (sl,2)]/det訂 1

(7g4' de招 ･detl7･(F 1-7)2E(sl.2)]
(7g ) det坤･(訂 1-7)司-detlif･五一百司
- detF+p-司拝-7)] (8.8)

となる･ここで行列 △-Zは式(8･4)からただ 1つの要素しかもたない行列である･したがって

F一句拝-7)=7(sl,2)
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これを式(8･8)に代入して【19】

Xq Ⅳト ∫1,2)

deも(

1+7(1-育ll)
-7021
-7G31

-Jl･,q(81,2)(1-可1((a)))f,
(8･10)

となる･式(8･1)から直ちにブリップ確率 PAi,(81,2- -81,2)≡XTxl/(1+XTxl)が計昇でき
る･これと乱数を比較して,補助券 81,2をフリップするかどうか判断する･
さて次に実際にフリップしたとすると,新しい行列

否ト 81,,)=ド+11雷17,5,ト 81.,)｢ 1≡ド+1151才,育,(81,,)言(81,,)｢ l (8･11)

を構成し直さなくてはならなvl.以降 許Id≡e(81.2),否ney ≡ 否(-31,,)と書くことにする.式
(8･11)を式(8･7)を使って書き直すと,

否new-[ア.((評 ld)-I-7)司~1, (8･12)

この右辺に(許 Id)-1F ldを右からかけると

雷new- lF ld.言一評 Id町 1否old-[7.(7-評 Id)(言-7)｢1許Id≡FIFld (8･13)
である･式(8･9)より,

亨≡了.(ト評 Id)拝-7)
(

Xq
-7(81,,)ぢid
-7(81,,)ぢid
＼J
0

O
1

0

1
0

(8･14)

となっている (X は式(8･10)で与えられている)･行列(8･14)の逆行列は書き下すことができて,

ア~1=
(

1/Xq 0 0

7(81.2)ぢid/xq 1 0
7(81.,)司lld/xq o 1)-ア･y (

ぢid-1

ぢid
ぢ id

E

u

0

0
0

0

0
0

(8.15)

である･この行列 F lを左 から行列 許 ldにかけることによって,行列 否mevが求められる【19】･

同じようにして, トロツタ一方向第 2層の他の補助券 82,2,82,3の更新を終えたとする･次にはト

ロツタ一方向第 1層の補助券の更新に向かわねばならない･ところで式(8.7)において,第2層に関

する行列 首 2が括弧の中の最も右側にかかっているので,式(8.8)以下の変形が可能になった･第 1
層を更新したいときは,行列 育 1が最も右側に位置してほしい.そこで,第 1層の更新に移る際に

行列 否 を構成し直す.つまり,薪しい行列【19】

す ≡仔十方2万211万1)~1-【卵 2)ド+11富1才2首2)卵 2)~1]~1
=p2育2)否@2育,)-1 (8･16)

に乗 り換えて以降の更新を行う･ここ{･行列 言2万2は補助券の情報を用いて式(7.24)から求めなく
てはならない.
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以上のアルゴリズムを-般的にまとめると,次のようになる.まず最初に適当な初期状態 fs)杏

選んで,行列 (8･7)

矧 (a))≡(I+瓦印 ,耳-･言L句-1
を計算する･その後 n:-lわらn:=NMCSまで以下の操作 (Ⅰ)-(ⅠⅠ)を繰り返す･

(Ⅰ)I:=LからL:=1まで以下の操作 (1)-(2)を繰り返す･

(1)格子点番号 i:=1からi:-Ⅳ まで以下の操作 (i)-(ii)を繰り返す･

(i)第 E層の i番目の補助券を更新するために,式(8.17)からフリップ確率

Pflip(8り一 一Sり)-
xTxl

1+XTxl'

(8･17)

xq≡ll･Tq(si,.)(1-qi((a)))I(8･18)
を計算する.

(ii)フリップ確率 Pnipを乱数 R と比較して,条件 R≦Pflipの場合のみ行列(8･15)杏

行列布くiS))にかけて,新しい行列否J((a)I)とする｡すなわち,

(q ((a"),.A-(q((a))),.了 y l(q (iS))),: 6,･･･](q"a)))ih
(8･19)

である (添字 iについて和をとっているのではない).

(2)行列8._1=笹37.)81挿5.)-1を計算する･
(Ⅰ工)物理量毎(is))を測定する.

こうして新しい補助券状態が生成されていく.

さて,以上の手順の CPIJ時間は次のように系のサイズに依存する･手順 (ii)は行列(8･15)を行

列否 にかける操作である･行列(8.15)は単位行列了の部分を除けば1列にしか要素がないの{･,新

しい行列の要素 1倍を求めるには1回の済昇でよい.求めるべき行列要素はN2倍あるから,手順

(ii)(1個の補助境の更新)にかかるCPU時間は N2に比例する･これを NL回繰り返すから,

系全体を更新するのにかかる時間はN3Lに比例して大きくなる･一方,手順 (2)では手順 (ii)と
違って要素が詰まった行列同士のかけ算である. 1価の行列要素を求めるには N回の演昇が必要な

ので,行列全体では N3に比例する時間がかかる･系全体を更新するのに手順 (2)はL回行われる
から,その CPU時間はやはりN3Lに比例する.

つまり第 6節 から述べてきたアルゴリズムでは,シミュレーションに要する時間は N3Lに比例

する【20】･一方, ｢世界線｣法によるアルゴリズムでは第 4節の最後で述べたように CPU時間は

NLに比例する.この点で SH変換法は多少不利である.これは補助券が遠距離相互作用をしてい
るからである.しかし第 5節で述べたよ5'に,負符号聞落に関してはこちらのアルゴリズムが有利

である (特にノ､-フ･フィルドの串合には,負符号問題は全く現れない).このため 2次元以上の

ハバード模型については,専らSH変換を用いたモンテカルロ計算が行われてきた【16,21,22】･

第 9節 その後の展開

以上でSH変換を用いたアルゴリズムの紹介を終えた.ここでは以後の改良などを説明しよう.
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9.1 行列計算の丸め誤差問題

SH変換を用いるアルゴリズムで ｢世界線｣法よりも負符号間寂は綾和された.しかしより低湿に

近付こうとすると新しい間苔が認識され始めた.

負符号間嵩は非常に大きな値をもつ重みのために,知 りたい量が統計誤差の中に埋もれてしまうこ

とであった･S‡Ⅰ変換法ではこの大きな値の処理をボルツマン重み計算(7･39)の段階に押しつけた

のである.しかしここで,計算機の演算はあくまで近似計昇に過ぎないことを思い起こさねばならな

い.数値は常に有限の桁数以下を切り捨てられている.例えば FORTRANの単精度実数計算{･1

に1.0×10-7を 100回加えても結果は 1のままである.後者は前者の丸め誤差 (計算機イプシロ

ン)より小さいからである.正しい答えを得るには演算の順序を変えて,1.0×10-7を先に 100回

加え合わせてから1に足し込まなければいけない.

式 (7.24)の行列 言,富 の要素(7.25),(7.26)はβ- ∞ あるいは △T- ∞ となるにつれて,非常

に大きな値 exp(2tAT),eXp(2a)と非常に小さな値 exp(-i△T),eXPト2a)とを含むようになる･
そのような行列の掛け算では,済昇の手順に注意を払う必要がある. 第 8節の最後で述べたアルゴ

リズムのうち,手順 (2)の行列計算では丸め誤差がつきまとう･そこで定期的に筏 をその定義

8.≡[7+i..15..1- 才L首L瓦雷1- i.5.]-1 (9･1)

に戻って計算し直さなくてはならない (この計昇時間もN3Lに比例する).このとき行列計昇をそ

のまま実行すると丸め誤差によって正しい答えが得られない.この丸め誤差問題は行列計算の手順を

工夫することで解消されることが Sorenaたちによって指摘された【23】･大きな行列要素と小さな行

列要素を別々の部分空間に分けるような直交化をしてから行列の掛け昇をすれば,大きな量は大きな

量同士,小さな畳は小さな量同士の済昇になるので丸め誤差を起こしにくい.

行列 貫首 をm 借掛けた行列古1≡EE_帆+lBt_m+1- 11苛 は誤差なく計昇できるとしよう･低

湿では m は十分に小さな整数としなければならない.この行列 古1をグラム-シュミットの直交化

法を用いてQDR分解【24】

ifl≡1ト.A+lBJ_帆+1･･･ALBl-C1DIRl (9.2)

する･ここで Qlは直交行列,万1は対角行列,京1は対角要素が 1の上三角行列

百1=

(

●

●

2
2

1
2

●●●

nt
d
T一

l
1

1
2

●●●

〃】
ロ
】-

), 51-(dl d2 ..巨 -(J i2:.i.･') (9･3,
という構造をしている･行列 百1は基底変換行列なので,その要素はいずれも1程度の量である･

行列 京1の要素も実際には互いに同程度の大きさである.それに対して行列万1の対角要素には非常

に大きな値から非常に小さな値ま{･が並んでいる･行列(9.2)に更にm 個の 万富 を掛けて

古2≡il_2m+lBl_2.叶1･･･115.=it_2,A+lBト2.A+1- Al_,nBト,nqlDIRl (9.4)

を計算したい･個数 m は十分に小さいから11_2,A+lBl_2m+1･･･11_.n51_,n は誤差なく計算でき

る･行列 qlの要素は 1程度の値なので,これを右から掛ける計算

瓦_2m+lBト2m+1- ト̂nBト.nql=

-4851
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も可能だ.この行列要素 ｡は同程度の大きさとしてよい.次に行列万1一は対角行列なので,それを

掛け算すると行列の各列の大きさがそれぞれ同時に変わる.ここに讃 1を掛けてしまうと丸め誤差を

引き起こすので,その前に再び

言1_2m+lBト2m+1･･･Aト,nBl_.,.QIDl≡
(S:≡

dlZ!ll d2°12 -･
dla!21 d23!22 -･

)

-奇2万,7f', (9.6)

とQDR分解しておく.グラムーシュミッ7.の直交化では同じ列に属する要素間にしか加減算を行わ

ないので,この QDR分解は丸め誤差なく計算できるのである.新たな上三角行列を京2≡a,瓦

と定義すれば,

句≡正し2m+lBl_2叫 1･･･言.5.=苛,772亮jfl=百2万｡苛｡
の形に帰着した.更に万雷 をm 回掛ける歩合も同様の手順を踏めばよい.こうして【24】

Az+1B'+1- 3:L5Lj:151- AIB'=qL/mDL/,ルRL/,n

とできる･グリーン関数(9･1)を計算する際にも注意を要する･このときは

(9･7)

(9･8)

q1-7.qL/JyL/-屯 ′m-qL/n(罷/1m覇m･BL/帆)苛L/m-gL/mす万富も ′-
(9.9)

とする･最後の変形では括弧 (･･･)の中を計算して再び QDR分解している･行列 苛≡奇L/mす,

京≡有言L/爪は計算できて,結局司 =訂 1訂 Iq ~1と求められた【叫
以上の手順によって丸め誤差は避けられ,より低湿でのモンテカルロ･シミュレ-ショyが可能に

なった【23-24】･

9.2 絶対零度の極限

丸め誤差を克服した後,残された間駕は再び負符号間寂である.これに関して最近,β- ∞ の極

限の情報ならば外挿によって比較的精度が得られるという議論がされている【26-28】･

近似分配関数 ZLで記述される系の基底状態のエネルギーをEgとすると,低湿で (ただし,あく

まで トロック-数の十分大きい範囲 L≫βで)

β/L-0, β- ∞ のとき ZL∝e-PB S (9.10)

の振舞をすると思われる･一方,式(5･11)のように絶対値をつけた重みによって定義される ｢系｣

ZLの基底状態エネルギーをE;とすると,同じように【11,26]

β/L-0, β→ ∞ のとき ZL∝e-PB; (9.ll)

と振舞うと考えられる･式(9･10)と(9.ll)を範み合わせると,式(5.14)の符号くくS))′の値射 11,26】

β/L-0, β- ∞ のとき ((S))'=Soe~P△, △≡Eg- E;>0, (9･12)

の形で小さくなっていくものと思われる.これを利用すると図 10のようなプロットができて, 複数

の βでのデータ点のフイットからA とSoを求められる.いくつものデータ点を使うことで誤差は
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図 10:低温での符号 くくS))I(実線)と補正比 R (破線)の β依存性

ある程度小さくできる･ところでZLの ｢系｣は低温でも負符号間遍を起こさずにモンテカルロ計算
できるわけだから,その ｢基底エネルギー｣a;は評価しやすvb･その値からEg=E;+△ を使っ
て求めたいZLの基底エネルギーが評価できる【26】･

一般の物理量については次の議論ができる【27】･評価の難しい量くく6))に対して, ｢系｣鞄にお
ける重みの符号を考えない ｢物理量｣くく6))'≡i:中W'6/∑中ひ'は評価しやすvl.きこで両者をつ
なぐ｢補正比｣R≡くくSQT))I/((q～))'という丑を考えようr27】･式(5.15)の左辺 くく々))が β- ∞
で有限の値をもつために,式(5.15)の右辺で分子の くくSe))'もβ- ∞ で分母のくくS))'と同じ振
舞くくSQ-))'∝㍑pトβ△)をしている必要がある. ｢物理量｣くくQ-))'もβ- ∞ である有限の値に
収束するとすると,

β/I-0, β- ∞ のとき R≡くくSe))//くくQ～))/=Roe-PA (9.13)

の形にフイットできるはずである.そこで再び図 10のプロットをすればRoが評価できる.これを

式(9･12)によるSoの評価と組み合わせて,式(5･15)から基底状態の物理量が【27]

β/L- 0, β- ∞ のとき

((6))≡((se))I/((S))'=Rx((q-))I/((S).)'空く(Q))'xRo/So (9･14)

として求められる*.

このような評価法を使ったモンテカルロ計算は現在進行中である[26,27]･基底状態についての情

報についてのみ知 りたいのであれば,分配関数 Z≡∑iく裾 exp(-β71)I両 でなくても基底状態を

含む状態 fV)の行列要素 く叫exp(-Ph)JV)を求めればよいので,以上で述べたアルゴリズムを多

少変更した計算も行なわれている【21,23-27】･

第 10節 i-J模型の量子モンテカルロ･アルゴリズム

以上に述べてきた経緯の過程で 2次元-バード模型についてはおおよその結論が得られている.

基底状態は,--フ･フィル1IIL=U/2の歩合に反強磁性の不導体,それ以外の歩合が常磁性の金
属と考えられている【16】･つまり,あらゆるパラメータ領域で超伝導は存在しないらしいのである･

'(くSQ))′∝exp(-β△)の β- cx)の収束は遅く,補正比 Rの方が評価しやすvl.
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それに代わって-バード模型の極限として導入されたi-J模型【29]が,高湿超伝導休の候補として

有望視され始めた【30]･-バード模型でクーロン斥力が非常に大きい場合,フェルyミオyは同じ格
子点に1つしか入れない.--フ･フィルドの境合にはフェルミオンは全く動けなくなり,格子点に

付随したスピンとしての役割しか果さなくなる.このスピンは格子点間で反強荷性の相互作用をする

ことがわかるので,これは反強再任-イゼンベルク模型に外ならない【311･しかし粒子数が--フ･
フィルドよりいくらか少ない場合,フェルミオン･スピン間の反強位性の相互作用に加えて,フェル

ミオyの運動エネルギーの項が存在する･すなわちハミルトニアンは【29】

私 J≡-t∑ ∑'(aha,.q･a3･qaiq).J∑3-i･3-5 (10･1)(i,3')q=T,1 (t',i)
aL≡(1-hi,_q)尋U, aiq≡eiq(1-hi･,_q), (10･2)

である.a一粒子は粒子が既に存在する格子点には移動できないことがわかる.また,ベクトル演算■ヽ
子 q-はフェルミオyのスピンを表し,

i-.･･3-,･≡2(a･lalT+町&;)+3.Tal,i, 3'≡ 中 1, 31≡中†,8･J≡(免T一免1)/2,(10･3)
と定義されている.この演算子が通常のスビy演算子の交換関係 【3+,8･-]-23',【8･&,aj:]-土8･土
を満たすことはすぐ確かめられる.

i-J模型は 1次元の厳密対角化による計算から高温超伝導休の荷気的性質などをよく再現している

ことがわかっており【25】,2次元系の数値計昇が待たれている･しかしそれには1つのネックがあっ

良.上で述べた2粒子占有を禁ずる条件である.分配関数の対角和を取るときには,同じ格子点に2

つの粒子が入った状態を除いたヒルベルト空間で計昇しなくてはならない.このような局所的制限を

前述のモyテカルロのアルゴリズムの中でどのように実現すればよいかわからなかったのである.

しかし,最近になってそのアルゴリズムが考案されたので[321,これを以下に説明しよう･まず簡

単のため,ノ､ミルトニア1/(10.1)のうち運動エネルギーの項のみを扱う (i模型【33】)･すなわち,

7㌔ ≡-t∑ ∑ (aLa,･q.a,T･qaiq) (10･4)
(iJ)q=T,1

{･ある･ これに対する分配関数 Z̀(β)≡叫 exp(-P亀)を求める間魅を考える･ここで,記号叫
は上で述べたように 2粒子占有状態を除いた ヒルベルト空間の中での対角和である.この対角和は

計算しにくいので,次のように通常の対角和 Trcで近似する･つまり【32】

zc(p,-n:lexp(-A,At)]L=nclcxp(-ATE) T包l)(, A,≡呈(10･5)

とする･ただし鹿は-バード模型(3.1)の運動エネルギー項,また済昇子 1-hiTAil払 格子点i
を2粒子が占有している状態に対してのみ 0を与える･式(10.5)は次のように理解される･ 2粒子

占有のない状態 I4i)の間の行列要素

(中iI
｡Ⅳ

exp (-A,A )Il(1i=1 h･Th･t,]L･N (10:6,

を計算する際,状態 刷 に演算子 exp(-ATE)が清算するたびに,2粒子占有のある状態が現れて

しまう･そこで直ちにG山wiuer射影演算子 Pd≡nr=1(1-AiThil)を済昇して,そういう状態
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を排除してしまうのである.この操作を有駆回繰り返しただけでは近似に過ぎないが,権限 L- ∞

では正しい値に近付く.

式 (10･5)の右辺にはこのままでは2体の演算子hiThilが含まれているので,以下の変換 【32,34】

1一句Thil-[(1+AiT)(1-hil)+(1-hiT)(1+hil)】/2

言.芸1(1･SihT''1- ih･l'-言.芸lqg,l'1･qsihqH 10･7'

を行う･運動エネルギー kも式(6.9)のようにスピン †と スビy lの項に分けられるので,式
(10･7)を式(10･5)に代入して近似分配関数は

zi=nclcxp(-ATE).* (1-h･Tq･t,]L-覇 W."- {8,,･ (10･8,

wq(.8,,=n斬 p(-A,A)義(1･-i･･h･U,], (10･9,

である･変数 (a)はNL個用意している･こP形にすると,ノ､バード模型の歩合の式(6･10)-(6･11)
との類似性は明らかである.実際,両者は次のような極限で一致している.-バード模型の粒子間相

互作用演芳子 exp(-ATUhiThil)において極限 U- ∞ をとると,

UIL-wexpトATU- ,-〈三: 記念 ≡;冨…芸: )-1-- (10･10,

となる･つまり,分配関数 (10･5)は式(6･7)1行目右辺の分配関数 ZLの U- ∞ の櫨限である･

SH変換(6･3)ち,式(6･4)によるeェp(2a-UA1･/2)=2という条件に注意して極限 U- ∞ をと
れば式(10･7)に帰着することがわかる･

式(10･9)の対角和を計算すると式 (8.2)と同じ形になる【32,34】･ただし極限 U- ∞ {･式(7.26)

のバラメータbがhmu→∞bq(a)=1+qsとなるの{･,行列富 は式(7.24)の代わりに

･･q8 2 ㌦ " ,,. ) (10 ･1 1 ,

と変更しておく.

スピン更新のアルゴリズムに関しては第 8節をそのまま流用するわけにはいかない･式(8.5)のJt

ヲメータγはq8--1のときに極限β- ∞ で発散してしまうからである.したがってスビyの更
新どとに行列式を計算し直さなくてはならない.これにはN3L2ぉよぴN4Lに比例するCPU時間
を要する【32.34】ので ｢世界線｣法に比べて一段と不利になるが,改善の余地はあるかも知れない･

次にt模型(10.4)に反強磁性相互作用を付け加えてt-J模型にするには,新たなSⅡ変換 【32,341

e~仰 ≡exp(-β軸 85･.83･T)-喜.:,!ileXP(ale:･jat'Ta,I,)･exp(a'Sija3･la･↓),(10･12'
a'≡vq , (10.13)
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を導入すれば,フェルミオン演算子の 2次形式に書けることになる･変換(10.12)は両辺を指数{.

展開することk:よって確かめられる･左辺の 2次(8.!T包183･18,.T)2以降の項は同じフェルミオy演算
子が 2度現れるから0になって,

(左辺)≡1-βJaITa･18,T･lちT

である.同じく右辺の展開でも2次以降が消えて

(10･14)

'右辺'-吉見 (1+ale:,･8･'丁8").(1･alB:I,･85･↓al)-1･'a'轍 舶 (10･15'

となる･式(10.14)と(10･15)を見比べて式(10.13)のようにとれば変換(10･12)が成り立つことが
わかる.

他の反強位性項もそれぞれ新しいSII変換を見つけることができる.2次形式で書ければ第7節以

降の式変形が使えるので,同様のモンテカルロ計算が行えるはずである.

第 11節 最後に

以上で,電子系の量子モンテカルロ･アルゴリズムを述べてきた.これはちょうどここ10年間の

方法論発展の歴史を追ってきたことに対応している.高温超伝導体-の興味と共に,まだまだ研究は

進展中と言えるだろう.

量子モyテカルロ法が 2次元以上で行なわれ始めた質,負符号間寂は電子系に逃れられないもの

と考えられた部分があったようである.しかしSⅡ変換により少なくともそれを綾和する方法がわか

り,具休的な成果を上げてきた.今後計算機はますます発展するだろうが,その性能向上に頼 り切る

のではなく,更に新しい方法論の開発こそ目指されるべきであろう.この解説がその一助となれば幸

いである.
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