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概要

本稿は， RIMS共同研究集会「ランダムカ学系・非自励力学系研究の展望：理論と

応用」における筆者の発表内容とその補足をまとめたものである．葉層付き空間上

に確率微分方程式を導入し，その解の性質と付随する確率流に関して現在までにわ

かっていることをいくつか紹介する．解の構成や性質については [10]，確率流につい

ては稲濱譲氏との共同研究 [7]に基づく．

〇 背景

菓を力学系の軌道の一般化と考えることで，菓層付き空間は力学系の一般化と考えら

れる．葉層付き空間に対するエルゴード理論的研究の 1つの手法として，まず葉層付き

Riemann多様体上の葉に沿った Brown運動とその不変測度である調和測度を考える方法

がGarnett[6]により導入され， Candel[l]により葉層付き空間上の葉に沿った拡散過程と

その不変測度へと一般化されたもしもこのような拡散過程を確率微分方程式の解として

導入し， Euclid空間や多様体上の確率微分方程式に対して得られている様々な結果を葉

層付き空闇版へと拡張することができれば，葉層付き空間に対して豊かな確率解析的研究

を行うことが可能となる．

ここでは，葉層付き空間上の確率微分方程式の解とそれが誘導する確率流につい

て考える．適切な仮定の下で，多様体上の各点 m を出発する確率微分方程式の解X=

(X(m)t)。生t勺Tは，各時刻tに対して出発点から t秒後の点を対応させる写像mf-t X(m)t 

と見なしたとき微分同相写像となり，ランダムな微分同相の流れ，すなわち微分同相の確

率流を定めることがよく知られている．しかし，薬層付き空闇の場合は，その構造の一般

性から多様体での確率流の構成法を直接適用できない難点が生じる．本稿ではその難点

部分と，その難点はラフパス理論の基本的手法を用いることにより克服されることも述

べる．
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1 準備

ここでは主結果を述べるために必要ないくつかの用語と基本的事実をまとめる． Zを

局所コンパクト可分距離付け可能空間とし， Kを非負整数または 00とする．股pxzの開

集合Uに対し， f:u →即P が Cり級であるとは， z を固定するごとに f(•,z) は通常の意

味でび級で，各偏導関数は Uで連続であるときをいう．また， Vを即PxZの開集合と

するとき，写像f:u→ Vがcz級であるとは， fは局所的にf(y,z) = U1(Y, z), h(z)) 
と表され， hはCり級， f2は連続となるときをいう．可分な距離付け可能空間M は，次
の(i),(ii)をみたす開被覆U= {Ua}をもつとき，葉層付き空間と呼ばれる．

(i) 各 aに対して，広から即の連結開集合Ba,1とZの開集合 Ba,2への直積への

同相写像％： Ua→ Ba,1X Ba,2が存在する．

(ii) Ua n U13 -/ 0のとき，座標変換 'P/30 r.p;:;-1:知 (Uanug） →四(Uan U13)はC『
級である．

r.p;:;-1(Ba,1 X {z}）の形をした M の部分集合は plaqueと呼ばれる． mEMに対し，

らを有限個の plaqueによって m と結ばれる点m'全体，すなわち

有限個の plaquePi,P2,．．．，几が存在して

ら＝｛m'EM 悶悶；lm/]几，とんな 1< t < n-1についても｝
とし， mを通る葉と呼ぶ各葉には， plaqueを座標近傍とするような滑らかなp次元多

様体の構造が入ることがわかる．まとめると M は各座標近傍として即Pの開集合と Zの

開集合の直積が与えられ，座標変換がplaqueの並んだ層状の構造を滑らかに保つことか

ら，各葉は滑らかな多様体となっている．別の言い方をすれば，葉層付き空間はいくつも

の葉と呼ばれる多様体によって分割されている位相空間であって，その分割の様子が局所

的には股Pの開集合と Zの開集合の直積と思える位相空間である．

以降，菓層付き空間M はコンパクトであると仮定する． M 上の菓に沿うベクトル場

V: M 3 m f-t V(m) E Tm（ら）がcz級であるとは，各局所座標表示がcz級であると
きをいう． M 上の実数値cz級関数の集合Cり(M)と， M から M へのcz級写像の集
合Cり(M,M)も，多様体の場合と同様にそれぞれ各局所座標表示がcz級である関数，
写像の集合として定義される．また，ここでは葉を保つ M から M 自身へのcz微分同
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相写像全体を Diff1(M)と表す．すなわち，

Diffり(M)= {t: M → Ml~ は全単射で， f， f―1€Cり(M,M) ，
任意のmEM に対し， f（ら） ＝£m・}. 

Diff1(M)は，自身とその逆写像の K階までのすべての偏導関数まで込めた局所一様収束

の位相で Polish空間となることがわかる．葉層付き空間の基礎や例については [2],[3],[9],

その上の写像空間の位相については [7]の中に述べられている．

Vo, V1,．．．，怜を CI級のベクトル場とし，次の M 上の確率微分方程式

d 

dXt＝区Vt（ふ） odBI + Vo(Xt)dt 
i=l 

(1.1) 

を考える．ここで， M に値をとる連続な確率過程X=（ふ）O<::t勺Tが確率微分方程式

(1.1)の解であるとは， d-次元標準 Brown運動 B= {Bt}。<::t勺Tが存在して，どんな
f E Cf(M)に対しても

d t 

f (Xt) -f(Xo)＝苫lkf（ふ） oB; + 1t Vof（ふ）．
が成立するときをいう．

2 結果

確率微分方程式（1.1)の解の存在と，それに付随する確率流についての結果を紹介す

る．以下では Polish空間 Xに対して，閉区間 [O,T]上の Xに値を取る連続なパス全体

に一様収束位相を備えた空間を C([O,T],X)で表す．とくに t=OでOE良dの値をとる

w = (wt)。:St勺TEC([O,T]，配）全体の集合を C。([O,T]，配）で表し， pWをその上の d-
次元Wiener測度，すなわち d次元標準Brown運動の確率分布とする．

定理 1([10]). (i)確率微分方程式 (1.1)は，一意的な強い解をもつ．とくに任意

のmEMに対して，（Co([O,T]，配），pW)上で定義された（1.1)の解X=

(X(m, w)t)。豆t:STであって X(m)o= mをみたすものが一意的に存在する．

(ii) X = (X(m, w)t)o：：：：t:STは出発点mに関して確率連続性をもつ．すなわち， mn→
mのとき C([O,T],M)値確率変数として X(mn)はX(m)へ確率収束する．

注意．多様体上の確率微分方程式の解から確率流を構成する 1つの方法は， Kolmogorv-

Chentsov-Totokiの連続修正定理を用いる方法である ([8]）．その特別の場合を述べると
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命題． Dを即Pの領域とし，（X(x))xEDをEuclid空間値確率変数の族とする．また，正

数'Y,Cとa>dが存在して，すべての x,yEDに対し

E[IX(x) -X(y)l'Y]::::; Clx -yl" (2.1) 

が成立するとする．このとき X(x)は連続修正をもつ．すなわち各 xEDに対して

X(x) = Y(x) a.s.をみたす (Y(x))xEDであって a.s.で X→Y(x)が連続なものが存在
する．

菓層付き空間は局所的に恥Pの開集合と抽象的な位相空間Zの開集合の直梢であるため，

連続修正定理を直接適用することができない．連続修正定理における Dを抽象的な位相

空間の領域へと一般化することも難しい問題と思われる．また，一般化できたとしても，

確率微分方程式(1.1)中のベクトル場がZ方向にはただの連続で，とくにLipschitz連続

とは仮定されていないため，不等式 (2.1)は標準的な方法では得られない（定理l(ii)で述

べられている確率連続性は示すことができる）．

しかし，ラフパス理論の基礎を用いることにより，次にまとめるように菓層付き空間上

の確率微分方程式が誘導する葉を保つ微分同相の確率流が構成される．

定理 2([7]）．写像

M x (Co([O,T],ffi.d) 3 (m,w)卜 <I>(m,w)E C([O,T],M) 

であって，次の性質をみたすものが存在する．

pW  

(i)<I>はB(M)@B(Co([O,T]，即）） ー可測である．

(ii)各mEMに対し'<I>(m,w)= X(m,w) pw_a.s.wが成立する．すなわち <I>= 

(<I>(m, w)t) 。 :'ot勺~は X= (X(m,w)t)。:'ot:'oTの修正である．
(iii) Vo, Vぃ．．．， vd が cz+3 級であれば， pW_a.s.w で tr-+<I>(•,W)t は C([O,Tl, Diff2(M)) 

に属す．したがって <I>は確率微分方程式uりに付随する葉を保つcz微分同相
の確率流と言える．
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3 証明の概略

定理1については，まず確率微分方程式 (1.1)を各座標近傍内で考えることは，以下の

形の確率微分方程式を考えることに対応していることに注意する．

d 

dYt = L叫Yt,z) dBf＋びo(Yt,z)dt, Yc。=y.
j=l 

(3.1) 

ここで， a-(y,z)=（弓(y,z)）と a-o(y,z)= ((J"も(y,z)）は即PXZ上で定められたそれぞ

れ股PR配値と即P値の有界な Cり級写像である．この確率微分方程式（3.1)にEuclid

空間での一意的な強い解の存在証明と同様の方法を行い，（i)が得られる．（3.1)の解を

Y = (Y(y, z)t)。:<:::t:<:::Tで表すと，係数心oがCZ級であることから，（Yn,%）→ (y,z) 
のとき

E [0~~fr IY(Yn, Zn)t -Y(y, z)tlP]→ 0 
O:<:::t:<:::T 

となることがわかり，（ii)が示される．

次に定理 2の証明の概略を述べるために，ラフパス理論のいくつかの墓本的な用

語と事実を紹介する．確率微分方程式 (1.1)の解は，対応するラフ微分方程式の解と

Brownラフパスの合成の形に表される．ラフパス理論の基本事項は，［4],[5]で得られる．

△ = ｛（s, t): 0 ::::; s :::; t ::::; T}, 1/3 < a < 1/2とし， T（2)（記） ＝股①股d①（罠鸞配）を2

階の切り捨てテンソル代数とする． 0階が恒等的に 1の連続写像w= (1,w1,wり： △→  

T(2)（配）が次の性質をみたすとき， W をa-Holderラフパスという．

•各 0::::; s:::; uさt::::;Tに対し，

1 ___ l,  ___ l 
w s,t =W  +w s,u'n u,t, 

2 ___ 2,  ___ 2,  ___ l ~ ___ l 
w;,t = w;,u + wぃ＋w;,uR w~,t· 

• llw1lla = Sup ~' llwり加＝ Sup |w幻
_ （）a O<s<t<T (t -S 0歪<t翌r(t-s)2°'

< CX). 

以後〇階の “1’'は省略して w= (w1,wりと表す． !la([O,T]，股りを a-Holderラフパス

全体とし，距離da(w,w) = ffi1:¥Jf llwi_而||iaを考える． ci-Hld([O,T]，配）を 0出発の
i=l,2 

配に値をとる Lipschitz連続なパス全体とする． wE ci-Hld([O, T]，罠りに対し，

w!,t = Wt -W8, w;,t = lt (wu -W8) C>9 dwu. 
s 
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と定めると， w = (w1,wり E Da([O, T]，配）であることがわかる．この対応
L: c6-ma([o, T]酎）ぅ w→WE叫 ([O,T]，配）は持ち上げ写像と呼ばれる．したがっ
てラフパスは，パスの差分とパスより定まる反復積分の組を一般化したものと考えること

ができる．

GDa([O,T]，酎） ＝L(CJ-Hld([O, T]，配））
da 

の元は， a-Holder幾何学的ラフパスと呼ばれる．

wEG叫 ([O,T]，配）に対し， W によって駆動される M 上のラフ微分方程式

d 

d叩＝区V;(xt)dwl+ Vo（叩）dt (3.2) 
i=l 

を考える．ここで X=（叩）o::;t翌rE C([O, Tl, M)がラフ微分方程式 (3.2)の解であると

は，どんなfE Cl(M)と(s,t) E△に対しても

d d 

f(xt) -f(xs)＝区Vtf（叩）w闘＋区 Vぷ f(xs)wザ
i=l j,k=l 

+Vof（叩）（t-s) + O(lt -s13°'). 

が成立するときをいう．

注意．ラフ微分方程式はいくつかの定式化が存在するが，解が通常のパスであり，葉層付

き空間上でも自然に考えられる Davieの定式化と呼ばれる考えをここでは用いる．

定理2の証明の概略を説明するために，以下の図式を用いる．

W(w) 

［ 
G似 ([O,T]，酌 (<I>(m,W(w))t)。'.,'.t'.,'.T
(3)↑ 

(2) 

＼ 
C。 ([O,T]，配）~C([O, Tl, M) 

(1) 

w f--------------(X (m, w)t) o < t< T 

(3.3) 

(1)定理1より， pW_a.s.wに対し，確率微分方程式(1.1)の解X= (X(m, w)t)o<t<T 

が定まる．

(2)ラフ微分方程式 (3.2)に対して，解が一意的に存在することと，その解はM 上の

葉を保つ償微分同相の流れを定めることがわかる．
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定理．各mEMとwEG糾 ([O,T]，配）に対し，ラフ微分方程式 (3.2)の解

① =（iJ?(m, w)t)。:','.t翌TでiJ?(m,w)。＝ mをみたすものが一意的に存在するも
しVo,Vi,．．．，怜がc1+3級であれば，どんな wE GDa([O,T]，配）についても
iJ?(•, w) E C([O, T], Diffl(M)）で，写像

GDa([O, T]，良d)::l W • iJ?(•,w) E C([O,T],Diff乞(M))

は連続になる．

注意(2-i)M 上の Cり微分同相の流れを定めることは，ラフパス理論で重要な定

理の 1つである Lyonsの連続性定理が証明の鍵となる．

(2-ii)ここでは確率測度pWは無関係なことに注意する．ラフパス理論を用いるこ

とで，葉層付き空間上の確率流の構成間題において pWを切り離して考える

ことができる．

(3) w EC,。([O,T]，配）に対し， w(n)E CJ-Hld([O, T]，配）を [O,T]の分割0= 0/2n < 
T/2n<・・・<2可／2n= Tによる wの折れ線近似とする． pw_a.s.wに対し，

{L(w叫｝は G凡([O,T]，配）で収束することがわかり， GDa([O,T]，配）に値を
pW  

とる B(Co([O,T]，配）） ー可測な確率変数

W(w) = lim L(w(n)) 
n→(X) 

が定まることが知られており， Brownラフパスと呼ばれる．

(4)最後にmEMごとに図式 (3.3)はpw_a.s．で可換となる．すなわち，各mEM

に対して

<}(m, W(w)) = X(m, w) Pw-a.s.w 

が成り立ち，定理2が証明される．

注意．定理2における c}(m,w)は正確には <}(m,W(w)）である．

以上のように，葉層付き空間上の確率微分方程式の解について，とくにその解が定める

確率流の構成においてはラフパス理論が重要な役割を果たす．今後葉層付き空間の様々な

確率解析的研究を進める際には，必要に応じてラフパス理論の中で用いられるアイデアを

用いることが非常に有効だと考えられる．
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