
124

無限生成Coxeter群の局所放物型部分群

東京大学・大学院情報理工学系研究科縫田 光司

Koji Nuida 

Graduate School of Information Science and Technology, The University of Tokyo 

1 はじめに

群W がCoxeter群 (Coxetergroup)であるとは、ある部分集合S<;;;Wについて、 W が以下の群表示

W=〈sI (st)→ ＝1 for s, t E S with ms,t < oo〉

をもつことをいう。ここで m(s,t)は対称な関数であり、どの sESについても m(s,s)=l、およびどの

相異なる s,tESについても m(s,t)E {2,3,... }U{oo}を満たすものとする。こうした組 (W,S)のこと

をCoxeter系 (Coxetersystem)と呼ぶ。また、このような部分集合Sのことを W のCoxeter生成系

(Coxeter generating set)と呼ぶこともある。上記の群表示の形から期待される（が、自明ではない）事実と

して、生成元s,tESについてその積stの位数はm(s,t)と一致する。特に Sの元はどれも対合 (involution、

つまり位数2の元）である。（この性質など、本稿で断りなしに用いる Coxeter群の基本的性質については

[8]などを参照されたい。）以降では特に断りのない限り、 (W,S)はある Coxeter系を表すものとする。 Sの

濃度間を Coxeter系(W,S)の（あるいは、やや用語の濫用ではあるが、 Coxeter群 W の）階数 (rank)

と呼ぶ。 Coxeter群の研究やその応用においては階数が有限の場合（これは群として有限生成であることと

等価である）に議論を限定することが多いが、本稿で興味があるのは階数が有限とは限らない Coxeter群

の性質である。そこで、以降では特に断りのない限り、 (W,S)の階数は有限とは限らないものとする。

注意． Coxeter群 W の階数が有限であっても、その部分群として階数が無限の Coxeter群が現れることは

意外と多いことを強調しておく。後述するように、鏡映と呼ばれる種類の元たちで生成される W の部分群

はCoxeter群となることが知られているが、 W が有限生成であったとしてもその部分群はしばしば有限生

成とはならない。例えば [11]や [13,Section 6]を参照されたい。

Coxeter群において、生成系 Sの部分集合で生成される部分群は、それ自身も自然に Coxeter群をなすな

ど多くの良い性質を備えている。本稿で主に取り扱うのは、そうした部分群やそれらと密接に関連するある

種の部分群たちである。より詳しくは、 Sのある部分集合Iで生成される部分群〈I〉<::wとW において共
役な部分群のことを W の（あるいは、 (W,S)の）放物型部分群 (parabolicsubgroup)と呼ぶ。部分群〈I〉

自体の方を標準的 (standard)放物型部分群と呼ぶこともある(〈I〉の方を単に「放物型部分群」と呼ぶ流

儀もある）。 Coxeter群の群論的性質の研究においては、標準的放物型部分群のことを visiblesubgroupと称

することもある（筆者の知る限りでは標準的な邦訳はまだ存在しない）。上でも少し述べたように、(〈I〉,I)

はそれ自身Coxeter系をなす。また後述するように、 W の階数が有限であれば、 W の任意個の放物型部分

群たちの交わりも常に放物型部分群となることが知られている。しかし一方で、 W の階数が無限である場

合には、 W の任意個の放物型部分群たちの交わりが常に放物型部分群になるとは限らない（のであるが、

この点を誤解した記述を含んでいる文献も残念ながら少なからず存在する）。こうした考察から、「群論的

な観点では、放物型部分群の「正しい」定義が別に存在するのではないか？」との疑問を抱いたことが、本

稿で紹介する研究の出発点であった。
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2
 
準備

Coxeter群の群表示を簡潔に記述する道具として、 Coxeterグラフと呼ばれるグラフ (Weyl群に対する

Dynkin図形の類似物）が用いられている。 Coxeter系(W,S)のCoxeterグラフ (Coxetergraph) r(W, S) 

とは、 Sを頂点集合とする単純無向グラフで、 m(s,t)ミ3のとき頂点s,tが重みm(s,t)を持つ辺で結ばれ、

m(s,t) = 2の場合には辺で結ばれないものと定義される。グラフ r(W,S)のある連結成分の頂点集合IをS

の既約成分 (irreduciblecomponent)と呼び、対応する Coxeter系(〈I〉,I)を(W,S)の既約成分とも呼ぶ。

ちょうど一つの既約成分からなる S（あるいは (W,S)）は既約 (irreducible)であるという。 s= LJ入ふを
既約成分による分割とすると、 W は部分群〈S心たちの直和（制限直積）となる。なお、 (W,S)が既約で

あるとき、 W が有限群の場合には W が抽象群として直既約であるとは限らないが、 W が無限群の場合に

は直既約であることが知られている [12]。

Coxeter群W が有限群であるとき、 W （あるいは、 Sや (W,S))は有限型 (finitetype)であるという。

古典的な結果として、既約な有限型の Coxeter系は完全に特定されている（図 1)。
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図1：有限型の既約 Coxeter系（頂点に振られた番号は生成元 Siの添字iを表し、辺重み3の場合には記載

を略している。また恥型と E7型についてはそれぞれ晶型の中で 6番目までおよび7番目までの頂点に

制限したグラフと対応し、 H3型はH4型の中で 3番目までの頂点に制限したグラフと対応する）

Coxeter群には、以下のようなある種の空間における鏡映群としての表現が定められる。以降では実線

型空間 Vは、 Sの元で添字付けられた基底II:={aslsES}を有するとする。この IIの元は単純ルート

(simple root)と呼ばれる。このとき、 V上の対称な双線型形式で、 s,tESについて

〈as,°'t〉={-~os(1r/m(s, t)) 
-1 

(m(s, t) < oo) 

(m(s, t) = oo) 

を満たすものがただ一つ存在する。これを用いて、 sESのVEVへの作用を

S • V := V -2〈a8,v〉as
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で定義すると、この作用は W 全体へと拡張でき、上記の双線型形式を保つ忠実な作用 W へVが得られ
る。この作用による IIの軌道 <I>:=W-IIこVをルート系 (rootsystem)といい、その元をルート (root)

と呼ぶ。 (Wey!群のルート系の場合とは異なり、ここでのルートはどれも長さ 1のベクトルであることを

注意しておく。）上記の定義（と、ルートが長さ 1であること）より、 Sの元 sはmと直交する超平面に
関する（幾何学的な意味での）鏡映として Vへ作用する。同様に、 Sの元と共役な W の元はどれも Vへ

鏡映として作用することがわかる。そこで、 Sの元と共役な W の元を W の（あるいは (W,S)の）鏡映

(reflection)と呼ぶ。 (W,S)の鏡映全体の集合を SWで表す。すなわち

呼：＝ ｛WSW―l E W I S E s, W E W} 

である。

Coxeter群の異なる Coxeter生成系に対応する鏡映の集合については、以下の性質が知られている。

命題 1([2, Lemma 3.7]). W をCoxeter群、ふと品を W のCoxeter生成系とし、 S1wこS2wであると

する。このとき S1w=S2wが成り立つ。

3 放物型部分群とその応用

以ドは 1章でも述べた定義であるが、重要であるため再掲する。

定義 I.wの部分群Gが放物型部分群 (parabolicsubgroup)であるとは、ある Jc::sとwEWによっ
てG=w〈I〉W―1と表せることと定める。

前述のように〈I〉はIをCoxeter生成系とする Coxeter群であるため、それと共役な放物型部分群Gも

また Coxeter群である。

有限個の放物型部分群の交わりについては以下の事実が知られている。

命題 2([5, Corollary 7]). I, JC:: S, w E W のとき、放物型部分群〈I〉と w〈J〉W―1との交わり Gは、ある

KC::JとUE〈I〉を用いて G=u〈K〉U―1と表される。さらに Gが〈I〉より真に小さい場合にはKもIの

真部分集合となる。

この性質を再帰的に用いることで、有限個の放物型部分群の交わりが常に放物型部分群となることが示

される。（ここではW の階数に関する条件は課されていないことを注意しておく。）また、有限個とは限ら

ない放物型部分群の交わりについては以下が成り立つ。

系 1.rをW の放物型部分群からなる空でない族とする。

1. Fのある要素G=w〈I〉W―1が有限生成である、つまり |II<ooが成り立つとすると、交わり nFも

W の放物型部分群である。

2. W の階数間が有限であれば、交わり nrもW の放物型部分群である。
証明．主張 1については、命題2により、 rの要素と Gとの交わり（これも放物型部分群である）がGの
真部分群である場合にはその「陪数」 I|（＜ oo）が真に減少する。この性質を再帰的に用いれば、交わりを

とることによる減少列が有限の長さで停止し、最終的に得られる nFも放物型部分群となることがわかる。

主張2は、 rにW を追加しても交わりが変化しないことと、 W 自休が有限生成な放物型部分群である
ことを踏まえて、主張 1を適用すればよい。 ロ

上の性質により、 W の部分集合Xがある有限生成な放物型部分群に包含される（例えば、 Xが有限集合

である）とき、 Xを包含する W の放物型部分群すべての交わり P(X)もまた放物型部分群になることがわ



127

かる（この定義において、 W 自身も W の放物型部分群であり X を包含することを注意しておく）。この

P(X)をXの放物閉包 (parabolicclosure)と呼ぶ。

Sの部分集合Iが有限型であり、〈I〉の最長元町が〈I〉の中心Z(〈I〉）に属するとき、 Iはー1型 ((-1)-type)

であるという。このようなIについて以下が成り立つ。

命題 3([10, Lemma 4.12]). IC::: Sが―1型であるとき、 P（町） ＝〈I〉が成り立つ。

また、以下の事実は Titsによる結果として知られている。

命題 4(Tits). W の有限部分群Gは、何らかの有限な放物型部分群に包含される。

この事実より、 W の有限部分群Gの放物閉包 P(G)もまた有限な放物型部分群であることがわかる。

4 内在的鏡映と同型問題：有限階数の場合

一般に、 Coxeter群 W の元が「鏡映である」という性質は、 W のCoxeter生成系 Sの選び方に依存す

る。例えば、位数12の二面体群でもある I2(6)型Coxeter群 W (S = {s, t}, m(s, t) = 6)において、別の

生成系 S'={(st)3} U {s, ststs}を選ぶと W はA1X A2型の Coxeter群でもあることがわかるが、この場

合(st)3は(W,S')においては鏡映であるが (W,S)においては鏡映ではない。こうした現象を踏まえて、筆

者らの論文 [9]において以下の定義を導人した（なお、用語の邦訳は筆者が勝手に与えたものである）。

定義 2([9, Section 1]). w E W をCoxeter群W における対合とする。このwがW の内在的鏡映 (intrinsic

reflection)であるとは、 W のあらゆる Coxeter生成系 Sについて wESwであることと定める。

Coxeter群における同型問題 (isomorphismproblem)は、狭義には与えられた二つの Coxeter群が互い

に（抽象群として）同型であるかを判定する問題を指すが、広義には与えられた Coxeter群についてその

Coxeter生成系がどれだけ多様な性質を備え得るかを調べる問題も「Coxeter群の同型問題」と称されるこ

とが少なくない。例えば、 Coxeter群 W の二つの Coxeter生成系ふとふについて常に S1w= S2wが

成り立つとき、 W は鏡映独立 (reflectionindependent) [1]であると称される（この用語の邦訳も筆者が勝

手に与えたものである）。鏡映独立な Coxeter群を完全に決定することは Coxeter群の同型問題の大きな

部分問題の一つである。ここで、命閣 1を踏まえると、 Coxeter系 (W,S)について、 W が鏡映独立である

ことは Sの元がすべて W の内在的鏡映であることと等価であることがわかる。そして、後述するように、

Coxeter群の内在的鏡映についてはその特徴付けが筆者らの最近の研究によって（階数が有限の場合には [7,

Theorem 1]で、一般の階数の場合には [10,Theorem 2.2]で）与えられている。このことから、 Coxeter群

が鏡映独立であるかどうかを原理的には (Coxeter生成系の元の共役類の各々について、上述の特徴付けを

確認することで）判定可能な状態となったといえる。ただし、鏡映独立な Coxeter群のクラスを直接的に

特徴付ける「閉じた」条件が見出されたわけではないことを注意しておく。

この章の以降では、階数が有限の場合に的を絞って、内在的鏡映や同型問題についてより詳しく紹介す

る。その鍵となる性質の一つを述べる。

補題 l.wの陪数が有限であるとき、 W のどの有限部分群も、 W の何らかの極大な有限部分群に包含さ
れ、さらに後者は W の放物型部分群である。

証明．主張の後半部分は命題 4 より直ちに導かれる。主張の前半部分について、もし有限部分群 G~W を

包含する W の極大有限部分群が存在しないとすると、その事実と命題4を交互に繰り返し用いることで、

有限放物型部分群からなる無限の真の上昇列 GC::H1匡H2匡H3<;; ・・・が存在することがわかる。しかし、

W のCoxeter生成系 Sは前提より有限集合であり、したがって Sの部分集合で生成される W の部分群の

濃度も有限個の種類しか存在せず、共役で濃度が変わらないことから W の放物型部分群の濃度も有限個の

種類しか存在しない。これらは矛盾するので、主張の前半部分も成り立つ。 口
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階数が有限の Coxeter群に対する同型問題の研究に用いられている道具の一つを紹介する。

定義 3([6]). Coxeter群 W の階数が有限であると仮定し、部分集合XこW が生成する W の部分群〈X〉

が有限群であるとする。このとき、 W における Xのfinitecontinuation FCw(X)を、 Xを包含する W

の極大有限部分群すべての交わりと定義する。 Xが単元集合 {w}のときには、 FCw({w})のことを単に

FCw(w)とも書く。

W の階数が有限であるという仮定と補題 1により、上の定義における「極大有限部分群」が少なくとも

一つは存在することが保証される。また同じく補題 1により、それらの「極大有限部分群」はどれも W の

放物型部分群であり、したがって系 1により、それらの交わりである FCw(X)もまた W の放物型部分群で

ある。ここで、 FCw(X)の定義および上記の性質を導くための議論に W のCoxeter生成系の選び方がまっ

たく関与していない（階数の有限性は Coxeter生成系とは無閲係に定まる）点が重要であり、同型問題の考

察において異なる Coxeter生成系たちの間を繋ぐ役割を FCw(X)が果たしている。（W の階数が有限でな

い場合にも、空の部分集合族の交わりを W と定めるなどの工夫により FCw(X)を同様に定義すること自

体は可能であるが、そうして定義した FCw(X)が階数有限の場合と同様の良い性質を有する保証はない。）

例えば、 W の階数が有限であるとし、 W のCoxeter生成系 Sの元sがFCw(s)=〈s〉を満たすとする。

このとき、 W の別の Coxeter生成系 stをとったとき、 sは ((W,Sりにおける鏡映であるかどうかはさて

おき） W の対合であるため、 Richardsonの定理 [15]により、ある―1型の部分集合 ItこStについて、 S

は〈Iりの最長元m と共役である。すると FCw(s)=〈s〉も FCwht)と共役になる。一方で、 FCwht)
は前述のように (W,Sりにおける放物型部分群であり、したがって TJtの放物閉包を但含する。すると命

題3より Jt~ FCw(r1t)が成り立つ。ここで前述のように FCw(r1t)がFCw(s)=〈s〉と共役であること

から IFCw(rrt)I= 2であり、したがって（選び方より Jtヂ0であるため） I↑は単元集合でなければなら

ない。このことから町tは(W,Sりの鏡映となり、それと共役である sも(W,Sりの鏡映であることがわか

る。こうして sが内在的鏡映であることが示される。なお、 [6]において、階数有限の場合に Coxeter生成

系Sの元 sに対する finitecontinuationの構造が完全に特定されており、それによると「大抵の場合」（厳

密な定義ではなく、直感的な意味で）には上記の条件FCw(s)=〈s〉が満たされることがわかる。例えば、

Sが既約で W が無限群で、かつ mt,t'の値がすべて有限である場合（この最後の条件を満たす Coxeter系

は2-sphericalであると称される）には、 Sのすべての元 sについて FCw(s)=〈s〉が成り立ち、したがっ

て上記の議論より W は鏡映独立である。

Coxeter群の同型問題に現れる重要なクラスで「鏡映独立」以外のものの一つとして、 Coxeter群 W の

Coxeter生成系たちがどれも互いに共役である場合に W は強剛 (stronglyrigid)であると称される（この

用語の邦訳も筆者が勝手に与えたものである）。一般に W のある Coxeter生成系と共役な部分集合もまた

W のCoxeter生成系となるため、強剛な Coxeter群はある意味で「Coxeter生成系の種類が最も少ない」

Coxeter群であるとも考えられる。また、定義より直ちに、強剛な Coxeter群は鏡映独立でもあることが

わかる。この強剛な Coxeter群のクラスを特定することは Coxeter群の同型問題の分野における大きな問

題の一つとされてきたが、筆者らの最近の研究 [7]において、階数有限の場合に強剛な Coxeter群について

Coxeterグラフの言葉による完全な特徴付けを与えた。（具体的な内容は複雑すぎるため割愛する。詳しく

は[7,Theorem 3]を参照されたい。）この結果を得るための、それ自体も重要な中間的成果として、階数有

限の場合における内在的鏡映の特徴付けも同じ論文 [7,Theorem 1]で与えている。例えば、前述のように

Sが（有限集合かつ）既約で、 W が無限群でかつ 2-sphericalである場合に W は鏡映独立であるが、この

前提のもとではさらに W は強剛でもあることが示される（これ自体は既知の事実であったが、比較的説明

しやすい部分クラスであるためここで紹介した）。これらの結果においても、上記の議論と同様に、 [6]で特

定されている finitecontinuationの構造が重要な役割を果たしている。
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5 階数が無限になると起きること

前章で述べた、階数有限の Coxeter群の同型問題におけるいろいろな「良い」性質は、階数が有限でない場

合には必ずしも維持されない。典型的な例として、図2に記す可算無限個の頂点からなる二つの Coxeterグ

ラフから定まる Coxeter群W(A00)およびW(A士oo)を考える。心型Coxeter群（n< oo)が対称群sn+1

と同型であるのと同様の原理により、 W(A00)はZ21（正整数全体の集合）上の有限な台を持つ置換全体の

なす群Symfin(Z21)と同型であり、同様に W(A土oo)はZ上の有限な台を持つ置換全体のなす群Symfin(Z)

と同型である。（いずれも、 i番目の生成元 Siが隣接互換 (ii+ 1)を表す、という対応関係である。）ここ

で、それらの置換の定義域である Z21とzは互いに等しい濃度を持つため、全単射 !T:Z21→Zをとるこ
とができる。このぴを用いると、 Symfin(Z1)から Symfin(Z)への群同型写像が T→!TOTO!T―1で与えら
れるので、 W(A00)とW(A士oo)も抽象群として互いに同型であることがわかる。これらの Coxeter群は無

限群で既約、かつ 2-sphericalであるため、前章で紹介した強剛な Coxeter群の充分条件のうち「階数が有

限」以外はすべて満たしている。しかしながら、この Coxeter群にはこのような二つの異なる型（同型で

ない Coxeterグラフ）を持つ Coxeter生成系が存在し、特にそれらは互いに共役ではあり得ないため、こ

のCoxeter群は強剛ではない。こうして、前述の強剛な Coxeter群の充分条件は階数を無限に拡張すると

正しくなくなることがわかる。

Aoo 

1 2 3 4 

A±OO 

-2 -1 0 2 3 

図 2:可算無限の階数を持つ Coxeter系の例

また、階数有限の Coxeter系においては、系 1の主張2で述べたように放物型部分群というクラスは任

意個の交わりに関して閉じている。一方で、これから紹介するように、階数が有限でない場合には放物型部

分群のクラスが交わりについて閉じないことがある。この事実は筆者が [14,Example 1]（以下の例と同じ

もの）において初めて指摘した。

例 l.wをAoo型の Coxeter群、 S:= {sぷこ1をその Coxeter生成系とする（生成元の番号付けは図 2の
とおりである）。 s,に対応する単純ルート a出のことを、簡略化して mで表す。このとき i2'. 1について

/3，：＝ 0年 1+ a2;は（w,s)のルートであり、それに対応する鏡映 s/3，たちからなる集合T:= {s/3，｝ご1に
ついて、 G:=〈T〉は Coxeter群であり Tはその (Aoo型の） Coxeter生成系である。このことは、ルート

/3，たちのなす角（双線型形式の値）がAoo型Coxeter系における単純ルートたちのなす角に等しいことに
基づいて示せる（詳細は割愛する）し、また W の閥換群としての表示において s/3，が互換 (2i-1 2i + 1) 

に対応することを用いても示せる。

さて、各整数 k2'. 1について、 WE〈{s]げ昌りをうまく選ぶと、 i:S kのとき ws/3,w―1= Bk+i、また
j 2'. 2k + 1のとき WSjW―1= Sj、となる。詳細は割愛するが、 wの構成の概略を図 3に示している。この
ことから、集合Tk:= {s/3,}7=1 LJ { Sj}fac2k+lはwによる共役作用で Sの部分集合に移るため、 Gk:=〈Tい
は(W,S)の放物型部分群である。さらに (G如九）は Coxeter系でもある。また定義より伍は Gを包含

する。

ここで nc:=1ck= cであることを示すために、 nc:=1ckの元uをとる。 uは有限個の生成元の積で表さ

れるため、ある k2'. 1について uE〈{s,｝：ら〉となる。この Kについて uEGんでもあることから、 uはs,

(i :S 2k)たちの積でも九の元たちの積でも表せることになる。すると九の構成より、 uはs/3,(i 2'. k) 
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1 ヽ 2 3 ヽ 4 5 ヽ 6 

ふ あ /33 

凸 0-—-0-—{〉-三

1 ヽ 2 3 ̀ 4  、 5' 6 

Bi 劣 偽

S>---+ 4S3 0---0---0----C 
1 2 3 4 5 6 

f3t' 開 (3;’ 

噂 s1 0---0--
1 2 3 4 5 6 

g[” g&” 哨＇

図3:例 lにおける共役をとる元 wの構成の例 (k= 3の場合：図に示している点や区間は、対応するルー

トにおける係数が 1となっている単純ルートの位置を示しており、また記号→はその上に書かれた元によ

る作用を表している）

たちの積で表されることがわかる（厳密な証明は割愛する）。これはuEGであることを意味するので、確

かに n~l 伍＝ Gである。

一方で、 G自体は (W,S)の放物型部分群ではないことがわかる。これを確かめるために、 Sの部分集合

JとW の元 wについて G=w〈J〉W―1であると仮定する。 wが有限個の生成元の積で表されることから、

ある整数k2'. 1について WE〈｛ふ｝］幻りが成り立つ。すると sf33 (j 2 k+1）はどれも w と可換であり、

したがって wによる共役で不変である。これらの性質より、 W―1Gw=〈J〉の Coxeter生成系 W―1Twの元

たちを Sの元たちの（長さ最短の）積で表した際に、 Sf3k+lE w―1Twには S2k+lとS2k+2が現れるが、そ

れ以外の元については S2k+lもS2k+2も現れない。このことから、 JこSはS2k+lとS2k+2を含んでいる必

要があるが、一方で S2k+lもS2k+2もW―1Twの元たちの積では表せないことがわかる（厳密な証明は割愛

する）。これは W―1Gw=〈J〉と矛盾する。こうして Gは放物型部分群ではないことが示されるが、 Gkた

ちの各々は前述のように放物型部分群であるため、これが所望の反例を与えている。

上記の事実に加えて、補題 1も階数の有限性の前提を外すと必ずしも成り立たないことを注意しておく。

実際、 Aoo型や A士OO型の Coxeter群においては、そもそも極大な有限部分群自体が一つも存在しないた

め、補題1の結論は成り立ちょうがない。

6 局所放物型部分群：定義とその応用

前章ではCoxeter群の陪数の有限性を外した場合に「変な」現象が生じることを紹介した。ここで、例

1で与えた部分群Gの性質を再考すると、その生成系 Tは全体としてはSの部分集合と共役ではないもの

の、「局所的」には Sの部分集合と共役になっている。また、前章の最後で言及した Aoo型やA士00型の

Coxeter群は、全体としては有限群ではないものの、局所有限 Oocallyfinite)な群ではあることがわかる

（群Hが局所有限とは、その有限部分集合が常に有限群を生成することと定義される）。こうした考察から、

放物型部分群や有限部分群といった対象の「局所版」をうまく導入することで、有限階数における良い性質

を一般の階数の場合にも引き継がせることができるようになるのではないか、との直感が得られる。

そのためにCoxeter群の前提知識をいくつか準備する。 Coxeter群W の部分群Gが鏡映部分群 (reflection

subgroup)であるとは、 G=〈Gnsw〉、すなわち Gの生成系として鏡映からなるものがとれることと定

める。鏡映部分群に対する重要な結果[3,4]として、鏡映部分群は常に Coxeter群をなすことが知られてい
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る。より詳しくは、鏡映部分群G：：：：： wにっぃて (W,S)のルート系ゥの部分集合刺りを

<I>(G) := {'Y = W ・ 0<8 E <I> Is,:= WSW―1 E G} 

で定め、 <I>(G)に属する正ルートのうち、 <I>(G)に属する他の正ルートたちの正係数（有限）線型結合で表

せないもの全体からなる部分集合を IT(G)で表す。そして Gの部分集合S(G)を

S(G) := {s, I'YE Il(G)} 

で定義すると、 (G,S(G))はCoxeter系となり、また <I>(G)およびIT(G)はCoxeter系(G,S(G)）のルート

系および単純ルートの集合とある意味で似た性質を持つことが知られている。これらの対象を墓に、筆者

の論文 [14]において以ドの定義を導入した（この用語の邦訳も筆者が勝手に与えたものである）。

定義 4([14, Definition 1]). Coxeter群W の部分群Gが局所放物型部分群 (locallyparabolic subgroup) 

であるとは、 Gが鏡映部分群であり、その Coxeter生成系S(G)の有限部分集合がW において常に Sの部

分集合と共役であることと定義する。

定義より、放物型部分群は局所放物型部分群でもある。 W の階数が有限の場合にはこの逆も成り立つ [14,

Lemma 10]が、一般の階数においては例 1の部分群Gがその反例、すなわち放物型部分群ではない局所放

物型部分群となっている。このことから、局所放物型部分群は放物型部分群の概念を自然に、かつ非自明に

拡張したものであると考えられる。

有限階数の Coxeter群における放物型部分群と同様に、局所放物型部分群は一般の階数の場合において

も以下のような良い性質を備えている。

定理 1([14, Theorem 1]). Coxeter-群W の局所放物型部分群からなる空でない（有限とは限らない）族r
について、その交わり nFも局所放物型部分群である。

証明（概要）．まず、 nFが鏡映部分群であることを示すために、 wEnFとGEFをとる。 wがGに

おいて有限個の生成元の積で表されることと Gが局所放物型部分群であることから、 wを元に持つ W の

放物型部分群でGに包含されるものが存在する。すると wの放物閉包P(w)もGに包含される。このこと

から wE P(w)：：：：： nFであり、 wはP(w)こnFの有限個の生成元（それらは鏡映である）の積で表され

るため、 nFが鏡映部分群であることがわかる。

一方、 S(nF)の有限部分集合Xをとると、上と同様の議論により P(X)：：：：： nFとなる。このことから

XこS(nF)nP(X)こS(P(X)）を示すことができ、また S(P(X)）はSのある部分集合と共役であること

を示すことができる。よって X もSのある部分集合と共役であり、 nFは局所放物型部分群である。 ロ

定理 2([14, Theorem 3]). Coxeter-群W のどの局所有限部分群も、 W の何らかの極大な局所有限部分群

に包含され、さらに後者はW の局所放物型部分群である。

証明（概要）．主張の前半部分は、そうした極大な局所有限部分群を（超限再帰を駆使して）実際に構成す

ることで示される。主張の後半部分については、まず、 W の局所有限部分群の「局所放物閉包」（それを包

含する局所放物型部分群すべての交わり）もまた局所有限であることを（超限再帰を用いて）示すことがで

きる [14,Theorem 2]。これと主張の前半部分を合わせることで証明が完了する。 ロ

4章で述べたように、階数有限のCoxeter群の同型問題については有限部分群の（より正確には、有限部

分群を生成するような部分集合の） finitecontinuationという対象が強力な道具として用いられており、そ

れはCoxeter群の極大有限部分群や放物型部分群の性質と密接に結び付いている。そこで、この「極大有

限部分群」や「放物型部分群」を「極大局所有限部分群」や「局所放物型部分群」に取り換えることで、一

般の階数の場合にも有効な道具が得られるのではないかと期待できる。こうして以下の定義に到達する。
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定義 5([10]). Coxeter群 W の部分集合XこW が局所有限であるとする。このとき、 W における Xの

locally finite continuation LFCw(X)を、 Xを包含する W の極大局所有限部分群すべての交わりと定

義する。 Xが単元集合{w}のときには、 LFCw({w}）のことを単に LFCw(w)とも書く。

finite continuationの場合と同様に LFCw(X)はW のCoxeter生成系の選び方と無関係に定まり、また

定理1と定理2により LFCw(X)は局所有限かつ局所放物型となる。なお、部分群〈X〉自体が有限群であ

る場合にはXのlocallyfinite continuationはfinitecontinuationと一致する [10,Proposition 3.6]。

上記の locallyfinite continuationの定義は、局所有限な部分集合が極大局所有限部分群に包含されると

いう「大域的な」性質に基づいている。また、 Coxeter群についてその「大域的な」性質を保証する定理2

について、少なくとも現在の証明では選択公理が用いられており非構成的な色合いが濃い（超限再帰を用い

た「構成」をしているので構成的なのではないかと思われるかもしれないが、超限再帰の各段階では選択公

理を特に必要としないものの、すべての段階を統合する際に選択公理の力を借りている）。一方で、 locally

finite continuationについては以下のような「局所的な」性質に基づく定義も可能であり、こちらの locally

finite continuationの定義はCoxeter群以外の一般の群に対しても拡張しやすいものと期待される（これら

二つの定義の同値性の証明において上記の定理2が用いられており、その意味でこの同値性の証明も暗に選

択公理と関連していることを注意しておく）。

補題 2([10, Proposition 3.4]). X c;; W が同所有限であるとき、

LFCw(X) = { w E W 
XこZこW かつ Zが局所有限であれば

zu{w}も常に局所有限である ｝ 
が成り立つ。

証明包含関係こについて： wE LFCw(X)およびX こZこW として、 Zが局所有限であるときに、

ZU{w}も局所有限であることを示せばよい。定理2により Zを包含する W の極大局所有限部分群Hをと

ると、 HはXも包含するので、 LFCw(X)の定義より wE LFCw(X)c;;Hとなる。すると ZU{w}c;;H

となり Hは局所有限であるため、 ZU{w}も確かに局所有限である。

包含関係 2について： wが右辺の集合に属するとして、 W の極大局所有限部分群であり X を包含する

ような Hについて常に wEHとなることを示せばよい。 Z:=Hについて右辺の集合の条件を適用する

と、 HU{w}も局所有限となり、したがって〈HU{w}〉もまた局所有限である。すると Hの極大性より

〈HU{w}〉＝ H となり、確かに wEHが成り立つ。 ロ

こうして導入された locallyfinite continuationをfinitecontinuationの代わりに用いることで（もちろ

ん、そのために追加の議論が必要であるが）、 4章で紹介した論文 [7]の結果が、以下のように一般の階数の

場合へと（部分的に）拡張される。詳細については [10]を参照されたい。

定理 3（概要： ［10]). W を（階数が有限とは限らない） Coxeter群とする。

1. W の内在的鏡映の完全な特徴付けが与えられている。

2. W が無限群であり、 Coxeter系 (W,S)が既約かつ 2-sphericalであるとすると、

•W は鏡映独立である。

•W の Coxeter生成系ふとふが Aoo 型でも A±OO 型でもない場合には、それらは互いに「局所

的に共役」である、つまり、全単射a:S1→S2であって、 S1の有限部分集合Kが常にその像
a(K)こ品と共役であるようなものが存在する。したがって、そのような S1とふは常に同じ

型（対応する Coxeterグラフが重み付きグラフとして互いに同型）である。

•さらにある条件（詳細は割愛）が成り立っているとき、 W は強剛である。
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