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多重ゼータ値の合流関係式
(Confluence relations for the multiple zeta values)

By

Nobuo Sato∗

Abstract

This article is a research announcement of my upcoming joint paper with Minoru Hirose

on a certain class of Q-linear relations among the multiple zeta values (MZVs), which we call

confluence relations. As is well known, MZVs are iterated integrals of meromorphic one-forms
dt
t

and dt
t−1

on a projective line. Here we consider more general iterated integrals of three

different one-forms dt
t
, dt
t−1

and dt
t−z

and define the confluence relations as limits as z → 1 of

Q-linear relations among these iterated integrals. At first, we define standard relations among

the iterated integrals which naturally arise by regarding them as functions of z and thus using

their differential structure with respect to z, and then we consider their limits as z → 1. The

confluence relations seem to give a very rich family of Q-linear relations among MZVs and we

even propose a conjecture that they exhaust all the Q-linear relations among MZVs. As a good

reason for our conjecture, we prove that the confluence relations imply the extended double

shuffle relations (also the duality realtion). A small table up to weight 4 of the confluence

relations is given at the end.

§ 1. 研究の背景と主結果

多重ゼータ値とは、よく知られるように次の多重和で定義される実数である:

(1.1) ζ(k1, . . . , kd) :=
∑

0<m1<···<md

1

mk1
1 · · ·mkd

d

(k1, . . . , kd−1 ≥ 1, kd ≥ 2) .

オイラーはこの級数について特別な場合に考察し、これらの実数の間に例えば∑
0<m<n

1

mn2
=
∑
0<m

1

m3
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などの関係式があることを発見した。現在では多重ゼータ値は有理数体上の混合テイトモ
チーフの周期という数論幾何学的な意味があることが示され [8]、広くその重要性が認識
されるようになってきた。

多重ゼータ値には無限級数による (1.1)の定義の他に、射影直線上の反復積分を使った定
義がある (これらの定義の同値性は難しくない)。反復積分とはP1内のパス γ : [0, 1] −→ P1

と P1 上の (Q係数)有理型微分形式 ω1(t), . . . , ωn(t)に対して,∫
0<t1<···<tn<1

ω1(γ(t1)) · · ·ωn(γ(tn))

で表される P1 の直積内の特定の領域上の積分を指す。ここでは特に極の位置と端点
γ(0), γ(1) を合わせた集合 (S とおく) を固定し、ペア (P1, S) 上の反復積分と呼ぶこと
にする。例えば S = {0, 1,∞}の場合、S 上にのみ極を許した一次の代数的ドラームコホ
モロジー群は dt

t ,
dt
t−1 の 2元によって生成されるため、(P1, {0, 1,∞})上の任意の反復積

分は ∫
0<t1<···<tn<1

dγ(t1)

γ(t1)− a1
· · · dγ(tn)

γ(tn)− an
(a1, . . . , an ∈ {0, 1}, n ≥ 0)

の線形和となっている。いま特に γ を 0から 1への直線のパスとし、

I(a1, . . . , an) :=

∫
0<t1<···<tn<1

dt1
t1 − a1

· · · dtn
tn − an

とおく。このとき多重ゼータ値は

ζ(k1, . . . , kd) = (−1)dI(

k1︷ ︸︸ ︷
1, 0, . . . , 0, . . . ,

kd︷ ︸︸ ︷
1, 0, . . . , 0)

という反復積分に表すことができる。多重ゼータ値において、和 k1 + · · ·+ kdは重さ、d

は深さと呼ばれる。いま全ての多重ゼータ値の張る Q-線形空間を Z, 重さ kの多重ゼー
タ値の張る部分空間を

Zk = Q ⟨ ζ(k1, . . . , kd) | k1, . . . , kd−1 ≥ 1, kd ≥ 2 ⟩

で表すものとする。異なる重さの多重ゼータ値の間には本質的に関係式が無いこと、すな
わち

Z ?
=
⊕
k≥0

Zk

が予想されている。明らかに dimZk ≤ 2k−2(k ≥ 2)であるが、多重ゼータ値の間には多
くの Q-線形関係式があるため実際の次元は自明な上限より遥かに小さい。数値計算から
得られている重さ 16までの予想次元の表は以下のようになる。
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k 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

dimZk 1 0 1 1 1 2 2 3 4 5 7 9 12 16 21 28 37

ザギエは一般に、 ∑
k≥0

dkt
k =

1

1− t2 − t3

で数列 dk を定めるとき、
dimZk = dk

であることを予想した。この予想について寺杣 [8]、ドリーニュ、ゴンチャロフ [1]により

dimZk ≤ dk

が示された。
さて級数表示、積分表示のいずれからも ZkZl ⊂ Zk+l が容易にわかる。ただしそれ

ぞれの表示から自然に得られる積構造は異なり、それぞれスタッフル積、シャッフル積と
呼ばれる。例えば、

ζ(2)2 =
∑

0<m,n

1

m2n2
=

( ∑
0<m<n

+
∑

0<n<m

+
∑

0<m=n

)
1

m2n2
= 2ζ(2, 2) + ζ(4),

ζ(2)2 =

∫
0<t1<t2<1
0<u1<u2<1

dt1
t1 − 1

dt2
t2

du1

u1 − 1

du2

u2

=

(∫
0<t1<t2<u1<u2<1

+

∫
0<t1<u1<t2<u2<1

+

∫
0<t1<u1<u2<t2<1∫

0<u1<u2<t1<t2<1

+

∫
0<u1<t1<u2<t2<1

+

∫
0<u1<t1<t2<u2<1

)
dt1

t1 − 1

dt2
t2

du1

u1 − 1

du2

u2

=2ζ(2, 2) + 4ζ(1, 3)

といった具合である。二通りの積の表示から得られる Q-線形関係式 (上の例では ζ(4) =

4ζ(1, 3))は複シャッフル関係式と呼ばれ、さらに収束しないインデックス (k1, . . . , kd−1, 1)

の場合に拡張したものは正規化複シャッフル関係式と呼ばれる。正規化複シャッフル関係
式は全ての多重ゼータ値間の線形関係式を尽くすことが予想されており [5]、現在のとこ
ろ数値的に重さ 20まで確認されている [6]。多重ゼータ値の全ての関係式を尽くす族を見
つけることは多重ゼータ値の関係式全体の構造を理解する上で非常に重要な研究テーマで
あり、これまでに異なる視点から 3つの「全てを尽くす」ことが予想される大きな族が発
見されている。それらは、

• アソシエーター関係式

• 正規化複シャッフル関係式
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• 川島関係式 [7]

と呼ばれ、上述の正規化複シャッフル関係式以外はそれぞれ、ドリンフェルト・アソシエー
ターの幾何的な対称性 (アソシエーター関係式)、多重調和級数を補間するニュートン級数
(川島関係式)から導かれる。今回の我々の研究では、dt

t ,
dt
t−1 に加えて

dt
t−z を含むより一

般の反復積分 (S = {0, 1,∞, z}の場合)を考察し、その関係式において zを 1に“合流”
させることで「合流関係式」という新たな多重ゼータ値の関係式族を構成し、その族が正
規化複シャッフル関係式及び双対関係式を含む大きなものであることを証明した。今回の
結果を踏まえると多重ゼータ値のすべての (線形)関係式を尽くすことが予想される関係
式族の間の知られている包含関係は以下のようになる。

�����������

���������

���������� ���

�����������

さて、合流関係式の構成の方針は以下のとおりである。 dt
t−z を含む反復積分は zの関

数とみなすことが出来るため、zについて微分するという操作が可能である。いま 3変数
非可換多項式環 Q ⟨e0, e1, ez⟩の部分環

A0
z :=

⊕
n≥0

a1 ̸=0, an ̸=1

Q ea1
· · · ean

を考え、各単項式 ea1
· · · ean

に

I(a1, . . . , an) (a1, . . . , an ∈ {0, 1, z})

を対応付ける Q-線形写像を Lとおこう。このとき、後に定義する“Az 上の代数的微分
∂α,β ”を用いて w ∈ A0

z に対して、

d

dz
L(w) =

1

z
L(w0) +

1

z − 1
L(w1)

をみたす w0, w1 ∈ A0
z を自然に構成できる。この代数的微分を利用すると、標準関係式と

いう (P1, {0, 1,∞, z})上の反復積分の関係式族 IST ⊂ kerLを定義することが出来る。合
流関係式とは、およそこの標準関係式の z → 1での極限から得られる多重ゼータ値の関
係式である。いま A0 := A0

z ∩Q ⟨e0, e1⟩とおくと、λ(kerL) ⊂ kerLとなる写像

λ : A0
z −→ A0



多重ゼータ値の合流関係式 (Confluence relations for the multiple zeta values) 187

が構成できる。特に

w ∈
⊕
n≥0

a1 ̸=0, an ̸=1,z

Q ea1
· · · ean

(= Q⊕Aze0)

に対しては λ(w) = w|z→1(w|z→1 は w内の ez を e1 に置き換えた元)であって, λは極限
limz→1 L(w)が発散する場合に対して ez を e1に置き換える写像を適切に拡張した写像で
ある。

標準関係式の定義にはいくつかの同値な言い換えがあるが、一つの方法としてある
写像 φ� ∈ End(A0

z)の像として定義することが出来る。さらに、写像 λを組み合わせる
ことで各 w ∈ A0

z に対して、それに対応する合流関係式 λ ◦φ�(w)を具体的に与えること
が出来る (本稿末の表参照)。また、本稿では合流関係式が多重ゼータ値の関係式を全て生
み出すという予想を述べ、予想の肯定的な支持材料として、最後に正規化複シャッフル関
係式と双対関係式がいずれも合流関係式に含まれるという結果を紹介する。

なお本稿はリサーチ・アナウンスメントであるため、結果の紹介をメインにしてい
る。本文中の多くの命題の証明は本論文 [4]および関連論文 [3]を参照されたい。

§ 2. 標準関係式

この節では (P1, {0, 1,∞, z})上の反復積分について考察し、それらの間の標準関係式
を導入する。次の設定を用いる。Az := Q ⟨e0, e1, ez⟩, A := Q ⟨e0, e1⟩とし、S ⊂ P1に対
して, 許容語の集合W 0

S を

W 0
S : = {ea1 · · · ean |n ≥ 0, a1, . . . , an ∈ S, a1 ̸= 0, an ̸= 1}

で定め、

A0
z : =

⊕
w∈W 0

{0,1,z}

Qw (⊂ Az)

A0 : =
⊕

w∈W 0
{0,1}

Qw
(
= A ∩A0

z

)
とおく。

Definition 2.1 (シャッフル積). シャッフル積� : Az ⊗ Az −→ Az を w � 1 =

1� w = w (w ∈ Az)および、

exu� eyv = ex(u� eyv) + ey(exu� v) x, y ∈ {0, 1, z}, u, v ∈ Az

で語長 (次数)に関して帰納的に定義する。
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Definition 2.2 (スタッフル積 [3]). スタッフル積 ∗ : A⊗Az −→ Az を u ∗ 1 =

u, 1 ∗ v = v (u ∈ A, v ∈ Az)および、

exu ∗ eyv = exy(u ∗ eyv + exu ∗ v − e0(u ∗ v)) x ∈ {0, 1}, y ∈ {0, 1, z}, u ∈ A, v ∈ Az

で語長 (次数)に関して帰納的に定義する。スタッフル積は「積」と名前がついているも
のの、実際は Az の A加群の構造である。

Remark. 2 つの積は共に可換、結合的 (スタッフル積については A 加群である
という意味) である。上のスタッフル積の定義は一般化されており標準的ではないが、
zk = −e1e

k−1
0 を用いた標準的なスタッフル積 ∗ : A1 ⊗A1 −→ A1 (A1 := Q⊕ e1A ⊂ A)

の定義と整合的である [3]。

また、Q-線形写像 L : A0
z → Cを

L(ea1 · · · ean) :=

∫
0<t1<···<tn<1

dt1
t1 − a1

· · · dtn
tn − an

で定める。許容語の条件 a1 ̸= 0, an ̸= 1 は、反復積分が収束するための必要十分条件で
あることに注意する。

Proposition 2.3 ([3]). Lはシャッフル積、スタッフル積を通常の積に移す。すな
わち、

L(u� v) = L(u)L(v) (u, v ∈ A0
z)

L(u ∗ v) = L(u)L(v) (u ∈ A0, v ∈ A0
z).

次に、Az 上に微分作用素 ∂α,β を以下で定義する。

Definition 2.4 ([2]). α, β ∈ {0, 1, z}に対して、Az 上のQ-線形写像 ∂α,β を各単
項式 ea1

· · · ean
に対して

∂α,β (ea1
· · · ean

) :=
n∑

i=1

(
δ{ai,ai+1},{α,β} − δ{ai−1,ai},{α,β}

)
ea1

· · · êai
· · · ean

で定める。ここで集合 S, T に対してクロネッカー記号を

δS,T :=

1 S = T

0 S ̸= T

で定めるものとし、また式を簡潔に表すため便宜的に a0 = 0, an+1 = 1と定義した。

Remark. この微分作用素について、∂α,β = ∂β,α(添字の対称性)は明らかである。
また、∂α,β(A0

z) ⊂ A0
z も容易。さらに A0

z 上で ∂α,α = 0および ∂1,0 + ∂z,0 + ∂z,1 = 0が
成立することが分かる。
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さて、この微分写像は実際の微分 d
dz と以下の関係がある。

Proposition 2.5 ([2]). w ∈ A0
z に対し、

d

dz
L(w) =

1

z
L(∂z,0w) +

1

z − 1
L(∂z,1w).

w ∈ Az に対し、記号 w|ez→0 で ez に 0を代入した元を表すものとする。明らかに

w|ez→0 = 0 ⇐⇒ w ∈ AzezAz ∩ A0
z

である。命題 2.5から直ちに次を得る。

Lemma 2.6. w ∈ A0
z に対し、

L(∂z,0w) = L(∂z,1w) = 0

かつ w|ez→0 = 0であるならば、
L(w) = 0.

ただし記号 w|ez→0 で ez に 0を代入した元を表すものとする。

Proof. 仮定から命題 2.5より、 d
dzL(w) = 0、よって L(w)は zの関数として定数で

ある。したがって
L(w) = lim

z→∞
L(w) = L(w|ez→0) = 0.

また、この微分作用素はシャッフル積・スタッフル積について導分になる。

Theorem 2.7 ([3]). a ∈ {0, 1}について次の恒等式が成立する。
(1) u, v ∈ Az に対して

∂z,a(u� v) = ∂z,a(u)� v + u� ∂z,a(v)

(2) u ∈ A1, v ∈ Az に対して

∂z,a(u ∗ v) = u ∗ ∂z,a(v)

((2)で、∂z,a(u) ∗ vは恒等的に 0のため省略した。)

命題 2.5を踏まえて標準関係式を以下のように定義する。

Definition 2.8 ([4]). w ∈ A0
zが標準関係式であるとは、任意の r ≥ 0とa1, . . . , ar ∈

{0, 1}に対して
(∂z,a1

· · · ∂z,ar
w)|ez→0 = 0

を満たすことと定める。標準関係式全体のなす Qベクトル空間を IST と表記する。
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Remark. 標準関係式 w ∈ IST が関係式である (L(w) = 0である)ことは命題 2.5

から直ちに従う。

標準関係式には便利な言い換えが存在する。まず線形写像 φ� : A0
z −→ Az を以下の

ように定義する [4]。

φ�(w) :=
∑
r≥0

b1,...,br∈{0,z}

(∂1,b1 · · · ∂1,brw)|ez→0 � eb1 · · · ebr .

Proposition 2.9 ([4]). φ�(A0
z) ⊂ A0

z。また φ�はA0
z の�代数としての準同型

で、冪等 (φ� ◦ φ� = φ�)である (冪等性は次の定理から直ちに分かる)。

Theorem 2.10 ([4]). wが標準関係式であることと、φ�(w) = 0であることと、
ある u ∈ A0

z について w = u− φ�(u)と書けることは全て同値である。すなわち、

IST = kerφ� = im (id− φ�) .

Proof. ∂1,0 = −∂z,1 − ∂z,0だから、w ∈ ISTならば φ�(w) = 0。また、φ�(w) = 0

ならば w = w − φ�(w) ∈ im (id− φ�)。よって

IST ⊂ kerφ� ⊂ im (id− φ�) .

つぎに逆の包含を示す。いま b, b1, . . . br ∈ {0, z}ならば ∂1,b (eb1 · · · ebr ) = δb,breb1 · · · ebr−1

だから、

∂1,bφ�(w) =
∑
r≥0

b1,...,br∈{0,z}

(∂1,b1 · · · ∂1,brw)|ez→0 � δb,breb1 · · · ebr−1

=
∑
r≥1

b1,...,br−1∈{0,z}

(
∂1,b1 · · · ∂1,br−1

∂1,bw
)∣∣

ez→0
� eb1 · · · ebr−1

= φ�(∂1,bw)

ゆえに ∂z,aφ�(w) = φ�(∂z,aw) (a ∈ {0, 1})。いま φ�(u)|ez→0 = u|ez→0 だから、

(∂z,a1 · · · ∂z,ar (w − φ�(w)))|ez→0 = ∂z,a1 · · · ∂z,arw|ez→0−φ�(∂z,a1 · · · ∂z,arw)|ez→0 = 0.

よって im (id− φ�) ⊂ IST。

Remark. 上の定理により標準関係式は w ∈ A0
z に対して w−φ�(w)という形で具

体的に与えられる。また、ここでは省略したが、φ� の定義において�を ∗に置き換え
た φ∗ も全く同様に定義され、A0

z の (A, ∗)加群としての冪等な自己準同型になる。この
φ∗ を用いると IST の別の表示

IST = kerφ∗ = im (id− φ∗) .

が得られる [4]。
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§ 3. 合流関係式

前節で定義した標準関係式から多重ゼータ値の関係式をどのように導くかを説明す
るのがこの節のテーマである。合流関係式とは、標準関係式の z → 1の極限から得られ
る関係式のことである。考え方自体は非常にシンプルであるが、十分な関係式を得るため
には極限が発散してしまう場合も考察する必要があり工夫が必要である。また発散する場
合の取扱いは慎重にしないといけない。例えば、

(3.1) eze0 + e1ez − e2z ∈ IST

とすると、
L(eze0) + L(e1ez)− L(e2z) = 0

が z ∈ C\ [0, 1]に対して成立している。ここで z → 1の極限を真面目に考えずに単に z = 1

を代入したらどうか？(3.1)で単純に ezを e1に置き換えた式は
(
eze0 + e1ez − e2z

)
|ez→e1 =

e1e0 だが、

L(e1e0) = −π2

6
̸= 0

である。これは z → 1 + 0の極限をとると、L(e1ez)と L(e2z)の二項とも発散し、

lim
z→1+0

(
L(e1ez)− L(e2z)

)
が 0にならないためである。すなわち

lim
z→1+0

L(w) = L(w|ez→e1)

は任意の w ∈ A0
z に対しては成立しない。しかし、こうした場合でも、発散の様子を記述

することで「発散のない場合の ez を e1に置き換える操作」を発散する場合に一般化し多
重ゼータ値の関係式を得ることが出来る。以下にその手順を述べる。

まず、

W−2
{0,1,z} := {ea1

· · · ean
|n ≥ 0, a1, . . . , an ∈ {0, 1, z}, a1 ̸= 0, an /∈ {1, z}}

とおき、A−2
z ⊂ A−1

z ⊂ A0
z を

A−2
z : =

⊕
w∈W−2

{0,1,z}

Qw

A−1
z : =

⊕
j≥0

A−2
z ejz

で定める。w ∈ A−2
z に対しては limz→1+0 L(w) = L(w|ez→e1)が成立することに注意す

る。次の補題が基本的である。
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Lemma 3.1 ([5, 4]). w ∈ A0
z に対して、十分大きいm ≥ 0について

L(w)− Pw(log(z − 1)) = O((z − 1) logm(z − 1)).

を満たす多項式 Pw(T ) ∈ R[T ]がただ一つ存在する。

この補題より L(w) = 0 ⇔ Pw(T ) = 0だから、w ∈ A0
z に対して Pw(T )の各係数を

多重ゼータ値の線形和に表せれば、それらは関係式を与える。いま λ′′ : A−2
z −→ A0 を

λ′′(w) := w|ez→e1

で定めると、w ∈ A−2
z に対して明らかに L(λ′′(w)) = Pw(0)である。そこで以下では、

L(λ(w)) = Pw(0)

を満たす λ′′ のうまい拡張 λ : A0
z −→ A0 を構成する。

• STEP 1. まず λ′′ を λ′ : A−1
z −→ A0 へ拡張しよう。同型

A−2
z ⊗Q ⟨ez⟩ −→ A−1

z ; u⊗ v 7→ u� v

の逆写像を reg{z} で表す。このとき、reg{z}(w) =
∑

i≥0 wi ⊗ eiz とすると、

Pw(T ) =
∑
i≥0

L(wi|ez→e1)
T i

i!

である。従って、

A−1
z

≃−−−−→
reg{z}

A−2
z ⊗Q ⟨ez⟩

↠−−−−−−−→
id⊗(|ez→0)

A−2
z ⊗Q = A−2

z ; w 7→ w0

の合成写像を reg
(0)
{z}と表すことにすると λ′ := λ′′ ◦ reg(0){z}は L(λ′(w)) = Pw(0)を満

たす λ′′ の A−1
z への拡張である。

• STEP 2. さらに λ′ を λ : A0
z −→ A0 へ拡張する。同型

A−2
z ⊗ (A0

z ∩Q ⟨e1, ez⟩) −→ A0
z ; u⊗ v 7→ u� v

の逆写像を reg{z,1}で表す。次に、Az上の反自己同型 τzを τz(e0) = ez−e1, τz(e1) =

ez − e0, τz(ez) = ez で定義し、f を τz の A0
z ∩Q ⟨e1, ez⟩への制限として

A0
z

≃−−−−−→
reg{z,1}

A−2
z ⊗

(
A0

z ∩Q ⟨e1, ez⟩
) ≃−−−→

id⊗f
A−2

z ⊗
(
A0

z ∩Q ⟨e0, ez⟩
) ↠−−−−−−−→

u⊗v 7→u�v
A−1

z

の合成写像を N : A0
z −→ A−1

z とおく。f は Q ⟨ez⟩上は恒等写像なので、N は A−1
z

上は恒等写像。また構成から、L(w) = L(N(w)) である。よって、λ := λ′ ◦ N は
L(λ(w)) = Pw(0)を満たす λ′ の A0

z への拡張である。
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さて、ICF := λ(IST)とおき、w ∈ ICFを合流関係式と呼ぶ。λの性質から直ちに次が得
られる。

Theorem 3.2 (合流関係式 [4]). w ∈ ICF に対して L(w) = 0。すなわち合流関
係式は多重ゼータ値の関係式を与える。

Conjecture 3.3 ([4]). ICF = kerL∩A。すなわち、合流関係式は全ての多重ゼー
タ値の線形関係式を与えるだろう。

この予想を支持する根拠として、次の結果を得た。

正規化複シャッフル関係式を含むこと

第一節でも述べた正規化複シャッフル関係式は、正確には次のように定式化される。
同型

A0 ⊗Q ⟨e1⟩ −→ A1(:= Q⊕ e1A) ; u⊗ v 7→ u� v

の逆写像と定数項を取り出す写像 A0 ⊗Q ⟨e1⟩ −→ A0 ⊗Q = A0 の合成を reg
�
とおく。

このとき、正規化複シャッフル関係式とは

reg
�
(u� v − u ∗ v) (u ∈ A1, v ∈ A0)

の形の元のことであり、よく知られる通り kerL∩A0の元を与える。いま正規化複シャッ
フル関係式が生成する (A0,�)のイデアルを IRDS とおく。

Theorem 3.4 (正規化複シャッフル関係式を含むこと [4]). IRDS ⊂ ICF.

正規化複シャッフル関係式は多重ゼータ値の全ての関係式を与えると予想されている
ため、その予想を仮定すれば予想 3.3も正しいことになる。

双対関係式を含むこと

A0上に反自己同型 τ を τ(e0) = −e1, τ(e1) = −e0で定義する。このとき、双対関係
式とは

w − τ(w) (w ∈ A0)

の形の元で、kerL ∩A0の元を与える。双対関係式が生成する (A0,�)のイデアルを I∆
とおく。

Theorem 3.5 (双対関係式を含むこと [4]). I∆ ⊂ ICF.

現時点では I∆ ⊂ IRDSは証明されていないため、Theorem 3.5は Theorem 3.4と独
立した主張である (双対関係式と正規化複シャッフル関係式は異なる背景から得られるた
め、包含関係を示すのは現状では難しい問題と考えられている)。
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合流関係式の表

最後に重さが 4までの合流関係式の表を記す。ここで、w ∈ Q ⟨e0, e1⟩ ∪Q ⟨e0, ez⟩ ∪
Q ⟨e1, ez⟩の場合は合流関係式が自明 (λ(w − φ�(w)) = 0)となるため、その場合は予め
省いてある。

w λ(w − φ�(w)) w λ(w − φ�(w))

eze1e0 −e1e
2
0 − e21e0 e1e

2
ze0 2e1e0e1e0 + 6e21e

2
0 + 3e31e0

e1eze0 2e1e
2
0 + 2e21e0 e1eze0ez −2e1e0e1e0 − 6e21e

2
0 − 3e31e0

e1e0ez −e1e
2
0 − e21e0 e1eze

2
0 3e1e

3
0 + 2e1e0e1e0 + 6e21e

2
0

e2ze1e0 e1e0e1e0 + e21e
2
0 + e31e0 e1eze1e0 3e1e

3
0 + 5e1e0e1e0 + 13e21e

2
0 + 4e31e0

eze0e1ez −4e21e
2
0 − e31e0 e1e0e

2
z e1e0e1e0 + e21e

2
0 + e31e0

eze0e1e0 −e1e
3
0 − 4e21e

2
0 e1e0eze0 −3e1e

3
0 − 2e1e0e1e0 − 6e21e

2
0

eze1eze0 −2e1e0e1e0 − 6e21e
2
0 − 3e31e0 e1e

2
0ez e1e

3
0 + e1e0e1e0 + e21e

2
0

eze1e0ez 4e21e
2
0 + e31e0 e1e0e1ez e1e

3
0 + e1e0e1e0 + e21e

2
0

eze1e
2
0 −e1e

3
0 − e1e0e1e0 − e21e

2
0 e21eze0 −3e1e

3
0 − 2e1e0e1e0 − 6e21e

2
0

eze
2
1e0 −e1e

3
0 − 2e1e0e1e0 − 6e21e

2
0 − 2e31e0 e21e0ez e1e

3
0 − e1e0e1e0 − e21e

2
0 − 2e31e0

Table 1. 重さが 3, 4の各 w ∈ A0
z に対する λ(w − φ�(w))の表
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