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概要

本稿では， 3次元ユークリッド空間内のガウス曲率負一定曲面の理論を概説し， Wallner[20] 
による半離散ガウス曲率負一定曲面の理論を紹介する．さらに，半離散ガウス曲率負一定曲面

の曲率についてこれまでに得られた結果と，考えうる問題をいくつか紹介する．

1 紹介

曲面の「離散化」は，離散微分幾何の主要なトピックの一つである．離散化という用語には，主

に以下の意味があると考えている：

•曲線や曲面等の幾何的対象を何らかの意味で近似し，対象に近い形状を構成する．

•曲線や曲面等の対象が持つ性質を持った，離散幾何的対象の理論を新たに構築する．

離散化とは前者のことを意味すると思われるかもしれないが，離散微分幾何の研究で真に探求し

たいのは後者であり，数学研究としての新たな方向性を開拓することを目的に様々な研究がなさ

れている．離散微分幾何は，近年ようやく確立された，以下の指導原理に基づいて研究が進めら

れている ([2]): 

Discretize the whole theory, not just the equation. 

連続的な（以後「なめらかな」と表記）場合， 3次元空間内の曲面は実に多様な側面を持ってお

り，多様なアプローチを用いて研究がなされてきたたとえば， 3次元ユークリッド空間配内の
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極小曲面は石鹸膜の数理モデルであり，微分幾何，変分問題，複素関数論，可積分系と深く関わ

りを持ち，実に多角的に研究がなされている．

本稿では，ガウス曲率負一定曲面 (K曲面）の可積分な半離散化を紹介する． K曲面の可積分

条件はsine-Gordon方程式であり， sine-Gordon方程式の既知の解から新たな解を生成するベック

ルンド変換が， K曲面間の変換を用いて発見されるなど， K曲面は微分幾何と可積分系の双方か

ら興味を持たれる研究対象である． Bobenko,Pinkall [1]はK曲面の可積分な離散化を提唱し，そ

の類似物として， Wallner[20]は半離散k曲面の基礎理論を構築した離散K曲面の理論は様々

な文献で概要が紹介されているが，半離散曲面の理論について紹介されている文献はあまり多く

ない．そこで本稿では， Wallnerによる半離散K曲面を概説し，筆者 [12]が取り組んでいる問題

をいくつか紹介する．

2
 
3次元ユークリッド空間内のK曲面

本章ではなめらかなK曲面の理論を概説する．まず，恥n(n = 2, 3)を標準的なユークリッド内

積〈•,•〉をもつ n 次元ユークリッド空間とし， IIXII== ✓衣□)(}(XE 町）と表す．ここでは C(X)
級写像

p: De配

U) 

→ 屈3
U) 

(u,v) 

を考える．特に，p(u,v)は正則曲面とし，p(u,v)の単位法ベクトル場v(u,v)を

卜 p(u,v) 

迦 x迦
v(u, v) := ~ E §2 :={XE恥3I IIXII = 1} 

II舟x患

と定める． ここで， Xは通常のベクトル積である．さらに，第一基本形式Ip,第二基本形式止を

Ip=〈dp,dp〉 =Ed研＋2Fdudv+ Gdv2, ITp =-〈dp,dv〉=Ld研＋2Mdudv + N dv2 

LN-M2 
と定め， K:= をp(u,v)のガウス曲率とおく．

EG-F2 
詳細は［19]を参照．

K<Oのとき，以下の性質が成り立つ．

定理 2.1.曲面p(u,v)のガウス曲率KがK<Oをみたすとき，

L=-〈Pu,Vu〉=〈Puu,V〉=0,N=-〈Pv，叩＝〈Pvv,V〉=0 

をみたす (u,v)が存在する．

p(u,v)をA曲面という．

これを漸近線座標といい，漸近線座標でパラメータ表示された曲面

A曲面はガウス曲率負一定曲面 (K曲面）を含む曲面のクラスである．

曲面に着目する．p(u,v)をA曲面とし，条件

(Puu)v = (Puv)u, (Puv)v = (Pvv)u 

そこで， ここからはA

(1) 
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を考える．功(i,j,k= 1,2)とおくと，方程式（1)より次の三式が得られる：

K = -½ {(r恥— (r恥＋rf心＋（団）2-ri1ri2 -rr1r羞｝（2)
Mu=-M(団 -n1), Mv = M(r羞— ri2) (3) 

方程式 (2)をGauss方程式，方程式 (3)をCodazzi方程式という．ここで，

1 V ⑳ 
K=―芦 <O(p>O),a=a(u,v)=~, b=b(u,v)= 

p p 

とおくと，第一基本形式，第二基本形式はそれぞれ

Ip= p％攣＋2p2abcoswdudv+ p叩dv2,lip = 2pab sin wdudv (w := cos―1 ||ごpuìVV〉||)
と表せる．さらに， Gauss方程式 Codazzi方程式は次のように書き換えられる．

Wuv + ~(¥a sinw) u十；（詈sinw)v -absinw = O 
伽＋生a-{;:bcosw = 0, bu+生b-生acosw= 0 
2p 2p.'~.  2p 2p 

ここで， Kを定数，つまりpを定数と仮定すると，

Wuv -absinw = 0 

叫＝ bu=0 

(4) 

(5) 

方程式 (5)より， a(u,v)= a(u), b(u,v) = b(v)となることが分かる．方程式 (5)を満たす漸近線

座標 (u,v)を漸近Chebyshev網といい，また方程式（4)をsine-Gordon方程式という．

ここまではK曲面があれば，そこから定まる角度関数w(u,v)がsine-Gordon方程式の解とな

ることを確認した．逆に， sine-Gordon方程式の解が与えられれば，それに対応する K曲面が与

えられることを確認する．曲面論の基本定理より， sine-Gordon方程式の解w(u,v)があれば，

Ip= p2a(u)2犀＋2p2a(u)b(v)coswdudv + p2b(v)2dv2, IIp = 2pa(u)b(v) sinwdudv 

をそれぞれ第一拮本形式，第二拮本形式にもつ，ガウス曲率K=-p―2のK曲面p(u,v)が，回

転と平行移動を除いて一意に定まる．

注意．三点注意．

•方程式 (5) より， A 曲面が K 曲面であるための必要十分条件は， IIP』 |v = IIPvllu = 0が成り
立つことである．これは，半離散k曲面の定式化において重要な役割を果たす．

du'dv' 
•方程式 (5) より，パラメータ (u,v) を一—=pa, ―- =pbを満たす (u1,V')に取り換えるこdu,--'dv 
とにより，方程式 (4)を

1 → (u',v')―戸sinw(u',v')= 0 
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と表すこともできる．

●入を正の定数とする．すると (a,b)→（入a，入ーlb)（入＞ 0)と置き換えても，方程式 (4),(5) 
は変わらない．この変換により，与えられた K曲面p(u,v)の1パラメータ族炉(u,v)が存

在する．つまり，

I; = p叩a2厨＋2p2abcoswdudv+ p2入ー2炉dv2,rr; = 2pab sin wdudv 

をそれぞれ第一基本形式，第二基本形式にもつ，ガウス曲率K=-p―2のK曲面炉(u,v)

が存在することが分かる．

図 1：擬球面とそのパラメータ曲線．擬球面のパラメータ曲線は捩率一定の空間曲線となる．

次章に移る前に， K曲面の性質のうち興味深い性質を一つ紹介する．この性質は， Wallnerに

よる半離散k曲面の定式化において鍵を握る．詳細は [17]を参照．

定理 2.2.p(u, V)を漸近Chebyshev網でパラメータ表示されたK曲面とする．このとき u曲線， v

曲線はそれぞれ捩率 Tが (0でない）一定の空間曲線となり，p(u,v)のガウス曲率KはK=-T2 

をみたす．逆に，捩率 Tが一定の空間曲線1(s)が与えられたとき， sine-Gordon方程式による捩

率一定曲線の捩率を保つ等周変形により， K曲面1(s,t)を復元できる．

3 半離散k曲面

3.1 離散K曲面の概要と最近の進展

本題に入る前に，離散k曲面の研究の背景について簡単に述べる．離散ガウス曲率負一定曲面

は， Wunderlich[21]によって幾何的に自然な設定で枠組みのもとで定式化された．この理論が導

出された当時は，可積分系との繋がりは特に考えられていなかった．これとは独立して，広田 [5]

により離散sine-Gordon方程式が導出されているが，離散k曲面との繋がりは発見されていなかっ

た． Bobenko,Pinkall [1]は，離散k曲面の可積分条件が，［5]の離散sine-Gordon方程式（正確

には，係数を一般化したもの）となることを示した．この研究を契機として，可積分性を保つ，曲

線と曲面の微分幾何の離散化が活発に行われている．
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離散k曲面に関連した最近の研究の進展についても簡単に述べておく．定理 2.2の離散版，つ

まり捩率一定の離散曲線の離散等周変形が井ノロ，梶原，松浦，太田［7]によって与えられた．捩率

を保つ離散等周変形は，離散mKdV方程式によって変形させるか，あるいは離散サイン・ゴルド

ン方程式によって変形させるかを自由に選択することができる．この変形により得られる離散空

間曲線の変形列は，離散K曲面となることが［7]によって示されている．これは離散的な場合の

みに起こりうる現象で，離散曲線と離散曲面の数学研究が，単になめらかな微分幾何学の離散ア

ナロジーではないことを示唆している．

3.2 半離散K曲面の定式化

ここから本題である， Wallnerによる半離散k曲面の理論を概説する．半離散曲面x(k,t)とは，

x : Z x賊→配

U) U) 

(k, t)→ x(k, t) 

を指す． xの像は配内の曲線の列となるが，各kEZに対して，区分的な線織面

Rk(s, t) := y(s, t) = (1-s)x(k, t) + sx(k + 1, t) (s E [O, 1], t E賊）

を描き，半離散曲面を区分的な線織面の貼り合わせとして可視化する（図2参照）．

⇒ 

図 2:半離散曲面の可視化．区分的な線織面 R瓜s,t)の貼り合わせにより，半離散曲面を可視化
する．

まずは記号を整理する．本稿では，

x = x(k, t), x1 := x(k + 1, t), x1 := x(k -1, t) 
d d2 

枷：＝一x(k,t), 82x :=—x(k, t),△X := Xl -X,△XI:= X - XI 
dt dt2 

と表す．なめらかな場合， K曲面はA曲面であることから，半離散的な場合においても，半離散

k曲面を半離散A曲面の特別な例として取り扱う．連続的な場合を参照し，半離散A曲面を以下

のように定義する．
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定義 3.1.半離散曲面 x(k,t)が半離散 A曲面であるとは，任意の (k,t) E Z x脱に対して，

釦， 82x,ふ，△町が同一平面上にあることをいう．

この定義は自然なものである．なめらかな場合， A曲面p(u,v)がL= N = 0をみたすので，

Pu, PぃPuu,Pvvが同一平面上に含まれることを意味する． Pv,Pvvをそれぞれ

p(u,v+J~ （前進差分）
6 

p(U,v+6)-p(U,v) _ p(U,v)-P(U,V-6) 
6 6 

6 
p(u,v+o)-2p~ に階微分の中心差分）

炉

で置き換え，<5=1を代入する．すると， 4つのベクトル

Pu, Puu, p(u, v + <5) -p(u, v), p(u, v + 1) -2p(u, v) + p(u, v -1) 

が同一平面上にある， とみなせる．これが半離散A曲面の定義の由来である＼

次に半離散k曲面を定義する竺これは K曲面がA曲面かつ漸近Chebyshev網でパラメータ

表示されるという性質を反映している．詳しくは定理 2.2前の注意を参照．

定義 3.2.半離散A曲面x(k,t)が

△||axll =BIi△xii =0 

をみたすとき， x(k,t)を半離散K曲面という．

この定義のもとで，次の性質が成り立つ．これは定理 2.2にあたる性質であり，この性質の後

半部分は，［20]における半離散K曲面の定義で与えられた条件と一致する．なお，各kEZを固

定して x(k,t)を配内の正則曲線として考えるときは， x(k,t) = xk(t)と表す．

定理 3.1.x(k, t)を半離散k曲面とする． kEZを固定し，各正則曲線Xk(t)の捩率を Tkとおく

と， TkはKによらず一定となる．さらに，半離散A曲面が半離散k曲面であるための必要十分条

件は， TkがKによらず一定となることである．

注意． Kでなくtを固定すると，各tE民に対して， x(k,t) (k E Z)は離散曲線となる．この離散

曲線の捩率が一定となるかどうかは，著者は確認していない．離散曲線の捩率の定義については，

例えば [7],[9]の定義を採用して計算することを課題として挙げたい．

次に半離散A曲面に対するルリューヴルベクトル場を定義する．

定義 3.3.x(k,t)を det(8x，△x,8x1-8x) > 0をみたす半離散A曲面とし，

8x X△x 
n(k, t) := 

det(8x，△x,8x1 -ax)う

をx(k,t)のルリューヴルベクトル場という．

憮散A曲面も同様に定義できる．詳細は [1],[2]参照．
2本稿では [20]とは異なる形で半離散K曲面を定義している．これは離散K曲面の定義との統一性を持たせるこ
とを目的としている．
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定義より，ルリューヴルベクトル場が以下の関係式を満たすことを直ちに確認できる：

枷＝nX 8n,△X = -n X△n 

この性質は，なめらかな場合のルリューヴルベクトル場がみたす性質の半離散版であると解釈で

きる（なめらかな場合は［17]参照）．特に，半離散K曲面に対しては次が成り立つ．

命題 3.1(Lemma 3.1.1, Theorem 3.1.2, [20]).次の二つが成り立つ．

• x(k, t)を半離散k曲面とすると， lln(k,t)IIは一定．

• x(k, t)を半離散K曲面とすると，△|lonll=oil△n|| =0をみたす．

ここまでのもと，半離散K曲面と［15],[16]の半離散sine-Gordon方程式との関係を述べる．半

離散k曲面の定義より，任意の kEZに対し， llox(k,t)II = 1としても一般性を失わない．また

定理 3.1より， Tkは定数となり，さらに lln(k,t)II＝佐（£>0は定数）．命題 3.1の二つ目の性質

より，

8||知 ||2= 8(2 -2〈n1,n〉)= 0 

したがってnとmがなす角はtによらない．そこで， a(k):= cos―1化―2〈n,n1〉)とおく．同様に
半離散k曲面の定義より，以下の等式で定義される関数ゃを考える：

-1 〈ox，△x〉＿1〈8x1，△x〉
r.p : = cos -~ = cos 

lloxllll△xii --- ll8x1IIII△xii 

ここで， Xk(t),Xk+1(t)のFrenet枠をそれぞれ{e1,e2，屈｝，｛ei,ef,ef}とおくと， e1= ox,△x,召＝
贔を含む平面と，吋＝ ox,△x,er＝蒻急『を含む平面の共通部分が△xを含む直線となるこ

とから

△x 1 1  2 

II△叫I
= coscpe.L + sincpe2 = coscp釘＋sincp e1 (6) 

と表せる．ここで， e汽erのなす角がa(k)となり，ルリューヴルベクトル場nはe3のスカラー

倍，特に (n,n1) =耳（e汽er)と表せるから，〈e叫er〉=cosa(k)となる． ここで，

1 2 1 2 r = -sin t.p e'+ cos t.p e", r1 = -sin t.p釘＋cost.p ej' 

とおくと，｛r，企｝，｛r1,er}はそれぞれ△xを含む直線に直交する平面の正規直交甚底となる．す

ると

-〈r1,e3〉=〈r,er〉=sina(k) 

が成り立つ（図3参照）．ここで， Xk(t)の捩率を T （一定）とおき，方程式 (6)をtで微分する

と，空間曲線に対する Frenet-Serretの公式より

（科（t)+如）r+ Tsinゃe3=（繹＋1(t)+如）門＋Tsinゃef

が得られる．ここで，科(t)は曲線Xk(t)の曲率である．両辺と e叫e予との内積をそれぞれとると，

次が得られる．
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図3:e3, er, r, r1の配置これらのベクトルは，△xに直交する平面上に含まれる単位ベクトルと
なる．

補題 3.1(Theorem 3.3.1, [20]). xk(t)の曲率科(t),a(k), r.p(k, t)は次をみたす．

a(k) 
Kk+l (t) + Kk(t) = -Wr.p(k, t), Kk+l (t) -Kk(t) = -2T sin r.p(k, t) tan― (7) 

2 

さらに，ゃ(k,t)は次をみたす．

a(K+ 1)a(K)  
8r.p(k + 1, t) -aゃ(k,t) = T sin r.p(k + 1, t) tan~+ T sin r.p(k, t) tan― (8) 

2 2 

[20]では方程式（8)を半離散sine-Gordon方程式と呼んでいるが，この形は他の文献ではあま

り見られない．そこで，方程式（7)を変形し，他の文献でも現れる半離散sine-Gordon方程式を

導出する．関数ゅ(k,t)を

-Kk(t) = 8ゆ(k,t), r.p(k, t) = ~{'1/J(k + 1, t)十心(k,t)} 
2 

と定めると，ゆ(k,t)は方程式（7)の第一式をみたす．さらに第二式を計算することで次の結果が

得られる．

定理 3.2(Theorem 3.4.1, [20]). x(k, t)を半離散K曲面とし， ll8x(k,t)II = 1と仮定する．科(t),T 
をそれぞれXk(t)の曲率と捩率，r.p(k,t), a(k)をx(k,t)とそのルリューヴルベクトル場n(k,t)か

ら定まる関数とする．このとき

1 
-1,,k(t) = 0ゆ(k,t), r.p(k, t)＝ー｛心（k+ 1, t)＋心(k,t)} 

2 

により定める関数心(k,t)が存在し，ゆ(k,t)は次の方程式をみたす：

O心(k+ 1, t) -fJゆ(k,t) = 2T tan ~ sin 
a(k) 心（k+ 1,t)十心(k,t) 
2 2 

(9) 

方程式 (9)を半離散sine-Gordon方程式という．注目すべき点としては，これは [15],[16]の半

離散sine-Gordon方程式の係数を一般的なパラメータに拡張したものとなっており， a(k)がKに
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よらない定数であれば，従来の半離散sine-Gordon方程式と一致する．

本章の終わりに，半離散sine-Gordon方程式と最近の研究との関わりについて簡単に紹介する．

半離散sine-Gordon方程式は，半離散K曲面だけでなく，離散曲線の捩率を保つ連続的等周変形

にも現れる ([8],[9]参照）．この結果はカライドサイクルの構成に応用されており，工学研究で

も大変興味深い研究対象である．さらに，半離散sine-Gordon方程式の明示解の研究も行われて

いることから ([10]参照），半離散sine-Gordon方程式の解を用いて，半離散K曲面を具体的に

構成することが今後の課題として挙げられる．

4 終わりに

4.1 半離散k曲面のガウス曲率

本稿ではK曲面，半離散K曲面の研究について概説した．ここでは，筆者が取り組んでいる問

越を紹介する．［20]では，半離散K曲面のガウス曲率を，空間曲線 Xk(t)の捩率を用いて定義し

ている．この定義とは独立して，半離散曲面の曲率の概念が， Karpenkov,Wallner [11]によって

導入され，さらにその一般化として，半離散曲面の型作用素の概念を用いることで， Carl[4]が半

離散曲面の曲率を定義している．これはHoffmann,Sagaman-Furnas, Wardetzky [6]の理論の半

離散版であり， Carlは半離散極小曲面，半離散平均曲率一定曲面，およびそれらの随伴族の平均

曲率を具体的に計算している．

現時点で最も一般的で，汎用性の高い曲率理論は， Carlによって与えられたものであり，その

枠組みの中で半離散k曲面の曲率を解析することは，自然な問題である． Wallner[20]によるガ

ウス曲率は各正則曲線 Xk(t)上で定義され， Carl[4]による曲率は，線分[x(k,t), x(k + l, t)]上で
定義される．これはWallnerによるガウス曲率が曲線咋(t)の捩率を用いて定義される一方， Carl

による曲率は，線分上で定義される型作用素を用いて定義されることに起因する．したがってこ

れら 2つの曲率の間には具体的な閲係は存在せず， Wallnerの意味でガウス曲率が負で一定だとし

ても， Carlの意味で負で一定になるとは限らない．我々が得た結果の一つは以下のものである．

定理 4.1([12]). x(k, t)を半離散k曲面とする．このとき x(k,t)の Carl[4]の意味でのガウス曲

率KはK<Oをみたす．

注意として， x(k,t)のガウス曲率Kは負であるものの，一定であるとは限らない．これは離散

k曲面の場合にも起こりうることで ([6]参照），我々の結果はある意味で自然な結果であると言

える．さらにこの結果はもう少し一般化することができる．定理 2.2の前の注意でも述べた通り，

なめらかな場合， K曲面が与えられると， K曲面の 1パラメータ族を与えることができる．半離

散的な場合も同様に半離散k曲面の 1パラメータ族企が存在し，そのガウス曲率K入を計算でき

る ([12]).ただし，企のガウス曲率は，入の値によって変化することに注意．

4.2 半離散k曲面に関する問題

ここからは，半離散K曲面について考えうる問題をいくつか記述する．もし本稿を読まれた方

で，興味があればご自身で取り組む，あるいは一緒に考えていただけると大変ありがたい．
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一つ目の問題は，半離散sine-Gordon方程式に対するベックルンド変換である．［20]では，半

離散sine-Gordon方程式に対するベックルンド変換が紹介されているが，導出の方法も含め，そ

の詳細はほとんど書かれていない．ベックルンド変換により，半離散sine-Gordon方程式の既存

の解から新たな解を生成できるだけでなく，新たな半離散k曲面の例を構成することができると

期待される．実際， Wallner[20]は真空解から新たな解を生成することで，半離散擬球面を構成

している．その一方，現時点で構成されている半離散K曲面は半離散擬球面だけなので，ベック

ルンド変換を用いることで，図4にあるクエン曲面の半離散版を構成するのが目下の課題である．

また，半離散sine-Gordon方程式のベックルンド変換についても可換性（ビアンキの可換律）が

成り立つことが期待される．これが示せれば，より複雑な半離散k曲面の構成が可能となる．

図4:クエン曲面の概形．クエン曲面は，擬球面にベックルンド変換を施すことによって得られる．

二つ目の問類は，半離散K曲面のラックス対を導出することである．本稿では記述していない

が，なめらかな場合と離散的な場合， K曲面と離散k曲面に対する 2のラックス対が導出されて

おり，ラックス対の可積分条件から sine-Gordon方程式，離散sine-Gordon方程式が得られる．ま

た［4]では，半離散平均曲率一定曲面に対する 2のラックス対を用いて，半離散sinh-Gordon方程

式を導出している．これらの研究を研究を踏まえると，半離散k曲面についても同様の議論を展

開できると期待できる．これは単に半離散sine-Gordon方程式を簡単に導出するだけでなく，ラッ

クス対の解から半離散K曲面を構成することにも繋がる．具体的には，ラックス対の解を Symの

公式［18]に当てはめることで，半離散K曲面とその 1パラメータ族を構成できるはずである．関

連して，梶原，重富，宇田川［10]による半離散sine-Gordon方程式の明示解は，新たな半離散k

曲面の構成にも応用できると期待される．

半離散曲面の微分幾何の数学研究は約 15年前に始まったばかりであり，研究すべき内容が多く

残されている．半離散K曲面からは話題が離れるが，双等温曲面（共形かつ曲率線座標でパラメー

タ表示される曲面）の半離散化がMuller,Wallner [14]によって定式化され，そのサブクラスであ

る半離散平均曲率一定曲面が［13]において詳しく調べられている．その後，半離散双等温曲面の

理論は，曲線のダルブー変換を用いて再定式化され，今では3次元リーマン空間型内の半離散双

等温曲面を考えることができる．詳しくは [3]を参照されたい．半離散双等温曲面まわりの問題も

多くあるのだが，本稿ではこれ以上取り上げないことにする．
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