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アブストラクト 本稿では，制御におけるスパース性の

利用について考察する．すなわち，スパースな信号を用

いた制御の利点とその導出法について考える．もし制御

信号がスパースであれば，ある時間区間で制御信号が完

全に 0となるので，その区間でアクチュエータを休止さ

せることができる．この性質により，制御データの伝送負

荷を削減でき，また省エネが達成されるといった利点が

生まれる．本稿では，これらの利点について概説した後，

連続時間の L0ノルムを定義し，ある種の L1 最適制御問

題の解が最もスパースな許容解（L0最適解）でもあるこ

とを示す．

1 はじめに

信号処理において，スパース性の概念は近年重要な役

割を果たしており，スパース性にもとづいた様々な信号処

理法が提案されている [3], [4], [10]．特に，�0 ノルムで定

義された評価関数を最小化する最適化問題が �1 最適化の

解と一致する条件を導き，凸最適化の手法によりスパー

ス解を導出する方法は，この分野での標準的な手法となっ

ている．

これらスパース性を用いた信号処理の研究に触発され

て，筆者らは近年，制御信号のスパース性を考慮した新し

い制御手法を提案した [5], [6], [8]．これらの研究の背景に

は，制御の分野で近年盛んに研究されているネットワー

ク化制御がある．ネットワーク化制御においては，制御

信号のデータが帯域制限のある通信路を介して制御対象

に送信される．このとき，もし制御信号がスパース表現

されていれば，送信信号のデータ量を効率的に圧縮し送

信することが可能となる．このような観点から，安定性

や収束性など制御系の性能をなるべく変化させず，かつ

制御信号をできるだけスパースに表現するために，�1-�2

評価関数など解のスパース性を誘導する最適化により制

御問題を定式化し，近年発展が著しいそれらの高速計算

法（たとえば [2]）を導入して，スパースな制御を導出す

ることを提案した．

本研究では，これらの研究をさらに発展させ，連続時

間の制御信号のスパース化を提案する．ここで，連続時

間の信号がスパースであるとは，その信号の台の長さが，

全体の時間区間長に比べて十分短いことであると定義す

る．スパースな制御信号を用いれば，ある一定の時間区間

で制御の値が厳密に 0となり，その区間でアクチュエータ

を休止させることができる．たとえば自動車の場合，ア

クチュエータ（の一つ）はガソリンエンジンであるが，エ

ンジンを止めることにより，ガソリンの消費を抑えると

ともに，CO2の排出や騒音も抑制することができる．こ

の性質は，電気モータを含むハイブリッドカーにおいて

も有効である．すなわち，制御にスパース性を導入する

ことにより，燃料消費量の削減だけでなく，環境問題の解

決にも役立つと期待できる．

以下では，まず連続時間信号の L0ノルムを定義したの

ち，L1 最適制御の L0 最適性についての理論的結果を述

べる．

2 連続時間信号の L0 ノルム

時間区間 [0, T ] 上の連続時間信号 u(t)にたいして，そ

の L0 ノルムをその台の長さ，すなわち

‖u‖0 = μ
(
supp(u)

)
= μ

({t ∈ [0, T ] : u(t) �= 0}), (1)

で定義する．ここで，μ は R 上の Lebesgue 測度であり，

supp(u) は連続時間信号 u の台を表す．なお，(1) で定義

された ‖u‖0 は斉次性が成り立たないので，厳密にはノル
ムではない．すなわち，非零で |a| �= 1であるような任意

のスカラー a に対して，

‖au‖0 = ‖u‖0 �= |a|‖u‖0, ∀u �= 0 (2)

となってしまう．しかし，ここでは慣例に従い L0ノルム

という呼び方を用いる．また，(1) を “L0” ノルムと呼ぶ

のは次の性質からである．すなわち，u を区間 [0, T ] 上

で Lebesgue 可積分な信号としたとき，任意の p ∈ (0, 1)

に対して u ∈ Lp であり，かつ

lim
p→0

‖u‖pp = ‖u‖0 (3)



が成り立つ [11]．ここで，

‖u‖p =

(∫ T

0

|u(t)|pdt
)1/p

(4)

であり，Lp は ‖u‖p が有限な関数 u からなる集合である．

区間 [0, T ] 上の連続時間信号 u(t) がスパースであると

は，区間幅 T に比べて ‖u‖0 が十分小さいことを言う．こ
の定義は，圧縮センシング等で用いられるベクトルの �0

ノルムのアナロジーである．すなわち，ベクトルの �0ノ

ルムはその非ゼロ要素の数として定義され，スパースな

ベクトルとは，その �0ノルムがベクトル長よりも十分小

さいベクトルのことである．詳しくは [3], [4], [10] などを

参照されたい．

3 L1 最適制御の L0 最適性

次の制御対象を考えよう．

ẋ(t) = Ax(t) + bu(t). (5)

ただし，x(t) ∈ R
n, u(t) ∈ R, t ∈ [0, T ] とし，A ∈ R

n×n,

b ∈ R
n とする．この制御対象に対し，初期値 x(0) = ξ ∈

R
n から，終端値 x(T ) = 0 まで状態を遷移させる制御入

力で，最大値制約

|u(t)| ≤ 1, ∀t ∈ [0, T ] (6)

を満たすものを許容制御と呼ぶ．この許容制御のうち，次

の L1 評価関数を最小化する制御入力 u(t), t ∈ [0, T ] を

求める L1 最適制御問題を考える．

J(u) = ‖u‖1 =

∫ T

0

|u(t)|dt. (7)

この L1 最適制御問題に対して，正規性 (normality) [1]

と呼ばれる性質と解の存在を仮定すれば，その解は最も

スパースな許容解となることが示される．

定理 1 L1最適制御問題が正規であり，かつ最適解が存在

すると仮定する．このとき，L1 最適制御は最もスパース

な許容制御である．すなわち，L1 最適制御は次の L0 評

価関数

J0(u) = ‖u‖0 (8)

を最小化する．

この定理は，より一般的な制御対象に対して，最小原理 [9]

を用いて証明される [7]．この定理により，L1最適制御問

題が正規であり，かつその解が存在すれば，(8) の L0 ノ

ルムを最小化する最適制御が L1最適制御により与えられ

ることになる．なお，正規性の十分条件として以下の条

件が知られている [1, Theorem 6.13]．

補題 1 線形システム (5) が可制御で行列 Aが正則なら，

L1 最適制御問題は正規となる．

L1最適制御問題は，区間 [0, T ] を十分短い区間に分割

し離散化を行えば，ベクトルの凸最適化問題に帰着され，

きわめて効率的に解くことが可能である．詳しくは [7] を

参照されたい．

4 おわりに

本稿では，制御におけるスパース性の利用について概

説し，特に，連続時間の L0 ノルムを最小化する最適制御

が，ある仮定のもとで L1 最適制御により与えられること

を示した．制御におけるスパース性の利用に関する研究

は，近年始まったばかりであり，圧縮センシングの技法な

ど，信号処理における多くの研究成果を制御に応用する

ことで，より良い制御系設計が可能になると期待される．
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