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Abstract 

平面三角形の内部で，頂点からの距離の幕乗の和や辺からの距離の幕乗の和を最小

にする点はどこか，という問題について，ここでは辺からの距離の方を考察する．

1 問題

平面三角形△ABC（辺長a=BC, b＝でA,c=AB，面積i= I△ABC|）の内部（ま
たは境界）の点Xについて，頂点A,B,Cからの距離を x,y, zとし，辺BC,CA, AB 
からの距離を u,v,wとする．実数qを定めるとき，

呼＋炉＋砂と (hq三）研＋帆＋wq

を最小にする点Xはそれぞれどこか，という問題を考える．
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恒等式

x,y, zとu,v, wはそれぞれつねに

(b2 +性-aり(yデ＋ aジ） ＋ （召＋a2-bり(z2丑＋b2炉） ＋ 
+(a2+b2-性）（x2炉＋c亨）一 a叩 c2-(a2企＋ b2炉＋c%り＝0 

と

(¢三）au+ bv + cw -S = 0 

を満たす． x,y, zについての恒等式よりも u,v, wについての恒等式の方が単純であり，

x,y, zについての考察は困難なので，ここではu,v,wについてのみ考察する．

Lagrangeの未定係数法

最小となる点を見つけるために Lagrangeの未定係数法（条件

3
 

紛(u゚，．．．，un-1)=0

釘―1位o,...,un-l)=O

のもとで関数h(uo,...,un-l)が極値をとる点は

(8h 8h) E股・（枷゚ 枷゚ ）＋・・・＋恥・ (8¢m-1 互二加,...,~ 加汀，．．．， 8un-1 芍T,...,~)

を満たす）を用いる．この場合は

（岱，岱，岱） E良（隠靡，饂）
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つまり
(quq-l, qvq-l, qwq-l) E良・ (a,b, c) 

を満たすということなので，解くと (p を i+½=l なる数として）
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となる（手法は異なるが，［K]に同じ結果がある）．軌跡上の主な点は

p= -oo 
p= 0 

p= 1 
p= 2 

p= +oo 

L

O

5

2
ビ

=
＝
＝
＝
＝
 

q
q
q
q
q
 

aP-1 

= aP十い(:：□：） （三 、1
,

＼

ー

）

U
P
V
p
p
W
p
p
 

（
ー
＼

C

G

I

L

A

 などである．

最小角頂点

重心

内心

Lemoine点
最大角頂点

B 

=1 
p=B p=2 .．.... • ● • • ・ ．． ．． ．． .．.. GI L 

．． ．．．． 
．．•.．・・

p=-oo 

C 
p=+oo 

A 

4
 
最大•最小

叫， Vp,Wp汀はp<O（つまり q(q-1) < 0)のとき加の最大値をとり， p>O（つまり
q(q -1) > 0)のとき加の最小値をとる． q=土00のとき加は定義されておらず q=O
のとき定数であるが，内心 1と璽心 G をある関数の最大または最小をとる点とみなすこ

とはできる． p→l+(q→ +oo)のとき

l 

如三 h3=（研＋研＋w州→max{u,v,w}三如OO
argmin如＝ argminhq→I=argmin如 OO

（各点収束）
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であり， p→1-(q→ -oo)のときも

知＝ 1 → 1 
1 1 1 
= min~u.v.w 三 h_

((t)一q+ (i)呵＋ （i）一q)-='o ・ max｛五't,石｝ {，，｝ ～ OO 

argmax如＝ argminhq→I= argmax f!;-oo 

であり， p→o+(q→O-）のとき

（各点収束）

hn -3 研ー 1 帆ー l wq -l 
h 〒 q = 
-q ＋ 十→log(uvw)= lJ 

q q q q 
-0 

argmax船＝ argminhq→G= argmax/J。
であり， p→0-(q→ 0+）のときも

如→伽 （各点収束）
argmax /Jq = argmax hq→G = argmax/J。

（各点収束）

であるまたp→土00のときは頂点に近づく．乙A>乙B>乙C（つまり a>b>c)で
あるならば， p→＋00 (q→ 1+）のとき

argminhq→ A 

であり， p→一00(q→ 1-）のとき

argmax加→ C 

（辺ABに沿って）

（辺BCに沿って）

である．いろいろな関数が現れたが，統一して扱うこともできる．

5
 
等角共役点

p+p'= 2のとき，（Up,Vp,Wp汀と (Up',Vp', Wp') Tの表す点は等角共役点である（これも
[K]に記述がある）．
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6 変曲点

パラメータ pについての曲線 (up,Vp, Wp汀の曲率は（左曲がりを正として）

b c a 
p=Sa呪 c叫log~) (log _'.:'.) (log-）（砂＋げ十ざ）3.

c a 

・（霞P夜 (log:)2_ b p四 (b2+ c2 _&）（log:）（log[） -
+a2p凸(log~)2 -a呪PcP（役＋a2-ザ）（log~)(log~) -

+a2p四(log〗げ― a呪夜（位＋ b2 -召）（log~)(logい）
-! 

である． a>b > cまたは b> c > aまたは c>a> bのときつねに p< 0であり，
c>b>aまたは b>a>cまたはa>c>bのときつねに p>Oである．よってどちら
の場合も変曲点は持たない（二等辺三角形のとき軌跡は頂角の二等分線である）．

謝辞．本研究は科研費（課題番号： 21K03316)の助成を受けたものである．参考文献 [A]
と[P]を教えていただいた広島大学名誉教授の阿賀岡芳夫先生に感謝したい．
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