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本稿は，［HKK19,HKK20]に至るまでの研究の背景および（講演では触れることができ

なかった）関連した話題を，細部にこだわらずに整理したものである．本稿の続きの第2部

として， 2020年度RIMS共同研究「量子場の数理とその周辺」の講究録に寄稿する概説論

文があるがそこで上記の論文で得られた結果の解説を行なう．興味のある読者は必要に

応じて2編併せて読んで頂きたい．

1 研究の背景

Ac配上の超関数の空間D'(A)上に

μu(d¢) ex exp { -~ 1 (m砂）2+図(x)出＋U(¢(x)）)心｝I1必(x) (1.1) 
xEA 

なる形式的表現をもつ確率測度μuを数学的に構成することは，（Euclid化された）構成的
場の量子論において主要な問題であり，今まで多くの数学者を惹き付けてきた． ここで

m。>0は質量，関数u= U(T)：股→政は自由ポテンシャルである物理としては無
限体積の場合A＝配が軍要であるが，本稿では問題の簡略化のために有限体積の場合

A＝で＝［0,2州を考えるまた記号の簡略化のために質量mo=1とする．表現(1.1)に
おける

exp { -~ 1 (¢(x)2 + IV¢(x)I出）心｝I1必(x)
xEA 

（に正規化定数を掛けたもの）は，平均0,共分散（1-△）-1を持つD'(A)上の Gauss測度
μ。として数学的に意味を持ち， Gauss自由場と呼ばれる． d= 1の場合は，¢はμ。の下
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でOrnstein-Uhlenbeck過程となるので μoは連続関数空間の上に台を持つ．その一方で，

d~2 の場合は，µ。の台が連続関数の空間に収まらず，¢は A 上の超関数になってしまう
ために， U(cp(x)）にどう意味をつけるのかという事が問題となるこれは超関数どうしの

積が一般には定義できないことから由来する問題であるが，この難点を克服し μuを数学

的に厳密に構成するためには無限大の除去，すなわち繰り込みの操作が必要となる．

まずd= 2, U(T) = T2m (TE lR,m = 2,3,．．．）の場合を考えてみる．この場合は， Gauss

測度μ。に関する Wiener-Ito分解び(μo)＝国贔Cnの2m次WienerカオスC2mの元とし
て， 2m次Wick積（の2m)°(x)が定義されるが，これが¢(x)2mに1E呵¢(x)2]= ooによる繰
り込みを施したものに相当する．実際に低次のWick積を形式的に書き下すと，

(¢り冗x)＝の(x)2-IEμ,0[¢(x)2] = ¢(x)2 -oo, 

(¢り◇(x)= ¢(x)3 -3IEμ,0[¢(.r,)2]¢(x) = ¢(.r,)3 -3oo¢(x), 

（のり◇(X)＝ ¢(x)4 -61Eμo［の（x）2]¢(x)2+ 31Eμo[¢(X)2]2 = 0(X)4 -600¢(x)2 + 300 

となるまたこの繰り込みの影響により， T2mが凸関数にも関わらず， Wick積 (¢2m)◇は下

に有界ではなくなることに注意したい．これはd=lの場合との大きな違いであるただ

し， Nelson評価 (Wick積（応）◇が一ooに近い確率は指数的に小さい）を用いると，

0 < Z；戸＝L'(A)exp (-f（応）◇（x)dx)μ0(d¢) < oo 
が得られるので，形式的表現 (1.1)をもつμu=μ:20四は，菫み付き Gauss測度

心属） ＝ ~exp(-f（応）◇（x)dx)μo(d¢) 
として厳密に定義される．この測度が（有限体積）吋庄量子場，もしくはP(<[>圧量子場と呼

ばれるものであり，今まで色々なことが分かっている（標準的な文献 [Sim74,GJ86，江新88]

には，この量子場に関しての色々な性質がまとめられている）．

その一方で'<l>j—量子場 (d = 3, U(T)＝召の場合のμu)を構成するためには， 4次Wick
積（松）汀こ更なる繰り込みの操作を行うことが必要となり，その際にFeynmandiagramを用

いたややこしい計算を要したりするこの量子場の静的な構成法は [Fel74,Sok82, BFS83] 

などを始めとしていくつか知られているが，それぞれの手法で構成された吋—量子場が一
致しているのかという根本的問題を始めとして分かっていない事は未だ多い．

さて，［PW81]により提唱された確率過程量子化プログラム (StochasticQuantization 

Program)とは，“無限次元空間上に与えられた確率測度を不変測度として持つような

Markov過程（の族）を構成せよ．またこのMarkov過程（の族）のエルゴード性を示すこと

で，逆にもとの測度の性質を調べよ’'と言う動的な間題意識だと端的にまとめることがで

きるが，これより数年前に出た無限次元空間上の Dirichlet形式の記念碑的な論文 [AH77]

と共に構成的場の鼠子論の確率解析的研究の原動力となった．吋庄モデルに対しての確率

過程量子化を確率偏微分方程式の立場から数学的に最初に論じた [JM85]では (m= 2の

場合に限定しているが），μご2゚↑）を不変測度として持つSobolev空間H-1(A)値Markov過程

が，修正された <[>3叫確率（過程）量子化方程式

8t<［》t(X)＝ --（ 1 —△)1--y屯(x) -m(l —•)• (<l>;m-1) • (X) 
2 

+ (1- •)— ~Wt(x), l > 0, x EA (1.2) 
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の弱解として構成されたここでW = (Wt(x))xEA,t:>Oは白色雑音，すなわちび(A)ー柱状

Brown運動W = (Wt(x))xEA,t:>。の時間微分であり，パラメータ ,~o は (1.2) を駆動する
ノイズおよびドリフト項の特異性を弱める働きを意味する．［JM85]およびそれに引き続

く[BCM88]などのいくつかの論文では， 1- 1 ＜1< 1の条件の下で，（1.2)の弱解が2m叫2
Ornstein-Uhlenbeck過程の分布測度のGirsanov変換を通して構成されたまた [BCM88]

ではDirichlet形式

E(F) = ~ L-l(A) ((1 —△)＿叫F(¢),DL2F(¢))£2(A)心。?)(d¢) (1.3) 

との関係も指摘されたが，これらの論文の正当化および結果の更なる改良が，無限次元空

間上のDirichlet形式の 1980年代後半の研究の動機の一つであったことは間違いなく，実

際に1990年代に大きな進展が見られたその中でも， Dirichlet形式を通した無限次元空間

上の Girsanov変換が [ARZ93]で確立され， Dirichlet形式 (1.3)の生成作用素の拡大の一

意性問題が，上記の 1 の条件より緩い ½<,<1 の下で，［LR98] にて肯定的に解決された
事は注目に値するなおこれらの進展を俯職する概説論文として [AMR15]を勧めたい．

また [AR91]で確立された一般論により，物理としてはより自然な白色雑音が駆動する

本来の吟匹確率量子化方程式(,= 0の場合の (1.2))

at屯(x)=-（△ー 1)屯(x)-m(<I>朽―1)◇(x)＋剛(x), t > 0, x EA, (1.4) 
2 

の弱解が， Dirichlet形式を通して（有限体積だけでなく無限体積の場合にも）構成されたの

は特筆すべきことである（これと同様な結果は，［MR99]でも得られている）．その一方で

ドリフト項の特異性により [DZ92]のような既存の確率偏微分方程式の理論の枠組みでは

(1.4)のpathwiseuniquenessを示す事ができずに，強解の構成に関してはしばらくの間，進
展が見られなかったなおd=lの場合は，繰り込みが不要なため， U'(T)= 2mT2m-lの単

調性がドリフト項にそのまま遺伝する．このような事情により，（無限体積の場合でも）こ

のタイプの確率偏微分方程式の強解の一意存在が[Iwa87]で示され，対応する Dirichlet形

式の生成作用素の拡大の一意性間題も [KR07,AKR12]で解決されている．

さてd=2の場合に話を戻す．上記のような閉塞した状況に風穴を開け(1.4)の強解の

構成を行なったのが[DPD03]である．この論文では (1.4)を， Ornstein-Uhlenbeck過程

鱈 (x)= §（△ー l)X心）＋飢(x),

とその摂動 Yに分解して， Yがみたす方程式 (shiftedequation) 

2m-1 

8ぷ(x)=-（△ー l)Yt(x)-
(2m -1)! 

2 mこK!（2m-1 -K)！(Xt)囁）Yt(x)2m-l-k (1.5) 
k=O 

の局所解を，適当な（負の指数を持つ）Besov空間上の縮小写像の原理を用いて構成し，最

後に<l>=X+Yのアプリオリ評価を用いて大域解の一意存在を示している． d=2の場合

は， Ornstein-Uhlenbeck過程の特異性がそれほど悪くないために，（1.5)の右辺第二項に現

れる‘‘超関数と関数の積’にBesov空間のmultiplicativeinequalityを通して意味が付くと

いうのがポイントである．この方法は現在ではDaPrato-Debussche trickと呼ばれている
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が，その後， P⑲）2-確率量子化方程式に関連する諸問題（無限体積の場合 [MW17a]，解の

エルゴード性 [RZZl7b, TW18], Dirichlet形式から定まる拡散過程との同定[RZZ17a]，複

素Ginzburg-Landau方程式 [Mat20]など）に応用されていった．

しかし， d=3の場合はOrnstein-Uhlenbeck過程の特異性が上がるために'<I>生確率量子
化方程式の時間局所解を構成するためにはDaPrato-Debussche trickでは不十分で， Hairer

による正則構造理論 [Hai14] もしくは Gubinelli—lmkeller-Perkowski による paracontrolled
calculus [GIP15]などに基づく更なる繰り込みの操作が必要となる．特異確率偏微分方

程式に対するこれら新理論のその後の発展の中で，［MW17b]において時間大域解が構成

され一意性も示された またこの流れに並行した複素 Ginzburg-Landau方程式の研究

[HINl 7, Hos18] もあるなお [AK20] で提唱された競—確率量子化方程式の定常解の構成
法は，既存の（静的）構成法とは全く異なる <I>i―量子場の新たな動的構成法を与え，その後
の[GH18]などに影響を与えたことを述べておく．

2 exp（剥2-量子場モデルと Gauss乗法カオス

ここでは，電荷定数aを持つA=11'2上のexp（中）2-量子場モデル（もしくはexp(a中）2-量子

場モデル）を導入するこれは相対論的場の量子論の研究の中でH0egh-Krohn[H0e71]に

より提唱され，［AH74]において，形式的表現 (1.1)のd= 2, U(T) = exp(aT)の場合に相当
する D'(A)上の確率測度として構成された量子場モデルであることから， H0egh-Krohnモ

デルとも呼ばれている．このモデルに関してはL2-regime:lnl < v47i：の場合は， 1970
年代に（例えば [AH73,AH74, AH80]などにおいて）色々なことが調べられており，［Sim74]

ではP（①）2-モデルの技術的困難を取り除いた2次元量子場の理想的なtoymodelとして

紹介されているまた [AHT81]において， Riemann多様体上の写像がなす無限次元の群

の既約表現との関連も指摘されているまたすぐ後でも述べるが， 2次元量子重力理論の

進展と共に， Kahane[Kah85]による Gauss乗法カオスの話が再び注目を浴びている．近

年，この周辺の研究が（欧米を中心に）活発に行なわれているが， exp（①）2-量子場モデルは

これとも密接に関わっている．この方面の研究の大まかな流れや最新の話題を知るには

[RV14, Ber16,香取20]などに目を通すと良い

この量子場モデルでも P（小）2-量子場と同様な発散の問題が生じるために繰り込みの操

作が必要で， exp(acpに））から無限大野o[c/>(x)2]の除去を行なった指数Wick積を（形式的

には） a2 

exp◇(acp)(x) := exp (acp(x)―万lEμ0[c/>(x)2]), x EA (2.1) 

と定義するまたGauss乗法カオス（もしくはLiouville測度）とは，形式的には

Mt¥dx) := exp◇(acp)(x)dx 

で与えられる (2次元Lebesgue測度dxと特異な） A上のランダムな測度のことである．す

ると，（有限体積） exp（の）2-量子場μ認は重み付き Gauss測度

µ儡(de/>)=~exp (-Mt¥A))μ0(dcp) (2.2) 
富

として定義される．ただし，

虚：＝Jexp(-Mia)（A)）μo(d¢) 
か (A)
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は正規化定数であるが， exp◇(a¢)が非負な超関数であることから 0~ exp(-Mt¥A)) ~ 1 
となり， 0< Z認<(X)が容易に分かる．これはP(<I>圧モデルとの大きな違いであるこの
定義から， exp(<I>圧量子場の構成と（正質量(massive)の場合の）Gauss乗法カオスの構成は
本質的に同じ問題であることが伺える．

ここで， ]Eμo[¢(x)2]のooへの発散の度合いについてコメントしておきたいび(A)の

標準的な Fourier基底 {eK}KEZ2をek(x)＝点exp(《□ー(k,x加） （k E Z汽XEA)とし，
¢ E V'(A)のFourier変換〈cp,e-k〉を砂(k)と書く．すると¢のN次Fourierカットオフは

伽（x)：＝〉ふ（k)ek(x), NE  N, x EA 
lk|::oN 

で与えられるこれの分散のN→(X)に応じた発散の度合いは

似：＝応［外(x)門＝ら(0)

＝い（こ ll1+ |K|2) ～云logN
lkl::oN 

となる．ただし

応 (x-y)：＝訳［外(x)外 (y)]＝土五 1+1|K|2叫x-y), x,yEA 

は(1ー△）のGreen関数G(x-y):=lE呵り(x)cf>(y)]の近似関数である．またGreen関数G

の原点付近での特異性がG(x)～ー点log国であることを用いると，

応［（心(A))2]= 11 dxdyexp(a碍）野0[exp{a（外（x)+伽(y)）｝］
AJA 

= 11 dxdyexp(a如 (x-y)) 
AJA 

~ 11 dxdylx -y|―ふ／2-rr
AJA 

と大雑把に計算でき，右辺の積分が収束するためには，羞 <2すなわち屈<{丘となら

ねばならないことが見て取れる．これがL2-regimeとして《丘という定数が出てくる理

由であり，実際にこの条件の下で， Mt)(A) = limN→oo M~~(A) inび(μo)が容易に分かる．
またが（A)=(1-△）-s/2（び（A)),s E政をA上のL2-Sobolev空間とすると，

叩 (dx)Eび(μo;H-fl(A)), p?: 2,塁（p-l) </3＜1 (2.3) 

や，
00 an a2 

Mふa)(dx）＝ど一（汀(x)dx inび(μo;H-13(A)), ―く (3< 1 n! ¥T I ¥--r・-- --- - v・v; -- ¥--//; 47f 
n=O 

などがWiener-Ito分解の帰結として得られる．詳細は[HKK19,Theorem 2.2]や[AKMR20,

Theorem 3.4]をご覧頂きたいなお[CJ14]において， d=4の場合でも Gauss自由場μ。の
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共分散を（1-ぶ）ー1に取り替えれば，上記で述べた議論と並行したGauss乗法カオスの理

論を展開できることが示されている．

さて，（2.2)の右辺のexpの肩にのっている M;a)(A)が¢の関数としてμ。ー可積分であれ

ば，exp（小）2-量子場μ認は定義可能である．とりあえずlE呵M位(A)］を計算してみると，（よ
く考えれば当然の事であるが） Nによらない定数4召となる．実際にはlEμo[（M位(A)）l+el
のNによらない一様評価（すなわち一様可積分性）が得られるような aの条件を求めなく

てはならないこの条件こそが， Gauss乗法カオスに関する近年の研究では頻繁に見かけ

るL1-regime:lal < v'87rであり，実際にKahaneは[Kah85]において，この条件の下で，
ランダムな A 上の非負 Borel 測度の列 {M~~(dx)}'{j=1 が極限 Mia) （dx) を持つ事を（本質
的に）示している．証明は， Kahane'sconvexity inequalityと呼ばれる exp関数の凸性から

導かれる Gauss測度に関する比較不等式とマルチンゲール収束定理の議論を組み合わせ

たものであり，上記で述べたような£2-regimeの場合のソフトな関数解析的な議論とは趣

が異なるなおL1-regimeの場合のexp（①）2-量子場は，［Kah85]とは全く独立に [Kus92]に

おいても構成されており，この周辺の話題が［佐玉92]でも紹介されている．

Kahaneの結果の収束の意味の改良，さらには(Fourierカットオフに限らない）0の近似列
の取り方の一般化は，その後（主に零質量(massless)の場合に），［RVlO,DSll, Sha16, Berl 7] 

などでなされているその一方で， Gauss乗法カオス M;a)(dx)が， £1-regimeの場合にど

れくらいの正則性をもつ超関数なのかという問題にはあまり注意が払われてこなかったよ

うである．我々はこの問題に対して満足のいく解答を得た．まず心：配→ [O,1]を“よい”
関数とし，一般化されたFourierカットオフ作用素 PN:V'(A)→V'(A)を

(P匹）（x):= L心(2-NK)忍(k)ek(x), NE  N, x EA 
KEZ2 

で定める．特に心＝ l{xElR囁区1}と置くと， PN¢=砂N が分かる．またPN:H-1-c(A)→ 
C(A)となることも，心が“よい’'関数であることから従う．次に，近似された指数Wick積を

叫 (a¢)(x):= exp (a(P匹）（x）-tlEμ° [（P匹）（が］），．xEA

と定める．またげ (A),s E股，p,q E [1, oo]を， A上の非斉次Besov空間とする． H8(A)= p,q 

均，2(A)に注意しておく．このとき [HKK20,Theorem 2.1]において以下の結果を得た

Theorem 2.1 Let lal＜甚 andchoose parameters p, (3 such that 

p E (1,言/¥2), (JE信(p-1), ~(p -1)) 

Then the sequence { exp和(a¢)｝塁 convergesin the space Bば(A),μ0-almost surely and 
inび(μ0).Moreover, by regarding exp災(a¢)as the random nonnegative Borel measure 
exp和(a¢)(x)dxon A for NE  N, one has the weak convergence of {exp和(a¢)}'t/=1almost 
surely. The limits obtained by differentい'scoincide with each other almost surely. 
この定理により存在が保証された {exp和(a¢)}'t/=1の極限こそが，（2.1)で形式的に導
入された指数Wick積 exp◇(a¢)であり，び(μo;B;闊(A)）の元であることが分かるよって
L1-regimeの場合も exp(①圧量子場μ畠は存在する．またこの定理より， Radon-Nikodym

微分讐予（の）がμo-a.s.りで正であることが分かる． dμ儡）が上から有界であることと併せ
dμo 

ると，μ儡がGauss自由場μ。と同値な確率測度であることも分かる．
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3 exp（①）2-量子場モデルの確率過程量子化へ向けて

本稿（第1部）を終えるにあたり， exp（中）2-量子場μ認の確率過程量子化の初期の歴史およ

び， L1-regime:lal＜凶玩の場合に生じる困難について簡単にまとめておきたい先の章

でも述べたが，初期の研究においてexp(<I>圧量子場がP(<I>圧量子場のtoymodelであると

いう側面が目立ってしまった事もあり，確率量子化方程式はそれほど真剣に考えられてい

なかった印象を持つ．ただし AlbeverioとRocknerらによる 1990年前後に出版された無

限次元空間上の Dirichlet形式に関する多くの論文の中では， P(<I>圧量子場と (L2-regime:

lal＜渾の場合の） exp(<I>圧量子場が常に例として扱われており， Dirichlet形式

E(F) = ~ L-f3(A) ((1―△)→Dげ(¢),Dげ(¢)）店A)μ儡(d¢),(3＞0, 0 ::; "Iく 1(3.1) 
に対応する（修正された）exp(<I>炒確率量子化方程式

晒 (x)= -~(1 —△)l-7叫x) 一竺（1 ―△)→exp％吟（x))

+ (1 —•)— "Wt(x), t > 0, x EA 

の弱解は得られていたことになるなおDirichlet形式 (3.1)の可閉性の証明において，対

数微分として現れる指数Wick積exp◇(a¢)のび(μ認）ー可積分性が必要であるが，讐ぎが

上から有界なので，び（μo)-可積分性 (2.3)を用いればよいなお [AKMR20]では，この量

子場モデルおよびcos(<I>炒量子場モデル(sine-Gordonmodel)両方について， Dirichlet形

式の生成作用素の LP-拡大の一意性が成り立つような a,(3，pの条件を調べている．

その一方でL1-regimeの場合は，今述べたような簡単な議論ではDirichlet形式 (3.1)の

可閉性は示せないなぜならば詞が凶玩に近い場合は， exp◇(a¢)のμ。についての可積

分性がLl+eしか稼げないことがTheorem2.1より分かるからである．ゆえにこの場合の

Dirichlet形式の可閉性，さらには対応する拡散過程の存在の証明はそれほど自明なことで

はないまた，本来のexp(<I>圧確率量子化方程式

l a 
贖心） ＝ー（△ -1）屯(x)-~exp◇ (a屯）（x)+ Wt(x), 

2 2 
t > 0, x EA, 

の強解についての研究は，（masslessの場合の）［Gar20]（プレプリントが出たのは2018年）
まで長い間なされてなかった． exp （ c[>)2-確率量子化方程式と q>~+(a町4,r）ー確率量子化方程式
が同程度の特異性を持っているために，［DPD03]の適用範囲を大きく越えてしまっている
のがその理由の一つである．我々が[HKK19,HKK20]において，これらの困難をどのよう
に克服してこの特異確率偏微分方程式を解いたかについての解説は第2部で行いたい
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