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On the formula for the norms of Miyawaki lifts 
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本ノートは，プレプリント [9]の概説である．

Ikedaは[8]で， Ikedaリフト [7]の対角制限を核関数に用いたリフティングを芍入した．このリフティン

グはMiyawakiが[13]で存在を予想したリフティングの実現を目指したものであり， Miyawakiリフトと呼

ばれている． IkedaはMiyawakiリフトが非消滅であるという仮定の下， MiyawakiリフトこそがMiyawaki

の予想したリフティング（の一般化）であることを示した．しかし肝心の Miyawakiリフトの非消滅性につ

いては一般には (cf.[3], [11])まだ分かっていない

今日， Arthur分類[1]によって Miyawakiが予想したリフティングは一意的に存在することが分かってい

る([2]）．しかしながら， Miyawakiリフトの非消滅性を示し， Miyawakiが予想したリフティングの具体的実

現がMiyawakiリフトであることを示すことには依然として意味があると言えるだろう．

Miyawakiリフトの非消滅性を調べる最も素朴な方法は， Miyawakiリフトのノルムの非消滅性を調べる

ことである． Ikedaは[8]の中で，数値計算に基づき Miyawakiリフトのノルムが満たす公式を予想してい

る．それは L関数の特殊値を用いて記述されるが，その意味するところは一見して不明に思われ，ただ降っ

て湧いたように見える．

[9]はその謎めいた公式に一つの解釈を与える．具体的に言うと，この公式は他の周期公式（例えば!chino-

Ikedaの精密化 Gan-Gross-Prasad予想 [6]）と同じように，良い素点に関する部分L関数の特殊値と悪い

素点に関する局所積分（と大域Aパラメータに関係すると期待される項）の積の形に書き直すことができ

る．証明には Ginzburg-Soudryのdoubledescent [5]の局所的な結果が用いられ，このことは将来， double

descentが公式証明の要となることを強く示唆する．

2 Miyawakiリフト

まずは [8]の内容を ([2]と組み合わせて） adelicな設定の下で概観する．

k E Z>oとし，び＝R泣vをGL2(AQ1)の既約カスプ表現で

•中心指標が自明，

• apが任意の素数pについて不分岐，

● (7 00 I SL2 (IR)がウエイト土2kの（反）正則離散系列表現の腹和
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となるものとする．このとき Arthur分類から， k+mE 2Zなる mEZ>。に対し， Sp4m(AQ)の既約カスプ

表現刃m ＝ふぶTで，

•大域 A パラメータが a[2m] 田 1 (a[2m]はびと SL2(C)の2m次元既約代数的表現とのテンソル積表

現を表す），

・均が任意の素数pについて不分岐

• E悶がウエイト k+mのスカラー型正則離散系列表現

となるものが一意的に存在するこのとき刃mの， ITPSp4m(Zp)ー不変で無限素点成分が立悶の最小U(2m)-

タイプの元であるようなベクトルをとると，これはIkedaリフト（の adele化）の定数倍に一致する．

続いて， nE Z~o と r E Z>oをk+n+r E 2Zを満たすものとし， 7r= RはvをSp2r(AQ)の既約カスプ

表現で

・四が任意の素数pについて不分岐，

• 7fooがウエイト k+n+rのスカラー型正則離散系列表現

となるものとし， Tの大域Aパラメータを叫と書く．このとき Arthur分類から， Sp4n+2r(AQ)の既約カス

プ表現刃n,1r=®ぷ~,71" で，

•大域 A パラメータが u[2n] 田妬，

・羽'7rが任意の素数pについて不分岐，

• Eばがウエイト k+n+rのスカラー型正則離散系列表現

となるものが一意的に存在する．

FE 1:n+rを， ITPSp知十4r(Zp)ー不変で無限素点成分が最小U(2n+ 2r)ータイプの元であるような非0ベク

トルとする． gE 1r, h E Enぶも同様にとる．そして， Sp知＋2r(Q)¥Sp年＋2r（伍）上の関数凡を，

Fg(g) ＝ J F|sp2墨 ）xSp4n+2r（蛉）（h,g)g(h)dh
Sp2rCQ)¥SP2r(AQ) 

で定める (dhはTamagawa測度）．このとき， Ikedaは次のことを示した

定理 1([8, Theorem 1.1]). F gはhの定数倍である．

以後， Tamagawa測度に関するび内積を（群を問わず） （一，ー）と書く．簡単のため，以後F及びgは

（一，ー）によるノルムが 1になるように正規化されているものとする．このとき， Ikedaは次の公式を予想

した

予想 2([8, Conjecture 5.1]). n = 0のとき C= 1, n > 0のとき c=Oとする．このとき，

(Fげ g)= 2―(r2-r+2rn+c) △sp4n+4T L(n + 1/2，応 Xぴ）
△Sp2r△Sp4n+2r L(n + r + 1/2, u) rr:=1 L(2n + 2i -1, CT, Sym喰(2n+ 2i) 

が成り立つ．ただし，△Sp2d:= e(2)e(4)... e(2d) (e(s)は完備ゼータ関数）．
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注意 3.この公式は， Ikedaのオリジナルの公式をKatsurada-Kawamuraによる Ikedaリフトのノルム公式

[10]で割り，その結果を adelizeしたものである．

£(s)を

£(s) = 
e(s + 2)e(s + 4)... e(s + 4n + 4r) 

e(s + 2)e(s + 4)... e(s + 2r) X e(s + 2)e(s + 4)... e(s + 4n + 2r) 

L(s+n+l/2，応 Xび）

L(s+n+r+l/2,び)IT:=1L(s + 2n + 2i -1, a, Sym恨(s+ 2n + 2i) 

と定義し， L(s)= ITvLv(s)をRes≫0における Euler積表示とする．そして£ = £(0),Lv = Lv(O)とし，

Qの素点の化限集合Sに対して炉＝£ITvES£:;;lとする．

3 局所積分

局所積分を導人し，主定理を述べる．

ユニタリ表現の内積を（表現を問わず）いつも（一，ー）と書き， F= RvFvを(Fv,Fv)= 1となる factor-

ization とする． g=®涅v も同様にする．そして Iv を（立~+r(-)Fv,F』 |Sp2高と）と（四(-)gv,gv) の「内

積」，つまり

Iv = J （ご（9v)Fv,F』（長）gV,g』dgv
Sp2,(1Qlv) 

と，収束する限り定義するただしここでdgvは，

vol(SP2r (Z) ¥SP2r（艮），dg。。)＝((2)((4)... ((2r), 

vol(SP2r(Zp), dgp) =（△Sp2J;l(= (p(2)―l(p(4)―1... (p(2r)―l)(p<oo) 

なる測度とする（このとき， TivdgvはSp2r(A<QJ)のTamagawa測度）．

以上の設定の下，次を示した

定理 4([9, Theorem 3.2]）．等式

loo= 2―(戸-r+2rn)Loo 

が成り立つ．また， p< 00について， Jrpが緩増加ならばIpを定義する積分は絶対収束し，

Ip= Lp 

である．特に予想2の等式は， Tが緩増加という仮定の下， CX)を含むようなQの素点の有限集合Sに対して

(F江 g)= 2―cJ:,S IT Iv 
vES 

と書ける．
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4 証明の概略

証明の概略を述べる． V= 00とそれ以外では証明は大幅に異なる．

4.1 V = 00について

定義から（立~+r(-)Foo, F oo)lsP2r(IR) =（応o(-)goo,goo)は殆ど明らかである．それゆえ， IOOは'irooの

dgooに関する形式次数deg(7roo, dgoo)の逆数になるこの値は良く知られている ([12,Proposition A.1], [14, 

(148)］参照）．

4.2 V = pく ooについて

記号をいくつか導入する．

・叩の正規化された絶対値を I・ Ipと曹＜．

. μ;を GLm,（ふ）の表現としたとき (i=l,2),P=｛(釦 *） |g; EGL叫心）｝として，
g2 

μ1 X四＝ Ind閃m叶 m2心）μ1図μ2

と定める (Indは正規化された誘導表現を意味する）．

伽 xμ砂Xμ3 -::C μ1 X (μ2 X μ砂

であるため， 3つ以上の表現のテンソル積の誘導表現を考えるとき括弧は省略する．

. μを GL叫ふ）の表現， nをSp2l⑫)の表現としたとき，

Q = { (，； ：)ESp2m+2l⑫)  | g E GLm心）， hE Sp2l（ふ）｝
＊ 

として，

μ><IT/= Ind~2=+21(Qp) μ区n

と定める（注意：本ノート：こおける symplectiegroupSp2mを定義する交代行列は常に (-Jm Jm) 

である (Jm= (1 . • 9 ) EGL叫Z)））．

伽 X四） ><I1] -::c μ1 X (μ2 ><I T/) 

であるため，こちらも適宜括弧は省略する．

以後の便宜のため，％を Q;の不分岐ユニタリ指標 xを用いて％ ＝ xxx―1と書いておく． また，
Sp（びp,m) = x(detm) XX―1(detm)と定義する (Speh表現）．
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4.2.1 不分岐dobledescent 

証明に向け，まずは局所的な doubledescentの結果を用意する．

咋を QPのorder0の加法的指標とする． u= ｛（呈 ＊ m こ） E Sp4m心）｝とし， Uの指標心uを

心u((12m l: 、
ー
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＼
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E Sp8m(Qp) (i = 

(lm lm)）と同一視する．このとき， Sp2m心） x Sp2m心）は向を stablizeするので，捻り付き Jacquet

加群 JゆU1はSpsm(Qp)の表現を Sp2m（ふ） XSp2m（ら）の表現へ送る．

以上の設定の下，次が成り立つ．

命題 5([5, Theorem 12.3]). Sp8m(Qp)の不分岐表現p似を，

p~ = x(det3m) X x(detm) ><I lsp。

と定めるこのとき，

Jゆbl(此)'.::::'(x(detm)><1 lsp。)図 (x(detm) ><1 lsp。)

である．

この命題は次のように用いる：まず，

均;+recc x(det2n+2r) x1 lsp。ecc(x(det2n+2r) x1 lsp。)V

(Vは反傾表現を意味する）であることに注意する． Pgn+2rはSp(びp,4n+4r)ldetl;n-r><1 lsp。の部分表現

である．そこで，線型写像

L: Sp(びp,4n+4r)ldetl;n-r><1 lsp。→ C 

で， J心,;'(Sp(ap,4n+4r) ldetl;n-r ><1 lsp。)を経由し，かつ△Sp知十4r（ふ）ー不変なものがあれば（△Sp知十4r(Qp)

はSp知十4r(Qp)のSp知十4r（ふ） XSp知十4r（ふ）への対角埋め込み）， Sp(ap,4n+4r)ldetl;n-r><1 lsp。の不

分岐ベクトル¢に対して L(<f,(• （一， 1))) は，定数倍を除き（刃丁十T(-)Fp,Fp) に一致する．
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4.2.2 Twisted doubling zeta 

上に述べた写像を実現するため，（局所）twisteddoubling zeta [4]を考える．

咋otrをVm= {(1m こ） EGL2m(IQ)p)} c:=. Matm（ふ）の指標とみなすと， GL2m（ふ）詞変な埋め込
み Sp((J"p,m) → Ind~竺心）昨 otrは定数倍を除いて一意的．そこでこの埋め込みの像を Wsh(Sp((J"p,m))
と書く (Shalikaモデル）．

各sECに対し叫 EWsh(Sp((J"p, 2m))I det I; ><1 lsp。を，叩Spsm(Zp)= <p。|sp8m（恥）であるように取る．そ

してg,h E Sp2m（ふ）に対してF(¢.)(g,h)を， Res≫ 0で

l2m 

叫 (g,h)=Ju。叫((-14m 14m) (12m  ［二 ""(.q,h)）加(u")du。
12m] 

なる有理型関数と定義する tデし u。=｛（l4m l:m) し、一 EU}．そして， SP2m（ふ）の任意の（既約）表現
l4m 

nの行列係数叫に対し， Z(¢s,%）はRes≫ 0で

Z(¢S9%） ＝ J 叫 (gか叫(9p)dgp
Sp2m(<Q!p) 

なる有理型関数と定義する．

注意 6.不分岐な設定下では次の様になっている： Wsh(Sp(びp,2m))I det I~ ><1 lsp。をの'.:'lsPsm(Zp)= 1なる
ものとし， nが既約不分岐表現で虹が不分岐ベクトルに関する行列係数だとすると，

L(s + 1/2, T/GL x ap) 
Z（外虹） ＝虹(1)△―1

Sp加 L(s+m+l/2,a)IT亡1L(2s + 2i -1, a, Sym喰(2s+ 2i) 

となるここで， T/GLはnのLパラメータの標準的埋め込みに対応する GL2m+1(Qp)の不分岐既約表現で
ある．

注意 7．双叫）は， uE U, g E Sp2m (IQlp)に対し

]-（のs(・u))(g,g)=心ul(u)］-（の.)(1,1) 

を満たす．故に， F;'(g):= F(cp;;')(g, 1)と定義すると，先の議論から， Frrtm/2はx(detm) ><1 lsp。の，不分岐

ベクトルに関する行列係数である特に F~忙;r(l) （江;+r(-)Fp,Fp) = F翌土;rである．

F;'は以下のような帰納的な性質を持つ．

命題 8.m0 E Z>□が m-mo2".0を満たすとする．このとき， gE Sp2(m-mo)(IQlp)に対して，

庁 (diag(lm0,g,lm。)） ＝ F悶五閃0(g)(p(4s+ 2m + 2)―1(p(4s + 2m + 4)-1... (p(4s + 2m + 2mo)-1 

である．特に F竺~;2(1) =（△Sp2m);1である．
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上記の命題は，難しくは無いがかなり煩雑な直接的計算の末に得ることができる．証明はここでは紹介し

ない

4.2.3 結論

以上の事実を組み合わせると，

を得る．

Ip=（△Sp4n+4ふ（△Sp4n+2r)p-lf 汀(g)（四(9v)gV,gv)dgv 
Sp叫む）

心Sp4n+4JP L(n + 1/2,（む）PX(J"p) 

= （△Sp4n+2占（△sp凸 L(n+r + 1/2，び）HいL(2n+2i-1,(J"P,Sym喰(2n+ 2i) 
=£p 
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