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高次群論とその幾何学 II さまざまな分野との照応＆群論版双曲線の変形論

Higher group theory and its geometry II 

商村茂 京都大学理学研究科数学教室

2024年 12月18日

概要

一般に幾何と言うと、距離あるいは位相が入った空間を扱う 「遠・近」に基づいて幾何を

展開する。広い意味では、‘‘通常の'’空間でなくても、「速・近」に相当するものがあれば、幾

何が展開できる。可換環がまさしくこの観点から発展してきた（ザリスキ位相を入れて位相空

間とみる）。一般の群には、「遠・近」に相当するものがないが、その代わり「ミクロ・マクロ」

がある 群の元たちの積（ミクロ積）と群の部分集合たちの積（マクロ積）。ここで、「ミクロ・

マクロ」と言えば、統計力学や社会学には「ミクロ（粒子や個人）がランダムに振る舞っても、

マクロ（気体や集団）は統制が取れた規則的な振る舞いをする」という原理がある。これは高

次群論の原理でもある。群の「ミクロ・マクロ」の“相互作用’'から一種の幾何（幾何的描像）

が立ち現れるのである。この幾何は、さまざまな分野、特に代数幾何に対応する現象や定理を

含む。本稿の前半では、高次群論と他分野との照応にスポットライトを当て、後半では「群論

版双曲線」を導入し、その“高次群論的’'変形論を解説する。

1 序群論の“幾何化'’ 数は空間を模倣する。本性から言えば、

異なったものであるにもかかわらず。

パスカルパンセ（下）p.135

松浪信三郎訳講談社文庫

※著者が高次群論に至った経緯や背景などは、［高村5]で“カジュアルに’'説明されているので、

興味ある方はご覧ください。

出自は同じでも、その後の環境でまったく違った人生を歩む、ということはよくある。ただし、

それでも核となるものは受け継がれている、ということも。代数学の基本概念である“可換環”と

“群’も、いわば同じ出自である。どちらも「空闇由来」 前者は空間の上の関数たち、後者は空

間の対称性である。しかし、理論の発展様式は大きく異なっている。可換環は、スキーム論の立

場から「幾何化」され、幾何的思考が持ち込まれ、それをテコに大発展した。一般の群に対して

は、可換環のザリスキ位相に相当する自然な位相がなく、可換環のようには、幾何を展開できな

い。もし位相があれば、層に基づいた幾何を展開できるが、群ではそうはいかないのである。可...................... 
換環と群との本質的な差異がまさしくここである。では、本当に群には幾何がないのだろうか？

注：特殊な群のクラス（リー群、位相群、離散群など）に対しては、個別的に「幾何」がある

が、群全般に対してのものではない。一方、スキーム論は可換環全般に対しいっさい制約を付

けずに成り立つ“幾何的枠組み”を提供する（もちろん、整数環や多項式環など個別な扱いが

効果的な環はあるが）。このような幾何的枠組みは今までの群論にはなかった。
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後でみるように、高次群論の観点から、群に対しても幾何があることがわかる。この幾何には、

“出自が同じだった可換環”の幾何（代数幾何）に対応する現象や定理（たとえばベズー型定理）

を含む—まったく違った“人生’'を歩んでも、核となるものは遺伝的に受け継がれている。つまり、
しゅうれん

収飲進化とも言えることが起こっている一イカの目とヒトの目が、異なった進化のプロセスを辿

りながらも、同じような形態になったように。

注意深く観察すると、（高次群論ではない古典的な）群論にも、代数幾何的な現象や公式が見え

隠れしている。たとえば、両側コセット HaKの位数公式 |HaKI= IHIIKI/IHnK門を書き換え

たものと、代数幾何の（複素射影平面C戸の中の代数曲線CとDの交点に関する）ベズーの定

理の特別な場合（同じtangencyで交わるとき一つまり、どの交点も同じ交差重複度を持つとき）

の類似性：

群論 代数幾何

両側コセットの位数公式 ベズーの定理の特別な場合

IHIIKI =mlHnKal I degCdegD=nlCnDI 

ここでm:=IHaK|， ここでnは共通の交差重複度、

Ka:= aKa→ （共役） degC, degDはC,Dの次数。

両側コセットの位数公式の一般化が、高次群論の観点から定式化され、証明される（ベズー型

定理）。これは、両側コセット HaKのaE Gを、 Gの（任意の）部分集合Aに置き換えた“両側

コセットの一般化’'HAKに関する公式である。ただし、 HAKは、次で与えられる Gの部分集合

である：

H AK = { hak : a E A}. (1.1) 

ここで、 HAKには、 HとKが左右から自然に作用する： Hへ HAK-nK （両側作用）。具体

的には、

hak← (uh)a(kv) (u EH, v EK), ここで、 uhEH, kv EKに注意。

この両側作用の軌道分解として、両側コセット分解HAK= UiEIHa(i)Kが得られる（ここで

a(i) EAは代表元）。また、このとき Ha(i)Kの重複度m(i)という量（自然数）が定義される（定

義5.4(3))。さて、 HAKが有限の場合（たとえば、 Gが有限群のとき）、両側コセット分解は有

限和である： HAK=U;=lH砂 K と書く。このとき、次が成り立つ [TalO]:

l 

ベズー型定理 IHIIAIIKI=どm(illHnK約）． (1.2) 
i=l 

比較1.1.両側コセットの位数公式では、登場人物（部分群H,Kとその共役Kりは古典的な群

論の範疇に収まっているが、ベズー型定理ではハミ出している登場人物もいる (Aは群の任意の部......... 
分集合）。したがって、ベズー型定理は、古典的な群論では定式化すらできないのである 高次群

論への移行が不可欠。

次に、代数曲線に対するベズーの定理の一般形を述べる。まず、複素射影平面CIP'2の中の代数

曲線CとDの交点たちの交差重複度の集合を {n1濯2，．．．，叫｝とし、交差重複度がnJである交
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点の個数を 1cnn|]と書く。このとき、

k 

ベズーの定理 degCdegD=:巧|CnD|J・

並べて青くと、類似性が一目瞭然である：

高次群論

ベズー型定理
l 

IHIIAIIKI = tm(illHnK心）1
i=l 

j=l 

代数幾何

ベズーの定理
k 

degCdegD =ど引CnD|J
j=l 

注：ベズー型定理は HIIAIIKI=どm(illH心）一1nk|としてもよい。
i=l 

(1.3) 

比較ベズーの定理では 1cnn|]であるが、ベズー型定理では IHnKa（門となっている。ここで、

Kの肩にa（りが掛かっているのは、非可換性のためである（実際、砂）と Kが可換(a(i)K= Ka(i)) 

ならば、 K的） ＝ K となって Kの肩から a（りがなくなる）。一方、ベズーの定理は「可換」環に

基づいているので、こういうことは起こらない 非可換性と可換性の違いの“現れ'’。なお根源的

には、

HnK心）に砂が入っているのは、ギルド HAKの中で、 HとKのあいだにある

“媒質'Aの影響である。物理的な言い方をすると、 HとKは媒質Aを通じて相互作

用しているのである。

Hnka ICnD  

interaction of H and K via the medium A I intersection of C and D 

(HとKの、媒質Aを通じた相互作用） I (CとDの交わり）

別の側面の比較もしておこう：

(i)代数曲線CとDは、 ClP'2の中で（それらの定義式の係数にパラメータを入れて）連続に動

かすことができる。このとき、 CとDの交点たちの個数や交差重複度などのデータは変化

する。一方、 CとDのambientspace (CJP'2は変化しない。

(ii)群Gの部分群HとKは、 Gの中で動かない。しかし、 HとKのambientspace H AKは

(Aを変えると）変化する。このとき、 HAKの両側コセット分解やその両側コセットの重

複度などのデータは変化する。

高次群論 代数幾何

H,KcHAK C,D c (CJP'2 

Aを変えると、 HAKは変化する c炉は変化しない

ニニ：カニljコセソト分解 1ごよご2:'中Dてこ］カ：すと、交点の
や両側コセットの重複度が変化する 個数やそれらの交差重複度が変化する
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これまでのわれわれの結果を念頭に置いて、次を提唱したい：

スローガン1. 代数曲線論と群論は「隣接分野」である。

これは、代数的整数論が代数曲線論をモデルに、類体論へと飛翔したことを思い起こすと興味深い。

余談ながら、森毅著『数学プレイ・マップ』（ちくま文庫、 2020年）は一般向けの本だが、第

一章はベズーの定理、第二章は群論、という配列になっている。さまざまな雑誌の記事を集め.......  
た本なので、この配列はたまたまなのだろうが、高次群論の立場から眺めると意味深である。

さて、 [TalO]ではベズー型定理以外のさまざまな組み合わせ的公式も導出している。また、

[Tall]ではさらなる新しい組み合わせ的公式を導出している。たとえば、 HAKを一般化した

HA山・・・ふk（ただし、 4は群Gの部分集合）に対する次の公式（ベズー型定理の一般化） ： 

l 

相乗的位数公式 IHIIA1IIA叶••• |AnllKI=どmCillHnK砂）1- (1.4) 
i=l 

（英語では、 synergeticorder formula.)ここで、重複度mり（自然数）や砂） €ふA2···An しま次

のように定義される。まず、 HAKと同様にHA直2・・・AnKは自然な両側作用を持つことに注意

する：

H へ HA山 •••AnK-r-.. K. (1.5) 

この両側作用の軌道分解として、 HA1A2・・・AnKの両側コセット分解が得られる：

HA山 ・・・AnK=II H心 K (a(i)EA山・・・出は代表元）． （1.6) 
iEJ 

このとき、 Ha(i)Kの重複度m(i） （自然数）は、非常に大ざっぱに言うと写像“シナジー'’

7r : H X A1 X A2 X • • • X An X K —• HA1A2···AnK, 
(1.7) 

(h, a1, a公．．．，an,k)← ha四2• • • ank 

に関する「H砂）Kの被覆度」のようなものである（正確には定義5.4(3)参照）。このように、単

に HA山 •••Aぷ自体だけを考えるのではなく、その上部構造“シナジ一’'も込めて考えること

がポイントである。これは、代数幾何において、代数多様体自体だけを考えるのではなく、その

上部構造‘‘層’'も込めて考えることに似ている。層の導入により理論が透徹化され、不変量（コホ

モロジー）やそれらの間の公式（リーマン・ロッホの定理など）が見通し良く導かれる。つまり、

上部構造の導入により、理論のステージが上がるのである。

スローガン2. 群論においても、「上部構造（シナジー）」を導入すると

今までの群論の射程外のことが可能になる。

次に、相乗的位数公式（1.4)の幾何的意味を考察しよう。まず、次に注意する：

現代幾何学の重要公式は、左辺が多様体の大局的不変量（オイラー数など）、右辺がそ

の多様体の局所的不変量の和（あるいは積分）で表されることが多い。
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たとえば、ポアンカレ・ホップの公式やガウス・ボンネの公式（指数定理）。ここで、多様体M に

対するポアンカレ・ホップの公式は次で与えられる：

x(M) =どIndi(X). (1.8) 

ただし、 x(M)はMのオイラー数、 XはM上の（零点が孤立している）ベクトル場で、右辺は、

ベクトル場Xの零点における指数の和である。同じく、われわれの相乗的位数公式

l 

IHIIA1IIA叶••• |AnllKI= Lm叫HnK心） (1.9) 
9=1 

も、右辺が“局所不変量”の足し上げである これは、 IHIIA1IIA叶 ••|A川 IKI が HA1A2···AnK

の“オイラー数のようなもの'’であることを示唆している。

なお、ポアンカレ・ホップの公式のベクトル場として、モース関数f:M→屈の定める勾配ベ

クトル場均を取ることができる（これはM にリーマン計量〈，〉を与えると定まるり。このとき、

均の零点はfの臨界点に一致する。さらに、そこでの均の指数はfの“二次の部分’＇（ヘッセ行

列）から定まる：ヘッセ行列式が正ならば＋1、負ならばー1([Tha] p.33 Theorem 8.34の証明参

照）。このようにして、モース関数fの“二次の部分’から多様体M のオイラー数が決まるが、よ

り強く M の位相型までもが決定されが（モース理論）。これは、われわれの相乗的位数公式の導

出においても、シナジー（1.7)の“二次の部分＇（両側コセット）が活躍することや、シナジーの構

造自体も“二次の部分’'に基づいて決定されること（シナジーの構造定理）に似ている。

以上を念頭に置いて、

スローガン3. 群論は、モース理論と似た側面をも持っている。

補足1.2. (1)上で、モース関数f:M→賊とシナジ一 7r: H X A1 X A2 X ・ ・ • X An X K → 

HA山・..A訊との類似性を述べたが、モース関数は多様体M を調べるために導入され

たのに対し、シナジーは像 HA1A2'••ふk を調べるために導入した（直積H X A1 X A2 X 

・00XAnxKを調べるためではない）。主客転倒しているのである。

．．． 
(2) (1)を念頭に置くと、シナジーはむしろ多様体M上の層p:S→M に比せられる。実際、層

からは多様体M の不変量やそれらの間の公式が生み出されるが、シナジーもそうである

後述する「シナジーの第一・第二構造定理」の帰結として、さまざまな組み合わせ的公式が

シナジーから生み出される。

(3)幾何学では、まず空間に位相が定まっていて（つまり、“局所’'が定まっていて）、しかるの

ちに空間上の写像の連続性が講論されるが、商次群論では真逆である。写像（シナジー）が

与えられた後に、“局所”（正確には、“局所もどき’'だが）が定まるのである（補足6.2)。‘‘

局所’'と“写像’'が、主客転倒しているのである。

その他の「主客転倒」は比較2.4参照。

lM上の任意のベクトル場 Yに対し、〈X1,Y〉=Yfとなるベクトル場杓が、Jの勾配ベクトル場。ミルナー

『モース理論』（吉岡書店）p.16参照。

2オイラー数の決定のときよりも細かい情報 ヘッセ行列式ではなく、ヘッセ行列自身の情報（負の固有値の個数）

を使う。この個数が「fの臨界点での指数」である（用心：これは「ベクトル場Xtの零点での指数」とは異なる）。
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ベズー型定理および関連する諸結果について、より詳しくは [TalO],[Tall]を参照されたい。以........... 
下では、まず§2で高次群論に至る道筋を概念史と共振させながら概説する。次に §3で群論版の

双曲線を導入し、その“高次群論的’'変形族を（代数幾何の変形族と比べつつ）解説する一高次群

論とその幾何学の一端がかなりわかりやすく伝わるのではと期待している。

先に進む前に、少しコメントしておく。まず、数学において「ワザ」の重要性は言うまでもな

い。問題を解くときに不可欠である。しかし、「ワザ」が威力を発揮するのは、すでに“道’'がある

場合で、何も‘道”が無い場合、つまり、公式はおろか概念、記号、用語など何もない段階では、
たたず

荒野にポツンと仔んで、どっちに行けばいいのだろうかと方向性を模索するようなもので、「ワ

ザ」は威力を発抑できない凡

このときに、「ワザ」に取って代わり、道しるべとなるのは何であろうか。

それは、「数学的自然性」（の追究）である。これは、アプリオリに都合よく与えられているもの．．． 
では全くなく、過去の数学の流れに目を向けて、自分なりの洞察光をさまざまな角度から当てて、

その跳ね返り具合から方向性を探ることにより獲得するものであるーライトをパッと当てるとい

うよりも、ロウソクの炎で丹念に照らし出すようにして。そして、それに立脚した上で、研究対
• • • かど

象へ考察波を何度も何度もぶつけて‘‘障害’'を突き崩したり、角を丸くしたり、小さくしたりする

わけである―海岸線に打ち寄せる波が、砕けても砕けても、次第に岩壁を削り、最後には打ち砕

くように。

以上を念頭に置いて、次節では“土台 of土台’＇（土台の中の土台）に関することに、さまざまな

角度から洞察光を当てて、その跳ね返りを探りつつ、「群論の幾何化」に関する背景や私の考察を

俯諏的に述べる。なお、以下で論ずる「群論の幾何化」は、幾何的群論とは無関係である。後者

は主として離散群を研究対象とするが久われわれは群に制約をつけない。

2 群の“幾何化’'への道を探る一洞察光の跳ね返りを見極めつつ

まずは、かつての私の次の問いかけから始める。

代数学の「片翼性」 可換環は幾何化されているのに、群はなぜ幾何化されていないのか？

このことは、学生時代に気になって以来、繰り返し考えてきたが、根源的には次のような理由に根

ざしているのではないかと考えている。可換環は、もともと空間上の関数全体がプロトタイプで

ある。一方、群は空間の対称性（対称変換）全体がプロトタイプである。両者とも空間にattach

した概念であるが、そのattachの仕方は本質的に異なっている。関数の場合は、空間の位相や距

3この事情は、将棋のワザを磨きぬいた「将棋のプロ」と「将棋というゲームを創った人」がまったく別者であるの

と同じである。

4離散群に対しては、位相よりも強く「距離」が入る 離散群のケーレーグラフの頂点集合は、離散群と同一視でき

るので、グラフの距離 (2点を結ぶ最短経路の辺の個数）が、離散群の距離を与える。この距離を通じて離散群を研究

するのが幾何的群論である。ただしこの理論は、（可換環論の幾何化である）スキーム論の“群論的対応物”ではない。

まず、離散群に限られ、すべての群を扱っていない（一方、スキーム論はすべての可換環を扱う）。また、ケーレーグ

ラフを定める際に、離散群の生成系を指定する「人為」が加わっている（可換環のザリスキ位相を定める際、生成系を

指定する必要なし）。さらに、スキーム論の構造層にあたるような「上部構造」がない。
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離が効いている（たとえば、E:-8論法）。対称変換の場合、空間における「遠・近」は（関数の場合

のような）意味をもたない。実際、対称変換（たとえば鏡映）により、遠くの点が近くの点にう

つったり、近くの点が遠くの点にうつったりする。

空間上の関数（可換環の元）

遠近を意識

（たとえば、豆論法）

空間の対称変換（群の元）

遠近を意識しない

（遠点が近点にうつり、逆に、

近点が遠点にうつることも）

直観的な言い方をすれば、関数は、空間に堅く縛りつけられている(“固着的”)。もっと言うと、

空間上の関数のなす可換環は、空間と二体化しもふら―実際、可換環から空間を復元できる（ゲ

ルファント・ナイマルク (Gelfand-Naimark)の定理）。一方、対称変換は、関数のように空間に縛．．．．．． 
りつけられてはおらず、それとは真逆に、空間を動かしまわる存在である(“駆動的’')。ただし、

「まず空間ありき、しかるのちに対称変換ありき」なので、対称変換群は、（可換環と違って）空

間を復元しない。そうかと言って、二義的な存在で里要度が低いというわけではない。そもそも

群と可換環では、空間に対するスタンスが違うのである：

......... 
可換環が「空間と一体化している」のに対し、群は空間から一歩引いて「空間を冷徹

に俯敵し、動かす」というスタンスである一その“黒幕性’'ゆえ、群の概念の発見・定

式化には時間を要したのであろう。

｛可換環＝固着的（静）、空間の化身—incarnation,
群＝駆動的（動）、空間を操る（操作する）黒幕 mastermind. 

．．．． 
以上のような違いが、可換環と群の「幾何」のありようの違いを生じさせていると考えられる。

したがって、それらの記述の仕方は原理的に異ならざるを得ないと推測される。

対称性の「座標」としての群

時代を遡って古典的な地点から、別の観点で「群」を眺めてみる デカルトから始まり多項式

の零点集合を研究する“古典的な',5代数幾何へ至る流れと対比させ、「群」をわれわれの観点で見

直していく。デカルトにより先鞭を付けられた、「図形に『目盛り』を入れて計量化する」という

考え方は人間にとって普遍的で強力な思考支援ツールであり、なにも図形自体の計量化にとどま

る必然性はない。誤解を恐れずに言うと、

図形の「対称性」に目盛りを入れたものが、群である。

....... 
アプリオリには、図形の「対称性」は漠とした代物で、数学的な扱いにはなじまないが、群という「目

盛り」を入れることによって数学的に扱えるようになるのである―無明を突き破る。しかも、この

噌t量化’'は、単に「数学的に扱える」ことをもたらすだけではなく、その後の発展のポテンシャル

になっている。空間の計量化と対称性の計量化を、この観点からもう少し見てみる。

5スキーム論以前の代数幾何。古典的な代数幾何では多項式環しか扱わないが、スキーム論は可換環全般を扱う。
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空間の計量化 “原っぱ’＇（平面）にはもともと目盛り（座標）はないが、人為的に座標を入れる

ことにより、位置情報が「計量化」され、式的思考を後押しする。そして、多項式の零点集合とし

て、さまざまな図形が考察の対象となり、幾何の裾野を広げていく。ここから「代数幾何」とい

う分野が起ち上がる。そこからは一本調子で、古典的な代数幾何の発展が続く ただし、‘‘議論の

あいまいさ’'が壁となって立ちはだかるまでではあるが見古典的な解析学の厳密化がある時点で

必然となったように、古典的な代数幾何でも、厳密な議論が必要となる段階に達し、新たな「知」

の導入が不可欠となった。そこで可換環論が登場する一これを取り込んでいく初期の段階が過ぎ

たあと、幾何的な思考法が可換環論へ「逆輸入」され、可換環論の幾何化が強力に押し進められ

た（グロタンディークら）。

空間の対称性の計量化 まず、強調しておきたいのは、

図形の「対称性」には、原っぱのごとく何ら目盛りのようなものが入っていない。そ

のままでは、数学的な対象にはなりえない。

しかし、「対称性」に目盛りを入れたもの 群 は数学的に扱えるようになる。たとえば、正五角

形の「対称性」の場合、下の図 1(2)の二つの対称変換aとb(21r /5回転と対称軸に関する折り返

し）により、任意の対称変換はa’がの形に表せる(i,jは整数で、 0::::; i ::::; 4, j = 0 or 1）。したがっ

て、 aとbは「対称性」の“目盛り”とみなせて、

正五角形の「対称性」は「aとbで生成される群」として数学的に扱うことができる。

ここで、 aとbは関係式 b―1ab= a―1，岱＝ 1，b2 = 1をみたす。このように、「対称性」が群とし

て“式化’'され、式的思考を後押しする。

(I)口国 □□
図 1:(1):原っぱに目盛り（座標）を入れると、任怠の点は (x,y)の形に表せる。（2):正五角形の

「対称性」に目盛りを入れると、任意の対称変換は a叩の形に表せる(i,jは整数で、 0:<::; i :<::; 4, 

j = 0 or 1)。注： （i, j)が(x,y)に相当する。

補足 2.1.正確に言うと、「空間の対称性に“目盛り”を入れる」は「群の“生成系’'を取る」であ

る。そして、これは「ベクトル空間の“基底’'を取る」に相当する。

振り返ってみると、「目盛りを入れる」というのは、人間にとって、強力な思考支援ツールでは．．．． 
あるが、 「空間に直接目盛りを入れる代数幾何」と「空間の対称性に目盛りを入れる群論」とで

は空間とのかかわり方が異なる一後者では、ワンクッション置いている。この違いが可換環の幾

何である代数幾何と群の幾何との“様式”の違いを生み出す。

6たとえば、ベズーの定理の“厳密な”証明が求められるようになった。これには、代数多様体の（幾何的な直感に

よらない）交点理論を確立することが必要であった。代数多様体上の“現代的な’'交点理論は、可換環論のみならず、

代数多様体の上部構造である「層」を駆使する（代数曲面の場合は比較2.5参照）。奇しくも、高次群論においても、

「ベズー型定理」を定式化し示すためには、上部構造‘‘シナジ一’'の導入が不可欠であった。 [TalO]参照。
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観察 デカルト、ガロアの両者とも、直観的対象の「計量化」（あるいは「式化」と言ってもよい）

を行っている 前者は「平面」の、後者は「対称性」の計量化で、これらにより、人間の認識の地

平が大幅に広がった：

•平面座標が導入されたことにより、人間が“数学的に'’扱える図形が限りなく増えた。それ

までは、直線や平面などまっすぐな図形以外は、円、楕円、双曲線、放物線など、円錐曲線

たちに限られていたが、こういった一次、二次の図形を越えて一般のn次式で定められる図
そじょう

形も俎上に上るようになった。

•図形の「対称性」の計量化により、多種多様な群を生み出すことになった（図形ごとに）。た

だし、座標平面がタブラ・ラサとも言うべき真っ白なキャンバス(“容れ物’')で、いろいろ．．．． 
な図形が後天的に式の零点として描かれるのに対し、群の場合は、「座標（生成系）」のみな．．．． 
らず、関係式も先天的に与えられている。また、タブラ・ラサ的“容れ物”が群たちにあるわ

けではなく、個々の群は独立している存在である と言っても、群たちは準同型により「つ

ながっている」ので、個々の群が孤立しているわけではない（圏論的なネットワークが‘‘容

れ物’'になっている）。

平面に日盛りを入れて「計量化」（座標）

デカルト

図形の対称性に目盛りを入れて「計量化」（群）

ガロア

平面上に、式によって図形が直如滋鯰。 1群は、関係式によって棗縛されもふぶ。

式によって定まる図形の研究（古典的な代数幾何） さまざまな群の研究（古典的な群論）

可換環論の幾何（スキーム論） 高次群論とその幾何？？

群のナイーブな幾何化に欠けているもの一マクロな情報

平面に目盛り (x,y)を入れた場合と違い、群にはアプリオリに、関係式という“代数幾何的なも

の'’ （図形の定義式のアナロジー）が入っている（たとえば、上の図1(2)の正五角形の対称変換

群の例では、関係式b―1ab= a―1, a5 = 1，ザ＝ 1）。このとき、

【素朴なアプローチ】 群の関係式という“代数幾何的なもの'’

に着目して幾何を展開できないか？

を考えるのはごく自然である。しかしながら、こういう素朴なアプローチで「群の代数幾何」み

たいなものを展開しようとしても、あまりに素朴過ぎて、少なくとも本家の代数幾何のような壮

大な理論体系は望むべくもない互

何が違うのであろうか？

それはマクロな情報においてである。可換環の場合、イデアルの積IJは再びイデアルになる（つま

り、イデアルの世界は積で閉じている）。一方、群の場合、部分群の積HK={hk: h EH, k EK}は
・・....

一般に部分群にはなっておらず、群の世界からハミ出している（つまり、部分群の世界は積で閉じてい

7離散群に対しては、群の関係式に基づいた「幾何」が展開できるが ([Ol's]参照）、群全般に対してではない。一

方、代数幾何のスキーム論は、可換環全般を扱う。
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ない）。より一般に、 n個の部分群たちの積H1H2・・・Hn= {h山・ •.hn : hi E Hi (i = 1, 2,..., n)} 

は、 nが大きくなるにつれ、一般に群の世界から激しくハミ出していく 古典的な群論の対象で

ある部分群やコセットからはほど遠い存在になる。こういった“ハミ出しもの'’を、上の【素朴な

アプローチ】では考慮していない一それゆえ群の性質を十分に引き出せない。一方、高次群論は

これら‘‘ハミ出しもの'’もひっくるめて「定性的かつ幾何的に」記述する。

補足 2.2.HKが部分群になる必要十分条件は、 HK=KHが成り立つことである。これは“マク

ロな可換性’'である。この条件はベクトル場の「可積分条件」 [X,Y]=O、つまり XY-YX=O

に類似している。この観点からは、 HK=KHは「可部分群条件」である。

この節のまとめ

われわれが‘‘群のマクロな構造（高次構造）”にスポットライトを照てるのは、一義的には次の観

察に基づいている：

可換環と（非可換）群の質的な違いがあらわになるのは、マクロにおいてである。

両者は（マクロの）低次部分ですら大きく異なる 群においては（マクロで）一次のものは部分群

以外にコセットがあるが、可換環においては（マクロで）一次のものはイデアルしかない。実際、

コセット aH は、 a~ Hのときは部分群ではなく、 aH-:JHであるが、イデアルのスカラー倍rI

は、 rI=Iゆえ、イデアルのままである。さらに、群においては両側コセット HaK （これは二

次）が重要な役割を果たすが（マッキー関手、バーンサイド環など）、可換環にはこれに相当する

ものが存在しない。実際、可換環の部分集合IrJ(I, J:イデアル、 r:可換環の元）はイデアルな

ので、一次のままである。一次と一次を掛け合わせても二次にはならず、一次のままなのである。

このため、可換環には（マクロで）“二次（以上）”のものが存在しない。対比表を挙げておこう：

可換環（マクロ的には一次）

スカラー倍イデアルrl（一次）は

イデアル (Iに一致）

IrJはイデアル（一次）

非可換群（マクロ的には高次）

コセット aH（一次）は

一般に部分群ではない (Hとは異なる）

HaKは両側コセット（二次）

スカラー倍イデアルの積mI1乃h・・・rnlnは

イデアル（一次）

コセットの積a1H四 H2・・・an几は

クラン (n次）

念のため、次の対比も挙げておく：

可換環（マクロ的には一次） I 非可換群（マクロ的には高次）
イデアルI（一次） 1部分群H （一次）

イデアルの積Ilh・ • •In は

イデアル（一次）

部分群の積H直 2...凡は

セクト (n次）

補足 2.3. 「非可換」環の意義については、梅田亨氏が次のように述べておられる。

可換環は「幾何学的」な対象と直接結びつく代数的な構造物と看倣せる。より一般的な非可換

環は、その解釈から言えば、幾何学的な点の「運動」を取り込んだ代数的な構造物となる。

梅田亨『代数の考え方』p.146（放送大学教育振興会）
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われわれが、群のマクロな構造（高次構造）を考える哲学的な理由は次の通り：人間社会では

個々の人がランダムにふるまっても、集団としてみると（不思議なことに）行動に規則性がみら

れ、特有の「法則」が成り立つ。これは社会学的視点だが、非生物的な粒子でも同様である。ミ

クロ（粒子）はランダムにふるまうが、マクロ（気体）としてみると、規則性が生じ、マクロ特

有の「法則」が成り立つ（統計力学）。群の場合にもこういった現象が起こっているのではないか

と考えたのである一ミクロ（群の元の積）だけを見ている限りでは見えてこない「法則」や「幾

何」が、マクロ（部分群の積、コセットの積など）を見ることにより浮かび上がってくるのでは

ないか、と。

メロディーは単なる音の寄せ集めではなく、音のつながり方が大切である。文学作品も然りで、

単に文字の集まりではなく、文字のつながり方が大切である。幾何も同様で、空間は開集合の

つながり具合 くだけた言い方をすれば「近い・遠い」 が重要である。では、「近い・遠い」

なしで幾何が展開できないだろうか。この疑問は群の幾何学を構想する際に真っ先にぶつかっ

た。「近い・遠い」に取って代わるものは何だろうか、と。試行錯誤の末に見えてきたのが「ミ

クロ・マクロ」である。

曲を聴いているときや小説を読んでいるとき、あたかも“立体的に’'起伏があるように感じられ

ることがある一幾何がないのに、‘‘幾何的なもの’'を感じてしまう。思うに、人間にとって、幾何

というのは二通りあって、通常の意味の“空間的な幾何”と、メロディーのつらなりや文字のつら

なりなどから立ち現れる“幾何めいたもの’'。可換環論の幾何（代数幾何、スキーム論）は前者で......... 
あり、高次群論の幾何は、敢えて言えば後者である。と書いたものの、それにもかかわらず両者

には、類似の定理や現象がある。これは不思議である。立ち止まって考察してみよう。

代数幾何の教科書では、ベズーの定理に続いて、「曲線束」（ペンシルとも言う）がしばしば導

入される。たとえば、複素射影平面clP'2の中の 2つの二次曲線CとDは、ベズーの定理より（重

複も込めて） 4点で交わるが、この 4点を通る曲線族は入C+μD （ここで、入，μはパラメータ）

で与えられる。次に、 ClP'2をこの4点でブローアップすると、互いに交わらない代数曲線の族が

できる。この描像を写像を使って定式化すると次のようになる。ブローアップしてできた代数曲

面をSとすると、パラメータ空間への射影Jr:s→Tが「代数曲線の族」である 各ファイバー
が（二次の）代数曲線である。つまり、代数幾何では、ベズーの定理から代数曲線の族へとつな

がる流れである。一方、高次群論では、逆の流れである。ベズー型定理は、族（シナジー）がら

産み落とされる。

比較 2.4.まとめておくと、

高次群論の辿る道筋は、代数幾何とは真逆である。高次群論では、「族（シナジー）」か

ら出発し、しかるのちに「ベズー型定理」が示される。一方、代数幾何では、「ベズー

の定理」を示した後に、「代数曲線の族（ペンシル）」が導入される。

これは一種の“主客転倒”である（その他の“主客転倒’'現象は、補足1.2参照）。

交点理論と上部構造のかかわりについても比較しておく。
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比較 2.5.われわれの“交点公式’＇（相乗的位数公式(1. 4))は、上部構造（シナジー）を使って定式

化され示された。一方、現代的な代数幾何の交点理論でも上部構造を使う。たとえば、代数曲面

s上の代数曲線CとDの交点数C・Dは、直線束の次数（チャーン数）により与えることができ
る。まず、 DをS上の因子 (divisor)とみて、 Dが定める S上の直線束を Lとする。これの Cへ
の制限LieはC上の直線束である その次数（チャーン数）が、 C と D の交点数 C•D に一致す

る（［上野］p.51参照） ：C • D = deg(Llc). Lの代わりに、 Cが定める S上の直線束M を取って

も同様である： C• D = deg(Mln).このように現代的な視点で見ると、交点数は“特性類’'と関

係しているのである。

3 「群論版双曲線の族」から高次群論へ

見えたる光いまだ消えざるうちに言い留むべし

芭蕉（三冊子）

ここからは話がガラッと変わって、具体的な話に移る。高次群論とその幾何学の一端を、研究

の産地から直接、鮮度を保って届けたい(“産直数学’')。どういう素材から始めると面白さが伝わ

るか考えてみたところ、「群論版の双曲線」を導入して、それに基づいて幾何的に（代数幾何と比

べながら）説明するのがよいと思う。まず、前振りとして艮2の中の双曲線xy= r (r 2'. 0)を考え

る。 rをパラメータとみて動かすと、 T=jc 0のときは双曲線だが、 r=Oのときは十字架 (x軸とy

軸の和）につぶれる 原点が特異点になっている。

□-三—+°
図 2：双曲線xy= rの変形族 (rE屈はパラメータ）．

上の描像を複素化する。さの中の“複素双曲線’'zw=t（ここで、 (z,w)EC2,tE(['.)は、‘‘実

双曲線'xy= r (r := It|)を「グルっと回して」できた図形になっている8。ただし、t=Oのとき

は十字架をグルッと回したもの。これらはリーマン面（代数曲線）で、t→0のとき、図3のよう

につぶれていく。

澤座標表示z= xe'",w = ye'/3,t = re'0を取ると (0は固定）、 zw=tの実部、虚部はそれぞれxy= r, ei(a+/3) =e'e. 

前者は実双曲線。また、後者より a+fJ三0mod 21r,つまり 9三ーa+0mod 21r.したがって、 (z,w)= (xe'",yei(-a+el). 
ここで、回転パラメータはaのみ (Oは固定されている）。 aを0から 21rまで動かすと、実双曲線xy= rが「グルッ

と回って」複素双曲線zw= tになる。
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三—王7ご三
図3:複素双曲線zw= tの変形族(tE (Cはパラメータ）．この図の“実断面’'が図2。

図3の描写を、写像を使って定式化し直す。まず、写像 T:C2 → Cを1r(z,w)= zwで定める。
すると、ファイバー T―1(t)はさの中の図形zw= tである。ここで、t-/c 0のとき、複素双曲線

T―1 (t)はなめらかファイバー (or一般ファイバー）、複素十字架T―1(0)は特異ファイバーである。

「群論版の双曲線」とその族 (1-parameterfamily) 

次に、“群論版の双曲線’'を導入する。まず、群Gの部分群HとKの、次のような“積”を考え

る（用心：一般に直積ではない） ： 

HK:= {hk: h EH, k EK}. 

これは、 Gの（部分群とは限らない）部分集合である。

定義 3.1.tEHKに対し、 hk= tをみたす (h,k) EH  x Kたちの集合

Ct:= {(h, k) EH  x K: hk = t} 

を群論版の双曲線という。

(3.1) 

(3.2) 

tEHKをパラメータとみて動かすと、群論版双曲線Qの「族」が得られる。これを（代数幾

何の場合のように）写像を使って定式化する。まず、写像1r:HxK→HKを1r(h,k)= hkで
定める。このとき、各tEHKに対し、ファイバー 7r―1(t)が群論版双曲線Ct:hk = tである。対

照表を与えておく。

代数幾何 1 群論

双曲線 zw =tin tC2 

パラメータ空間 Ic 
hk =tin H x K 

HK  

写像 T:C2 →(C l1r:HxK→HK  

(z,w) c-+ zw I (h,k)→hk 

以上は“幾何的描像’であるが、群論版双曲線は“代数的描像’も持つ。まず、各tE HKは、

（定義より）少なくとも一通りはt= hk ((h, k) EH  x K)の形に表されることに注意する。これ

をtの表示という。このとき、

tEHKの表示全体の集合が、群論版双曲線Ct= { (h, k) E H x K : hk = t}である。

群論版双曲線は、このような代数的解釈を持つので、tの表示問題は、群論版双曲線を経由して幾

何的な問題に翻訳される。これは、群の元の表示問題(“純'’群論的）を「定性的に幾何的に記述

する」という視点を生む。
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また、動的な問題として、tEHKをパラメータとみて動かしたとき、tの表示全体の集合がど

のように変化するか、という「動」代数的問題を考えることができる。これは、ファイバー T―1(t) 

がどのように変化するか、という「動」幾何的な問題に翻訳される（パラメータ族の記述問題）。

問1 tEHKをパラメータとみて動かしたとき、 1r:HxK→HKのファイバー T―1(t)はどの
ように変化するか？

また、複素双曲線族 7r:c2→C, (z,w)>--+ zwが、原点0EC上に特異ファイバー T―1(0)を持
つことを念頭に置くと、自然に次の疑問が湧く：

問2 1r:HxK→HK, (h,k)→hkに対し、単位元eEHK上のファイバー T―l(e)は‘‘特異
ファイバー’'か？ （注： HKはeを含む。実際e= ee E HK.) 

実は、写像1r:HxK→HK,1r(h, k) = hkは、図3のような代数幾何の場合の描像とはかな
り異なった描像をもつ―単なるパラメータ族ではなく、「等質ファイバー束」になっている。この

ことをみるために、まず次に注意する。

観察各hkE HK  (h EH, k EK)に対し、

T―1(hk) = {(h"f―1べk):"(EHnK}. (3.3) 

ここで、 (h',k') E 1r―1(hk)に対し、 (h',k') = (h,―1っk)を満たす1EHnKがただ一つ存在
する。したがって、対応 (h',k') E 1r-1(hk)←→ 1EHnKにより、 T―1(hk)(hk E HK)は群
HnKに“集合として”bijectiveであることがわかる（ただし、一般には“群として'’isomorphicで

はない；そもそも T―1(hk)には一般に群構造が入っていない）。

(3.3)を念頭に置いて、群HnKをHxKに次のように作用させる（これは左作用） ：各

1EHnKに対し、

(h, k) EH  x K f-------+ (h"f―1,"fk)EHxK. (3.4) 

写像1r:HxK→HKの各ファイバーは、この群作用の軌道になっている ((3.3)より）。さらに、
この写像は次の可換図式を通じて、商写像q:HxK→(Hx K)/(HnK)とみなせる（下の記
号[h,k]は、 (h,k) EH  x Kのqによる像を表す） ： 

(h,k) EH  x K 

/ ¥ (3.5) 

[h, k] E (H x K)/(H n K) hk E HK. 

さて、写像1r:HxK→HKについての上の議論では (HとKが群であるにもかかわらず） HxK
を単に集合として扱ってきた。以下では、次の積でHxKに群構造を入れておく（単位元は(e,e)): 

(h', k'), (h, k) EH  x Kに対し、 (h',k') ・ (h, k) := (hh', k'k). (3.6) 

このとき HnKは、単射準同型

HnK→HxK, ↑→  （ァ―1''Y) (3.7) 
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により、群HxKの部分群とみなすことができる。このとき HnK作用 (3.4)は、部分群HnK

の群HxKへの（左からの）かけ算になっている。よって、商写像q:HxK→(Hx K)/(HnK) 
は、剰余写像(residuemap)一「等質ファイバー束」ーである（用語については下の補足3.3参照）。

以上をまとめておく：

命題 3.2.1r: H x K→HKは商写像q:HxK→(Hx K)/(H n K)と同一視できる。また、
後者は剰余写像（residuemap) 「等質ファイバー束」 である。

．．．．． 
補足 3.3.本稿では、用語(“商写像＇と“剰余写像’')を次のように使い分ける：

(i)ある群Hが集合あるいは空間Xに作用しているとき、商写像(quotientmap) q : X→X/H 
が定まる。

(ii) (i)において、 Xが群Gであり， HがGの部分群、 HのGへの作用が（左または右からの）

かけ算である場合、商写像q:G→G/Hを、とくに剰余写像（residuemap)と言う。

(ii)'剰余写像を（広い意味の）等質ファイバー束 (homogeneousfiber bundle)とも言う (Gが

リー群、 Hがその閉部分群のとき、 G/Hは等質空間、q:G→G/Hは等質ファイバー束で
あることを踏まえて）。

観察 群作用 (3.4)はフリーなので、すべての軌道（つまりファイバー）はHnKに同型である．．．．．．． 
（等質HnK束）。したがって、ファイバーの退化は起こっていない―特異ファイバー (singular

fiber)は無い。ただし、単位元eEHK上のファイバー 7r―l(e)は特殊ファイバー (specialfiber) 

である。実際、他の元の上のファイバー T―1(t)(tEHK¥{e})はHxKの部分群ではなく、単..... 
に部分集合で、集合としてHnKにbijectiveになっているだけだが、 e上のファイバー T―l(e)に

ついては次が成り立つ：

補題 3.4.7r―l(e)はHxKの部分群になっており、 HnKに群としてisomorphicである。

証明実際、 T―l(e)は単射準同型(3.7)ry E HnK→ (7―1,ry)EHxKの像になっている。これは
次のようにわかる。まず、 (3.3)において、 h=k=eのとき T―1(ee)= {(ery―1,rye):'YE HnK}. 

つまり、

T―l(e) = {('Y―1,'Y) :'Y E H n K}. 

右辺は、単射準同型"(EHnKH(?―1,"f)EHxKの像にほかならない。

(3.8) 

口

special fiber 
(subgroup) 

ITliHxK  
↓T 

e
 

HK  

図4:1r: H x K→HK, 1r(h, k) = hkは、 T―l(e)が特“殊”ファイバー。
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singular fiber 
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図 5:'If:(C2→ C, 7r(z,w) = zwは、 T―1(0)が特“異’ファイバー。

ファイバーの特殊性を込めた対照表を与えておく。

代数幾何 群論

双曲線 zw =tin tC2 hk =tin H x K 

パラメータ空間 C HK  

写像 7r :び→ C 1r:HxK→ HK  

(z,w)→ zw (h,k)→ hk 

特別なファイバー T―1 (0):特異ファイバー T―1 (e):特殊ファイバー

((0, 0) E 7r―1(0)は特異点） （他のファイバーと違って、 T―l(e)は

群HxKの部分群）

なら

上の写像7f：び→C,(z,w)→ zwは二次の多項式写像である。これに倣って言うと、

写像Jr:HxK→ HK,(h,k)→ hkは高次群論における二次の写像である（なお、

HKは高次群論では二次）。

この写像を一般化した次の3つの写像は高次群論で基本的な役割を果たす（以下、 a,b1,b2,...,b1,c,d

は群Gの元） ： 

(I)両側コセット・シナジー (synergy門

び： Hx{a}xK→ HaK,(h,a,k)一hak.
これは剰余写像（等質ファイバー束）とみなせる ここで、「みなせる」というのは、図(3.5)

のような可換図式を通じてである（以下、同じ）。 oの任意のファイバーはHnK門こbijective

である。

(II)両側コセット・テルファー(telfer10)

T: H X {(b1, b2,..., b1)} X K→ H疇・・ • b1K, (h, (b1, b2,..., b1), k)← hb1b2 • • • b1k. 
これは剰余写像（等質ファイバー束）とみなせる。 Tの任意のファイバーは Hn Kb (b := 

b1b2・・・切）にbijectiveである。

(III)両側コセット・テラジー(telergy円

μ: H cx{(b1, b2,..., b1)}xdK → Heb山・ •.b1dK, (he, (b1, b2,..., b1), dk) → hcb1b2 ・ •.b1dk.

これは一般に剰余写像とはみなせないが、商写像とみなせる。実際、 HC X {(b1, b2,..., b1)} X 

9相乗効果・相乗作用： syn+elergy（共に＋働く）
10吊り上げてケープルに沿って運ぶ装置：tele+ pherein（遠隔＋運ぶ）ここでは、 {(b1,b2,..., b1)}をケーブルに
見立てている。
11遠隔作用：tele+ elergy（遠隔＋働く）
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dKへの群He―1n Kbd (b := b山..向）の作用による商写像とみなせる。μの任意のファイ

バーはHe―inKbdにbijectiveである。

われわれがシナジーのファイバーにこだわる理由

一言で言うと、それが（群についての）新しい組み合わせ的公式の導出につながるからである。

簡単な例で言えば、両側コセット・シナジーer: H x {a} x K -----+ H aKから両側コセット HaK

の古典的な位数公式が導かれる。実際、 6 の任意のファイバーがHnKaにbijectiveであることか

ら、 Hx{a}xKの元の個数は、 Hn応の元の個数と HaKの元の個数の積に等しい。つまり、

次の関係式が成り立つ（ただし、 H とKは有限とする一このとき HX {a} X K, HaK, HnKa 

も有限） ： 

H x {a} x Kl= IHaKIIHnK冗 (3.9) 

すなわち IHIIKI= IHaKIIHnK門よって |HaKI= IHIIKI/IH n Kai.これは、両側コセット

HaKの古典的な位数公式にほかならない。このような数え上げ議論(countingargument12)に

より、高次群論では、シナジーから新しい組み合わせ的公式がザクザク得られる。

4 ‘高次元化'

動中の静静中の動

概して、人間は「静止」が苦手である。身体的にも、座禅のような長時間の静止行為は苦痛を

伴う。思考的にも、静よりも動の方が認識しやすい。実際、物理学の発展も、まずは静よりも動

の中に基本原理を見出してきた。群に対する我々のアプローチも、

“動きの中で'’群の特性を把握する

というものである。これは、なにも前節で行った場合に限らない。もっと一般の設定へも拡張さ

れる。この節では、前節の構成を「高次元化」する。

まずは代数幾何サイドから始める。 Cn+1の中で、式z戸2・・・Zn=tで定義される次の図形（代

数多様体）を考える：

V := { (z1, z2,..., Zn, t) E cn+l : Z戸2 ・• •Zn= t}. (4.1) 

この代数多様体Vをそのまま見ていても幾何的意味ははっきりしない。しかし、一旦tを止めて

Vの部分空間Wt:z戸2・・・Zn=tを考え、次にtをパラメータとして聞を動かしてみると、幾何

的な意味がはっきりする。前節で見たように、 n=2のときは図6のようになっている。

12Counting argument means counting the same thing in two different ways. 
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□ロ
t→O 

ーt #-0 
hyperbola 

t=O 

singular 

図6:族z戸2= t (t E (C). 

写像を使って、上の“族’'を定式化する。写像71":V→Cを射影 (z1,z2,..., Zn, t) f---+ tで定め
る。各t€ Cに対し、ファイバー7r―l(t)はz1砂．．． Zn=tをみたす (Vの）部分空間Wtである。

そして、パラメータtE Cを動かすにつれ、ファイバー7r―1(t)も動き、t=Oでは T―1(0)に“退

化’'する。つまり、 T―1(0)は特異ファイバー、 T―1(t)(t -/c Q)はなめらかファイバー (or一般ファ

イバー）である。

次に、群に対しても、前節の族（つまり 7r:HxK→HK)を「高次元化」する。
...... 

高次群論においても、「高次元化」とはとどのつまり‘‘変数’'を増やすこと。

まず、 H1,H公．．．，凡を群Gの部分群として、その積（セクト）を考える：

H晶・..Hn := {h山・ •.hn: hi E凡(i=l,2,...,n)}. (4.2) 

これはGの部分集合である（一般に部分群ではなく、それよりもはるかに複雑な部分集合）。次

に、写像

7f : H1 X H2 X • • • X Hn→ H晶 ・・・Hn,

(h1, h2,..., hn)←柘h2• • • hn 
(4.3) 

をセクト H直 2..・ Hnの（普遍）シナジーという（注：これ以外のタイプのシナジーもあるが、こ

こでは立ち入らない）。 n=2のときはシナジーは等質ファイバー束になっているが（命題3.2)、......... 
n~3 のときは一般にはそうではなく非常に複雑である。しかしそれにもかかわらず、「シナジ一

の構造定理」（定理6.1)により、明快な幾何的描像を与えることができる(p.23の図7(1)参照）。

代数幾何 群論

口く：：曲：MI （z1口ご］口ZnI ：ここ；：言ご：三：ロ
フルに一般化

上の構成では、群G の部分群 H1,H2,---,Hn を取り、それらの積（セクト） H1凡 •••Hn を考え
．．． 

た。以下では、これよりもずっと一般的な積を考える。すなわち、 Gの任意の部分集合S1,S2,..., Sn 
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を取り、それらの積（フロック(flock))を考える：

S心・ ・・Sn={ s1的・・ • Sn : Si E Si (i = 1, 2,..., n) }. (4.4) 

これはGの（一般に非常に複雑な）部分集合である。 S1品・・・品の定義より、各tE S1S2 ・・・Sn 

は（少なくとも一通りは）t= s1s2 ・・・Sn (si E Si)の形に表される。これをtの表示と言う。

問題 t ES心2・・・品をパラメータとみて動かしたとき、「tの表示全体（の集合）」

がどのように変化するか。

この問題を写像を使って定式化する。まず、次の写像（シナジー）を考える：

7r : S1 X S2 X • • • X Sn -----+ S1函・• •Sn, 

(s1, s2,..., sn) f------t s1 的•.. Sn. 
(4.5) 

点tE S1函・・・品に対し、そのファイバー T―l(t)は表示t= s1s2・・・％をみたす (s1,S2,..., Sn) 

E S1 X S2 X • • • X品全体からなる。つまり、

シナジーのファイバー T―1(t)には「tの表示全体」という群論的な意味がある。

ファイバー 7r―1(t)はパラメータtE S1品・・・品とともに変化する‘‘幾何的なもの'’であるが（代

数多様体の族のアナロジー）、“群論的な意味’'も持っているのである。それゆえ、次の 2つの問題

は等価である：

【幾何的問題】 tを動かしたとき、ファイバー T―1(t)がどのように変化するか。 (4.6) 

【群論的問題】 tを動かしたとき、「tの表示全体」がどのように変化するか。 (4.7) 

比較 4.1.代数多様体の族に対しては、【幾何的問題】しか考えることができないが、シナジーと

違って、一般ファイバーが定義される。これらの違いが示唆するように、シナジーの描像と代数

多様体の族の描像はかなり異なる(p.23の図 7参照）。

さて、層は代数多様体の「上部構造」、シナジーはフロックの「上部構造」という共通点があるが、

層の定義に比べて、シナジー (4.5)の定義はいたってシンプルである一しかし、見掛けによらずたい

へん複雑な代物である。シナジー71":s区 S2X・ • ·XSn → S1品・・•品において、 S区 S2X···X品は

直積なので、一見すると簡単に見える。「多様体M上の自明束p:Mx町→M のようなものか」と

思ってしまうかもしれないが、全く違う。自明束の写像pは単なる射影(m,v)E Mx屈凡→mEM

であり、各ファイバーp―l(m)は野nであるのに対し、シナジーの写像Tはとても複雑で、ファイ

バー T―1(t)(t E S1S2 ・・・Sn)を決定しようとするとたいへん複雑な計算を要し、ファイバーには

なんら規則性がないように見える。しかしながら、その中に実は「規則性」が潜んでいる（後述す

るシナジーの第一•第二構造定理）。

一般のシナジ一

(4.5)で導入したシナジー71": S1 X S2 X • • • X Sn→S1品・・・品は、正確には普遍シナジーであ
る。 S1X S2 X • • • X品を、 S1S2・・・品の普遍プラズマ バラバラになった状態 と言う。普遍プ
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ラズマを次々に“縮約＇していくと、シナジー図式ができる。たとえば、 n=4のとき

S1 x s2 x s3 x s4 

／／  ↓ ＼、~‘‘
S心 X83 X 84 ふxS心 X84 ふxs2xS凶

↓ ：二＞＜こ： ：こ＞＜二↓ (4.8) 

S心 s3x s4 S心 X83ふ S1x s2品S4

＼ ↓と／／／／

Sls2品84.

一般のシナジーは、シナジー図式の“連続する「矢」の合成’'で与えられる（単独の「矢」でもよ

い）。たとえば、 S1X S2品 xふ→ S1X S2品ふや S1X S2品 xふ→ S心 S3ふはシナジーで

ある。

高次群論は、上の設定のもとで、「幾何」や「組み合わせ論」を展開する。

メカニズムとしては、代数幾何において、代数多様体そのものだけを調べるのではなく、「上部構

造」である層を介在させて、その不変量（コホモロジーやオイラー数など）を導く、と同じ思想

圏に属する。ただし層が、空間の「局所データ」と「大局的データ」を結びつける（局所・大局

対応）のに対し、シナジーは、群の「ミクロ積」（群の元たちの積）と「マクロ積」（群の部分集

合たちの積）を結びつける（ミクロ・マクロの相互作用）という点で大きく異なっている。

観察 4.2.シナジー図式は、フロックの上のシナジーたちのなす圏（カテゴリー）とも思える。こ

れは、空間上のすべての層のなすカテゴリーである“トポス’'と相通じるものがある。なお、代数

幾何やスキーム論は、もともとは「近い・遠い」（ザリスキ位相）に立脚していたが、スキーム論

の立役者のグロタンディークは（トポスを意識して）次のように述べている：

位相空間において本当に考慮すべきなのは、その「点」や点からなる部分集合や点の

間の近さなどの関係ではまったくなく、この空間の上の層と、これらがつくるカテゴ

リーであるということです。

グロタンディーク『収穫と蒔いた種と』 1巻p.61 （現代数学社）

5 ギルド：“良い境界’'を持つフロック

思い出しておくと、群G の（任意の）部分集合 S1,S2,...,Sm に対して、それらの積 S1品 •••Sm=

{ s1況 •··sm:si ESi (i=l,2,...,m)}をフロックという（これはGの部分集合）。

定義 5.1.群GのフロックふS2・・・Smのうち、“良い境界＇を持つもの、つまり S1とSmがGの

部分群であるものをギルド(guild)と言う。

以下では、ギルドをHA1A2・・・AnKと表す。ここで、 HとKはGの部分群で、 A1,A2,...,An 

はGの部分集合。

用心 5.2.上のギルドの定義は [Tall]のものである。これに先立つ [TalO]では、 n=lの場合、つ

まり HA1Kだけを扱っており、それのみをギルドと呼んでいる。
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あとで使うギルドの性質を述べておく。ギルド HA1A2・・・A』くは、その形から両側作用を持

つ 左から Hを掛けることができ、右から Kを掛けることができる：

H へ HA山 •••Aぷ＾ K. (5.1) 

つまり、 uE H,v EKに対し、

ha国2・・・ank E HA山・・ •AnK f------t (uh)a四・ •.an(kv) E HA山・• • Aぷ． （5.2) 

この作用に関する軌道分解は、 HA」2・・・AnKの両側コセット分解を与える：

HA山・• •AnK= Il H心 K, (a(i)EA山・・土は代表元）． （5.3) 
iEJ 

われわれは、ギルド上の任意のシナジーに対して、そのファイバーの記述開題、つまり【幾何的

問題】 (4.6)を完全に解決した。結果を一言で言えば、局所的な等ファイバー性（locallyequi-fiber) 

である(p.23定理6.1)。微分トポロジー的に言うと、

シナジーは、局所的には沈めこみ“的’'13(locally submersive)である(p.23図7(1)参照）。

【幾何的問題】 (4.6)の解決に伴い、これと等価な【群論的問題】 (4.7)も解決した。結果を一言で

言えば、局所的な等表示性（locallyequi-expression)である（これは「局所的な等ファイバー性」

の言い換え）。具体的には、 HA1A2・・・AnKの両側コセット分解(5.3)の各両側コセット H砂）K

に対し、次が成り立つ [Tall]:

定理 5.3 （等表示定理）．t €Ha(i)K に対し、その表示集合

Et:= {(h, a1, a2,..., an, k) EH  X A1 X A2 X • • • X An X K : ha四・ •.ank = t} (5.4) 

はtに“よらない’'。つまり、任意のt,t'EHaCilKに対し、 Etと島は集合として bijectiveで

ある。

以下では、シナジ一のうち、最もシンプルな「普遍」シナジーの構造を描写する（一般のシナ

ジーの描写は、 [Tall]参照）。ここで、ギルド HA直2・・・AnK上の普遍シナジーは

7r : H X A1 X A2 X • • • X An X K→ HA山・・・AnK,

(h, a1, a2,..., an, k)← ha1a2 • • • ank-

これの描写は次の 3つのステップを踏む：

Step 1.普遍シナジー Tを次の二つのシナジーの合成 T＝ゆ 0r.pとして表す：

r.p : H X A1 X A2 X • • • X An X K→ HxA山・・・AnxK, 

(h, a1, a2,..., an, k) ← (h,a四 •..an,k), 

心： HxA山・• •An xK→ HA山・・・AnK,

(h,a団2・・・an, k) —→ ha直2 • • ・ank, 

13沈めこみではなく、あくまで沈めこみ“的’'である―位相すら入っていないことに注意。

(5.5) 

(5.6) 
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Step 2. Step 1のHX A1 X A2 X • • • X An X K, H X A山・・・AnxKおよびHA山・・・心K

を次のように分解する（下の分解(i),(ii)を source分解と言う；分解(iii)は両側コセット分解） ： 

(i) H x A1 x A2 x • • • x An x K = II H x {(a1, a2,..., an)} x K (source分解）．
(a1,a2,…,an)EA1XA2X…XAn 

ここで、各Hx {(a1,a公．．．，an)}X K をHX A1 X A2 X • • • X An X K のsource成分と言う。

(ii) H x A山 •••An x K = II H x {b} x K (source分解）．
bEA1ん…An

ここで、各Hx{b}xKをHxふA2・・・An X Kのsource成分と言う。

(iii) HA山...ふK=IIH心 k （両側コセット分解）．
iEI 

Step 3. H X A1 X A2 X • • • X An X K の各source成分HX {(a1,a2,...,an)} X Kへの普遍シ

ナジー Tの制限は、両側コセット・テルファーである。したがって、普逼シナジー Tの記述は局
．．．． 
所的には、両側コセット・テルファーの記述に帰着される（得られた結果は次節参照）。なお、こ

の両側コセット・テルファーの記述は、ゃと心の次の性質を使って行う：

• H X A1 X A2 X • • • X An X K の各source成分HX {(a1, a2,..., an)} X Kへのゃの制限は、

bijectionである。したがって、ゃはlocalbijection エタール写像14 である。

• HxA山・・・AnxKの各source成分Hx{b}xKへの心の制限は、両側コセット・シナ

ジーである。したがって、この制限の任意のファイバーはHnKbにbijectiveである。

先に進む前に用語を準備しておく。

定義5.4.1r: HxA凶A五 ••xAnxK → HA山・・ •AnK を普遍シナジーとし、 HA1A2···AnK = 

uiEIHa(i)Kを両側コセット分解、

Hxふ XA2 X • • • X An X K = 11 H X {(a1,a公．．．，an)}X K 
(a1,a2,…,an)EA1xA2x…xAn 

をsource分解とする。このとき、

(1) H xふ XA2 X ••• X An X K のsource成分H x {(a1,a公．．．，an)}X Kが両側コセット

H砂 Kの上にあるとは、 1r(HX {(a1, a2,..., an)} X K) = H詞 K となるとき。

(2)各両側コセット Ha(i)Kに対し、その上にある source成分の個数を Ha(i)Kのサテライト

指数と言い、 W（りと書く（注： w(i)は無限大のこともある）。

(3)各両側コセット H砂）Kに対し、 m(i):= w(i) IH砂）KlをH砂）Kの重複度という（注：m(i)

は無限大のこともある）。

ちな

14位相空間論のエタール写像（localhomeomorphism)に因んで、このように呼ぶ。ただし、われわれの場合は位相
が入っていないが。
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6 シナジーの第一•第二構造定理

高次群論の主定理であるシナジーの構造定理を述べる。ここで、シナジーは任意でよい 普遍

シナジーとは限らず、一般のシナジーでよい。それに伴い、以下の「サテライト指数」は一般の

シナジーに対するものである ([Tall]参照）。これは、普遍シナジーに対するサテライト指数（本

稿の定義5.4(2))の一般化になっている。

定理 6.1([Tall]シナジーの第一構造定理）．

ギルドQ:=HA山・・・ふKの両側コセット分解をQ= IliEIH砂）Kとする。このとき、Q上
のイ全意らシナジーn:P→Q(pはプラズマ）に対し、次が成り立つ。各両側コセット Ha(i)K上

で、すべてのファイバーn―1(x)(x EH砂）K)は（集合として） bijectiveである（等ファイバー

性）。実際、 Ha(ilKの(nに関する）サテライト指数をw(i)とすると、 n―l(x)はw(i)個のHnK心）

の非交和にbijectiveである（注： w(ilは無限のこともある）。ここでK心） ：＝ a(ilKa(i)-1_ 

．．．． 
強調しておくと、シナジーは（代数多様体の族と違って）一般ファイバーを持たない。かと言っ

て、すべてのファイバーが特異ファイバーかと言うと、そうではない 各両側コセット H砂）K

上ではファイバーの退化は起こっていない（図7(1)のように、局所的には沈めこみ(submersion)

のようになっている）。

シナジーの描像は、代数多様体の族の描像とは本質的に異なる。

(1)□□p (2) [mfil] 
↓ 

て

↓ n 
, Q 
冗冗

図 7:(1)シナジ一のファイバーの描像（局所沈めこみ的 locally submersive)。ここで、'T;:=

HO!(i)Kとおいた。 (2)代数多様体の族のファイバーの描像。

補足 6.2.図7(1)のキャプションで、位相が入っていないのに“局所’'という言葉が出てきた。通

常の幾何では、まず空間に位相が与えられていて一つまり“局所’'が定まっていて一、しかるのち

に写像を考える（そして、その連続・不連続を論ずる）。しかし、高次群論では、まず写像（シナ

ジー）ありきで、しかるのちに“局所’＇（正確には、“局所もどき’'だが）が定まる。位相空間論と

は逆の道筋になっている。これが高次群論の幾何学の異色なところである。

観察 6.3.シナジーの描像は、リーマン面のタィヒミュラー空間上の普遍族を紡彿とさせる。後者

は、 equi-symmetriclocusへの分解、つまり、対称性（自己同型群）が等しいリーマン面たちから

なる locusへの分解を持つ。これはシナジーのequi-fiberlocus（ファイバーが等しいlocus 各両

側コセット HO!0k上のファイバーはすべて同型）への分解（図7(1))との類似性を感じさせる。

シナジーの第一構造定理（定理6.1)は、シナジーの“底空間’'がギルドの場合である。この場合、

シナジーは局所沈めこみ的（locallysubmersive)であった（図7(1))。一方、“底空間’'が非ギルド

の場合、シナジーはエタール(locallybijective)になっている（シナジーの第二構造定理 [Tall])。
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例 6.4.(5.6)の戸まエタール、心は局所沈めこみ的である。

また、次の図式で、 6とLs.はそれぞれ “etale"シナジーと “locallysubmersive"シナジーであ

る（これは、 HAKがギルドで、それ以外は非ギルドゆえ）。

HxAxK 

HAx□Hj/)xAK  
シナジーからの組み合わせ公式の導出

シナジーの第一構造定理6.1により、ギルドQ上の任意のシナジーn:P→Qに対し、そのファ
イバーは完全に決定される。このことを使うと、 (Pが有限なとき） Pの元の個数を、 nのファイ

バーの元の個数の足し上げとしてカウントすることができる。こうして組み合わせ公式が得られ

る。たとえば、普遍シナジ一の場合に適用すると、相乗的位数公式（1.4)が得られる。

観察 6.5.上の組み合わせ公式の導出では、いわゆる数え上げ議論を使っている―同じものを二通

りに数え上げて、左辺＝右辺として公式を導出する。物理学における基本方程式の導出でもスピ

リットは同様である 同じものの二通りの側面を等置する（これは、物理法則を書き下すことに

ほかならない）。たとえば、ニュートンカ学の韮本方程式F=m霊；では、「力」と「質量 x加速

度」が等置されている（力学の第二法則）。

数学：等置することにより、公式を表出させる。

物理学：等置することにより、基本方程式（物理法則）を表出させる。

なお、数学における「良い公式」は物理学の「基本方程式（物理法則）」に相当するものなので、

「良い公式」の探求は重要である。数学は、一般に「問題や予想を解くもの」と受け取られがちで.......... 
あるが、新しい分野の起ち上げに際しては、むしろ「良い公式」の探求と確立が決定的に重要で

ある。

さまざまな「上部構造」の対比

本稿では、シナジーや層など、数学における「上部構造」の重要性を力説してきた。物理学に
ひな

おいても「上部構造」は重要である。その雛形は「相空間」である。これは、物体が運動してい

る空間（記とする）に運動量を付加して拡げた空間戦n X脱nである。つまり、

物体の位置€屈凡 （物体の位置，物体の運動量） €恥nx 艮匹

ここで、初 X町は「町を拡げた」ものであるが、射影の観点からは、「野1の上部構造」とみな

せる：

射影： （物体の位置，物体の運動量） €賊n X 屈n ←→物体の位置€良匹

これは、数学的には「自明束」である その一般化である「ベクトル束」はゲージ理論などさま

ざまな物理分野で活躍する。
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比較 6.6.層、ベクトル束およびシナジーは「上部構造」であるが、その意義は異なっている。

層とベクトル束が物理的には「相空間」であるのに対し、シナジーはそうではなく、

「相互作用」を表している。

たとえば、普遍シナジ一

7r : H X A1 X A2 X • • • X An X K---+HA山・・・AnK

は、「HX A1 X A2 X • • • X An X Kの因子H,A1,A2,...,An,Kが“相互作用して’'HA1A2・・・AnK

になる」ことを表している。

• H X A1 X A2 X • • • X An X K: 「相互作用する前」のバラバラの状態（プラズマ）。

• HA直 ・・Aぷ： 「相互作用した後」の凝縮状態（ギルド）。

ベクトル束とシナジーの“写像としての’'意義の違いをワンフレーズでまとめておくと、

ベクトル束の射影：情報を落とす写像．

7 結び

シナジー：相互作用を表す写像．

【幽玄な種子を見定め、磨き、育てる】

「全体像」を何度も何度も書き直しながら、

自ら寄せ波となり、困難を摩滅させていく。
かて

すべてが昇華され、糧となるまで。

ダイナミックな動きのある研究テーマや分野は、研究者を惹きつける。ただし、どんな大がかり

な理論でも、最初は一人あるいはごく少数の研究者の脳裏にうっすらとした形があるだけで、ダ

イナミズムとはほど遠い―水源地は大河ではない。それが「いつ動き出すか」は、“うねりを生じ

させる”概念が取り入れられた瞬間である（静から動への移行）。

........ 
歴史小説では、ある人物を描くことによって、その時代の主要な人物をあまねく描き切る、と

いう構成を取ることがある。このような人物は、キー・パーソンと言うより、その作品の中で

“うねりを生じさせる”人物と言ったほうがしっくりくる。数学においても、“うねりを生じさ
．．．．． 

せる”概念は、分野の結節点的に、さまざまな事柄を結び付け記述する動的かなめのような存

在である。たとえば、ホモロジーやコホモロジーがそうである。また、われわれの高次群論に

おいては、シナジーがそうである。

“うねりを生じさせる”概念は、ごく単純なものであることが多いーゴチャゴチャして複雑すぎ

る概念、あるいは使い勝手の悪い条件に基づく概念は、その「煩雑性の重み」のために飛翔力に

乏しい 往々にして場当たり的な使い方しかできず、汎用性に欠けてしまう。一方、単純で素朴

な概念はさまざまな仕方で“調理’'できるので、飛翔力があり、ポテンシャルが商い―多視点を許

容し、多方面への展開力を秘めている。われわれの導入したシナジーも定義が非常に単純であり、
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さまざまな見方ができる。実際、層的な側面、代数多様体の族的な側面、などに加えて、モース

関数と似た側面をも持つ児

シナジーのさまざまな側面：｛ロニ□‘的］::イ＆／、ロニ
モース関数的（二次項の活躍）．

今後の研究では、シナジーの生息域・活動域をさらに広げていく。これについては、稿を改めて論

じたい。

参考文献

[EiHa] D. Eisenbud, and J. Harris, The Geometry of Schemes, Springer-Verlag (1999) 

[Fu!] W. Fulton, Introduction to Intersection Theory in Algebraic Geometry, AMS. (1984) 

[HiSaTa] R. Hirakawa, K. Sasaki, and S. Takamura, Poset-blowdowns of generalized quaternion groups, 
Int. J. Group Theory 13 (2) (2024), 133-160 

[HiTal] R. Hirakawa, and S. Takamura, Linear quotient families and stabilizer posets, to appear in 
Kodai Mathematical Journal 

[HiTa2] _,  Quotient families of elliptic curves associated with representations of dihedral groups, 
Pub!. RIMS. 55 no.2 (2019), 319-367 

[HiTa3] _,  Degenerations of Riemann surfaces associated with the regular polyhedra and the soccer 
ball, J. Math. Soc. Japan 69 No.3 (2017), 1213-1233 

[Isa] I. Isaacs, Finite Group Theory, AMS. (2008) 

[Ol's] A. Ol'shanskii, Geometry of Defining Relations in Groups, Kluwer Academic Publishers (1991) 

［高村 1]高村茂， Representationsof finite groups, quotient families, and regular polyhedra (in Japanese), 
Symposium on topology of manifolds (2014), 7ページ

https://www.ms.u-tokyo.ac.jp/~kiyonok/ym2014/takamura.pdf 

［高村2]_,“商族の幾何学（有限群の作用と表現，ファイブレーション，モジュライ空間）”, 『第14同

城崎新人セミナー』 (2017年2月）， 13ページ

https://drive.google.com/file/d/1ieFR4Cof5Rb69nUutaRxYoxUEHIAB8hC/view 

［高村3]_,“群の高次構造とその同伴ファイブレーション 高次群論とその幾何学事始め”，研究集会

『変換群の幾何とトポロジー』 (2023年6月），数理研講究録2276(2024), pp.94-117 

https://www.kurims.kyoto-u.ac.jp/~kyodo/kokyuroku/contents/pdf/2276-11.pdf 

［高村4]_,“高次群論とその幾何学”，研究集会『有限群論，代数的組合せ論，頂点代数の研究』 (2023

年 12月），数理研講究録2287(2024), pp.105-119 

https://www.kurims.kyoto-u.ac.jp/~kyodo/kokyuroku/contents/pdf/2287-14.pdf 

15モース理論において、モース関数の二次の部分（ヘッセ行列）は、なめらかな多様体の位相型を決定する、という

重要な役割を果たすが、高次群論においても二次の部分（両側コセット）はシナジーの構造を決定する、という重要な

役割を果たす。



121

［高村5]_,  On higher group theory and its geometry (in Japanese),松本幸夫先生80歳記念研究集

会『多様体のトポロジーの進展』 (2024年 11月）， 10ページ

https://www.ms.u-tokyo.ac.jp/~kawazumi/progress/takamura.pdf 

［高村6]_,“群の高次構造とその幾何学'’，研究集会『有限群のコホモロジー論とその周辺』 (2024 

年2月），数理研講究録2306(2025), pp.86-101 

https://www.kurims.kyoto-u.ac.jp/~kyodo/kokyuroku/contents/pdf/2306-13.pdf 

[Tal] Shigeru Takamura, Towards the classification of atoms of degenemtions, I, (Splitting criteria vza 

configumtions of singular fibers), J. Math. Soc. Japan 56 (1) (2004), 115-145 

[Ta2] _,  Towards the classification of atoms of degenemtions, III, (Splitting Deformations of De-

genemtions of Complex Curves), Springer Lecture Notes in Math. 1886 (2006) 

[Ta3] _,  Linearization of quotient families, J. Math. Sci. Univ. Tokyo 26 (2019), 361-389 

[Ta4] _,  Classification of finite groups with birdcage-shaped Hasse diagmms, Osaka J. Math. 58 

(4) (2021), 885-897 

[Ta5] _,  Blowdown maps between subgroup posets, Tokyo J. of Math. 45 (2) (2022), 467-499 

[Ta6] _,  Prime factorizations of finite groups, I, Advances in Group Theory and Applications 19 

(2024), 1-55 

[Ta7] _,  Prime factorizations of finite groups, II, (2023), to appear in Advances in Group Theory 

and Applications 

[Ta8] _,  Prime factorizations of finite groups, III, (2023), to appear in Advances in Group Theory 

and Applications 

[Ta9] _,  The orders of subgroup products and coset products, Transactions on Combinatorics 14 

(2025), 223-250 

[TalO] _,  Bezout type theo向mfor higher order objects of groups, (2024), to appear in Osaka J. 

Math. 

[Tall] _,  Higher order structures on groups and their geometry, (2025), Preprint 

[Tha] M. Tharmalingam, Poincare-Hopf theorem and Morse theory, Utrecht University Student The-

ses Repository (2020), https: / /studenttheses. uu. nl/bi tstream/handle/20. 500. 12932/38885/ 

Poincare%3F-Hopf%20Theorem%20and%20Morse;!.20Theory.pdf?sequence=1 

［上野］上野健爾，“曲面論入門'’，数学の楽しみ『多様体と親しむ』 2005夏号（日本評論社）pp.43-58


