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概要

本研究では，表現論において里要な組合せ論的対象である Lakshmibai-Seshadriパス

を，一般のウェイトヘ拡張し， interpolatedLakshmibai-Seshadriパスを導入した．また，

interpolated Lakshmibai-Seshadriパスを用いて，旗多様体 G/Bのトーラス同変 K理論

における Chevalley公式を記述した．本稿では，これらの結果について，証明等の詳細を

省いて概説する．本稿は， RIMS共同研究「表現論とその組合せ論的側面」における講演

"A generalization of Lakshmibai-Seshadri paths and Chevalley formula for arbitrary 

weights"のまとめである．

1 Introduction 

本稿を通して， GをC上の単連結洋純代数群， Hを極大トーラス， BをBorel部分群とし， G

のルート系を△，正ルート全体の集合を△＋，単純ルート全体の集合を {aiIi EI}, ウェイト
格子を P,優整ウェイト全体の集合を p+,ルート格子を Qとする．各ルート aE△ に対応す

る余ルートを avとし，余ルート格子を Qvとする．また， ai(i EI)に対する単純鏡映を Siと

し， W=〈SiI i E I〉を Weyl群， aE△ に対応する鏡映を Sa,W のBruhatグラフを BG(W)
とする．そして， Waf=W区 QVおよびW益=W区 Qを，アフィン Weyl群およびその dual,

W孟 =W 区 P=WJ 区 (P/Q) を拡大アフィン Weyl 群の dual とし， µEP を we~ の元とみな

すとき， tμ,(EW, と）と書く．さらに，△afをアフィンルート系とし， /3E△ afに対応する鏡映も

s13 E Wafと書く．いま， nullrootをDE△afと書くとき， /3E△ afがf3= ,+k8 (, E△， k E Z) 

と表されるならば，万：=, と定める．
続いて，入 EPに対し， Q入）を Bの入をウェイトとする 1次元表現とし，旗多様体X=G/B

上の直線束 G咋 Q入）→ G/Bの正則切断の層を£(入）と書く．また， Schubert多様体Xw= 

BwB/B (w E W)の構造層を Owと書く．さらに， G/B上の連接層 M に対して，旗多様体

G/Bのトーラス同変K理論KH(G/B)における M の同型類を [M]と書く．
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μE P, w E W を任意にとる.KH(G/B)における以下のような等式を， Chevalley公式と

いう．

[£(-μ)Rie ('.)』=LL常，te―E[O叶
vEW EEP 

ここで，整数c吋',tE Z (w,v E W, µ,~E P)はKH-Chevalley係数と呼ばれる．

Schubert calculusにおける主要な問題の一つとして，「KwChevalley係数を組合せ論的に記述

せよ」というものがある．これに対し， C.Lenart氏およびA.Postnikov氏は， KwChevalley係

数を alcovewalkと呼ばれる組合せ論的対象を用いて記述し，問題を解決した ([LP]). しかし，

alcove walkはアフィンルート系の情報を必要とするため，具体的に計算をする際にはやや複雑で

ある．

一方で， alcovewalkと密接な関係がある組合せ論的対象として， Lakshmibai-Seshadriパス

（以下LSパスと略す）が挙げられる.μEPが優整ウェイト（すなわち μEp+)のときは， alcove

walk側の集合A(μ)(admissible subsetの集合．定義は [LNSSS,§5]参照）と LSパス側の集

合QLS(μ)(量子 Lakshmibai-Seshadriパスの集合．定義は [LNSSS,Definition 3.1]参照）の

間に，よい全単射が存在することが知られている ([LNSSS,Proposition 6.8]). 

この全単射を用いることで， Chevalley公式を， LSパスを用いた記述に書き直すことができる．

LSパスは有限ルート系の情報のみを必要とするため，具体的に計算するときには alcovewalkに

よる記述より適している．

しかし一般のウェイトの場合の alcovewalkについては，対応する LSパス側の組合せ論的対象

が存在しない．そこで本研究では，一般のウェイトに対して LSパスの定義を拡張し，上記の全単

射の類似を作ることで， Chevalley公式を有限ルート系の情報だけで記述することを目指した．

2 Bruhatグラフ

この節では， μEPに応じて正ルートの集合を 3分割し，その分割に対応する Bruhatグラフ上

の "label-increasingパス”について準備する．これ以降，しばらく μEPを固定する．

定義 2.1.集合R+,Ro,R-c△＋を以下のように定める．

凡：= {a E△ +1〈μ,aり＞〇｝，
R。:= {a E△ +1〈μ,aり=O}, 
R_ :={aE△ +1〈μ,aり<O}. 

この分割に対応する△＋上の reflectionorderを考える．ここで，△+上の全順序<]がreflecー

tion orderであるとは，次の［条件］が成り立つことである：

［条件］各a,fJ E△＋に対し， a+fJE△＋ならば， a<1a+fJ<1fJまたはfJ<1a+fJ<1aが

成り立つ．
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定義 2.2.集合RCJ(μ,ふ）を，以下のように定める．

如(μ,ぶ):= { <l: ぷ上の reflectionorder 
任意の a:E R_,(3 E Ro,"/ ER十に対し
0:<1/3<11が成り立つ． ｝． 

以下, <l E RCJ(μ, Lゞ）をひとつ固定する．

定義 2.3.x,y E W とする．

(1) BG(W)上のパス X= XOユXl王..・_2_s_., Xs = Yで， "/1,... ,'Ys E凡かつ "/1<l "(2 <l・・・<l"(s
を満たすものが存在するとき， x~塁~y とかく．
(2) BG(W)上のパス X= Xo -2:.+ X1王 "'_2_s_.,Xs = Yで， "/1,... ,'Ys E R_かつ "/1<l "(2 <l・・・<l"fs
を満たすものが存在するとき， x~塁~y とかく．

注意 2.4.皇二旦~ の定義は, <l E RCJ(μ, △＋）の取り方によらない．

3 Interpolated Lakshmibai-Seshadriパス

本節では， Lakshmibai-Seshadriパスの拡張である， interpolatedLaksmibai-Seshadriパスを

導入する．

まずは，整数性条件について述べる．

定義 3.1.x,y E W とする．

(1) BG(W)上のパス X= Xo~X1 z・ ・ ・-2.8.+叩 =yで， "/1,・・・,"Is E凡かつ "/1<l "(2 <J ••• <l "(s 
を満たし，さらにすべての kE {1, ... ,s}に対してび〈μ,"ft〉EZが成り立つものが存在するとき，

X~aY とかく．
(2) BG(W) 上のパス X=X。 ~Xl 王. • • -2.8.+叩 =yで， "/1,... 心 ER_かつ "/1<l"(2 <l・ ・ ・<l"(s 
を満たし，さらにすべての kE {1, ... , s}に対してび〈μ,対） EZが成り立つものが存在するとき，

x~ 塁aYとかく．

以上の準備をもとに， interpolatedLakshmibai-Seshadriパスを導人する．

定義 3.2.s 2 1とする,X1心2,.. ,,Xs,Yl,Y2, .. ,,ys-1 E W および叩，釘，．．．，の EQが以下

の条件 (1),(2), (3)を満たすとき，組 (x1心2,・ ・ ・, Xsi Yl, Y2, ・ ・ ・, Ys-li O"Q, 0"1, ・ ・ ・, の）を型μ の

interpolated Lakshmibai-Seshadriパス（またはinterpolatedLSパス）とよぶ

(1) 0 =びo<び1<.. ・<びs= 1が成り立つ．

(2)すべてのiE {l, ... , s - 1} に対し， Xi+l~塁ゴら,Yiが成り立つ．
(3)すべてのiE {l, ... , s - 1} に対し， Yi~旦ゴら'X;が成り立つ．

型μ のinterpolatedLSパス全体の集合を ILS(μ)とかく．

interpolated LSパスに対して，通常の LSパスと同様にウェイト等を定める．
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定義 3.3,TJ = (x1, X2, ... , X必YI,Y2, ・ ・ ・, Ys-1; びo,び1,...'びs)E ILS(μ)を型μ のinterpolated

LSパスとする．

(1) l(TJ) := XぃK,(TJ):= Xsと定める.i(T/)をnのinitialdirection, "'(TJ)をnのfinaldirection 
という．

(2) wt(TJ) E Pを

wt(ry) :=区（びk-Uk-1)X研
k=l 

と定める.wt(ry)をnのウェイトという．

続いて， interpolatedLSパス特有の量である， positivitylengthを定める．

定義 3.4.rJ = (x1心2,...'叫；Y1, Y2, ・ ・ ・, Ys-1; uo, u1, ... , 叩） E ILS(μ)を型μ のinterpolated

LSパスとする.pos(ry) E Zを

s-1 

pos(ry) := L(£(xk+1) -£(yk)) 
k=l 

と定める.pos(ry)をnのpositivitylengthという．

4 Interpolated LSパスを用いた Chevalley公式の記述

Chevalley公式の問題は， KwChevalley係数 C位_tE Z (w,v E W,μ,t E P)を組合せ論的
に記述することであった．この問題に対する， C.Lenart氏およびA.Postnikov氏による結果

を述べる．いま， μEPをとり， tμEW, 孟の reducedexpression tμ= s;r・・・s;2s;1(1rv)-1 E 

W益区 (P/Q)= W, 孟(i1,... , ir E Ia£= JLJ {O}, 1rv E P/Q)をひとつ固定する．なお， 0E△を最

高ルートとしたとき， soはao= -0 + 8に対応する単純鏡映である．このreducedexpressionに
従って，（アフィン）余ルートの列(/3f)V, (/3i) V, •.. , (/3;) Vおよび（有限）ルートの列寸，'Yi,... , 社

を

（魂）v := 7rv s;, s;2 ... sぃ（心），咋：＝祠 forkE {1, ... , r} 

により定める．

定理 4.1([LP, Theorem 6.1]). 各tE pおよびvEWに対し

心＝区（一l)n(J)

が成り立つ．ここで，和区Jにおいて， Jは以下の条件(a),(b)を満たす集合J= {j1, ...'必}c

{1, ... , r}全体を動く．

(a) w← ws'IJ, ← .•. ← ws'IJ, ・ ・ ・s'IJ. = vはBG(W)のパスである．
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(b) 一~= WS13I1 ..• 813';8 (-μ)が成り立つ．

また， n(J):= #{j E J I ,} E —△門と定める．

本稿では， interpolatedLSパスを用いて KwChevalley係数常，tを記述する方法を考察する．
そのために，以下に述べる 0.Mathieu氏による結果を利用する.v,w E W およびμEPに対

し，多項式 S;;,(μ)E Z[P]を

四—µ)] = L S!(μ)[V』
vEW 

となるように定める．また， v,wEW および µ,~E pに対し，整数m緊(μ)E Zを

[<C(-µ) 羹叫＝区区m緊(µ)[.Cv(~)]
vEWl;EP 

となるように定める．

定理 4.2([M, §5]). v, w E W およびμEPに対し

s:~~(µ) = L m賢(µ)e~
~EP 

が成り立っ．

定理4.1と定理4.2を組み合わせることにより，以下を得る．

系 4.3.μE PおよびwEWに対し

[C(-,,) 羹叩~;it=. ,j,} (-1) n(.>} [ ¥ w-'•,), ··• ,i.)―+―,,,) .... ,,:. (-,,)) l 
が成り立つ．ここで，和LJにおいて， Jは以下の条件 (a)を満たす集合 J= {j1, .. ,,js} C 
{1, ... ,r}全体を動く．

(a) w―1← W―l S L ← ••• ← W―l S L ・・ ・S L 711'In  7 Js 
はBG(W)のパスである．

注意 4.4.系4.3における条件 (a)は，以下の条件 (a)'と同値である．

(a)'w。W―1→W。W―lS L → ・・•→ W。W―lS L ・・ 'S L はBG(W)のパスである．711 7n'ljs 

いま，系 4.3の和区Jにおける，集合 Jの動く範囲をまとめた集合を用意する．

定義 4.5.u E W に対し，集合AI q=O (u; (i 1, , , , , ir))を

Alq=o(u; (i1, ... ,ir)) 

: ={J={j1, .. ,,js}C{l, ... ,r} u→ US L → ... → US L 
乃1 7れ

・ ・ ・s7}s in BG(W)} 

で定める．集合Alq=o(u;(iい.., , ir))の元を admissiblesubset (of {1, ... , r})という．
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また， admissiblesubset Jに対し，終点とウェイトを定義する．

定義 4.6.u E W とする.JEAlq=o(u;(i1,---,ir))に対し

end(J) := us'YJ, ・ ・ ・s'Yi,, wt(J) := -us13}, ・ ・ ・s/3;, (-μ) 

と定める．

上記の admissiblesubsetを用いて，系 4.3を書き直す．

系 4.7.μE PおよびwEWに対し

[C(-μ)Rc 0, 吐＝ 区
JEAlq~o(wow —l ;(i1, …, ir)) 

(-l)n(J)[,C(w。end(J))一1(-w。wt(J))]

が成り立っ．

以下，筆者が得た結果を説明する．以下，％のreducedexpression tμ= sゎ・・・Si2Si,(7r刈―1を

“適切に"とって固定する（取り方についての説明は省略する）．

定理 4.8(K.). 単射三： A.lq=o(u; (iい・..ふ））→ ILS(-μ) x W であって， B(J)= (71,v) (J E 

A.lq=o(u; (i1, ... , ir)))のとき，次の (1),(2), (3)が成り立つものが存在する．

(1) wt(J) = -wt(71), 

(2) end(J) = v, 

(3) n(J) = pos(71) +£(v) -£(し(71)).

また， Bの像Im(口）は，以下の通りである．

Im(B) = { (71,v) E ILS(-μ) x W u 旱~1,,(71), し (71) 旱~v}.

系 4.9(K.). μE PおよびwEWに対し

[q―μ)RcO』

I: ▽.] 
(-l)pos(ry)+R(v)-R(i(ry)) [.C(wov)→ (w。wt(TJ))l 

17EILS(-μ) vEW 

W。W―1 (-μ,-,q=O)玉(11)し(11) (-μ,+,q=O) >v 

が成り立つ．

5 Yip公式

入EPに対し， E刈q,t)を非対称Macdonald多項式とする.M. Yip氏は，μ,.¥E pに対し

砂恥(q,t)= L点，占(q,t) 
vEP 
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という形の等式を考察した ([Y,Corollary 4.1]). このような等式を，本稿ではYip公式と呼ぶこ

とにする．なお，各v,μ,AE Pに対し，位，入 E(Q(q, t)はq,tを不定元とする有理式である．とく

にq=t=Oと特殊化するとき，点，入は整数である．本節では，前節の系 4.9を用いて， q=t=O

と特殊化した Yip公式の， interpolatedLSパスによる記述を試みる．

定義 5.1([LS, §4]). v E p+とする．写像ル： KH(G/B)→ Z[P]を， G/B上の連接層 M に
対し

知 ([Ml)=区(-l)2chH2(G/B,M@ox .C(-v)) 
i2".0 

で定める・Xvを(vでtwistされた） Euler指標という．

注意 5.2.V = 0 E p+のとき， Xvは[M,§2]で定められている XEと一致する．

[M, Theorem 2.1]を用いることで，以下の等式が示される．

命題 5.3.(1) v E p+, μE PおよびwEWに対し，知([C(-μ)@c 0』)＝伊Ewv(O,0)が成

り立つ．

(2) v E p+, w E W, ~E Pとする. ~ 十VEp+のとき，ル([Lw(-rn)= Ew(E+v)(O, 0)が成り

立つ．

ここで， Z[P] 上の対合・は，各 ~E pに対し eE:= e―E と定め，これを Z—線形に拡張したも

のである．

系4.9の等式において，両辺のッでtwistされた Euler指標をとり，命題5.3を適用すると，以

下の系が得られる．これは， q=t=Oと特殊化したYip公式にほかならない．

系 5.4(K.). v E p+, μE P, w E W とする .w。W―1~→ 1,,('f))を満たすすべての

'I) E 118(-μ)に対して―W。wt('f))+VE p+が成立するとき

砂Ewv(O,0) 

▽
 

▽
]
 

(-l)pos("l)H(v)-£(,("1)) Eい (-wt("l)+w0v)(0, 0) 

rJElLS(-μ,) vEW 

WoW―1 (-μ,,-,q=O)、 (rJ)し(rJ)
(-μ,,+,q=O) :-v 

が成り立っ．
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