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論 文 内 容 の 要 旨

TheuniquenessoftheintegrateddensityofstatesfortheSchr6dingeroperatorsfortheRobinboudnarycondition

(ロバン境界条件についてのシュレディンガ-作用素の状態密度)

d次元ユークリッド空間(d≧1)上の,磁場を表すベクトルポテンシャルaと電場を表すスカラーポテンシャル Vをもっ

たSchr6dinger作用素

Hu--(V-ia)2u+vu

を考える.このSchr6dinger作用素の状態密度関数 (integrateddensityofstates,以下IDSと略記)とは,次の極限で定

義される実数直線上の単調非減少関数p#(A)のことである :

p # (A)-nl聖 篭 ㌣ (1,

ここで,E2はRd内の有界な開集合であり,E2-RdはE2を全空間Rdに拡げていく極限操作を表す.Nn#())は,Hを肴
界領域 E2に制限し,適当な境界条件 (#)の下で自己共役作用素として実現した作用素Hf?#の,エネルギー)(∈R)以下

の (重複度を込めた)固有値の数である.従って,p#())は ｢)以下のエネルギーを持つ固有状態の,単位体積当りの数｣

を表し,その微分が状態個数のエネルギー密度を表す事から integrateddensityofstatesと名付けられている.

境界条件 (#)の代表的なものとして,Dirichlet境界条件 ul∂E2-0,Neumann境界条件 (V-ia)u･nl∂E2-0および
Robin境界条件 (V-ia)u･nl∂E2--gu∂E2が挙げられる.ここでnは∂E2の単位外法線ベクトルを表し,Oは境界 ∂E2上
の実数値関数とする.

峯氏が考察した問題は,種々の境界条件の下で計算したIDSp#())が一致するか,ということである.すなわち,｢IDS

の定義の一意性｣の問題である.

この問題について,磁場aが存在しない時には,Benderskii-Pastur'70,Kirsch-Martinelli'82,Shubin'82らによる肯定

的結果がある.磁場が存在する時峰君は土居,岩場両氏との共同研究により,Dirichlet境界条件とNeumann境界条件に対

するIDSが一致する為の十分条件を与えた (参考文献).また,この結果より,Dirichlet境界条件とNeumann境界条件を

持つ作用素の間にある作用素Ho#については,pD-p#-p"が成り立つ事が直ちに従う.

従って,次なる問題は,二次形式の意味でDirichlet境界条件とNeumann境界条件を持つ作用素の間にない作用素が問

題になる.その代表例がRobin境界条件を持つHE2Rである.

主論文で峰君は,Robin境界条件をも許した場合の ｢IDSの一意性｣のための十分条件を与えた.

以下のような条件を導入する.

(Al)ポテンシャルに対する仮定 :

a∈Ll｡C2(Rd;Rd),V∈Ll｡cl(Rd;R),V≧0
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(A2)領域の形状に関する仮定 :

1.E3-Rdのとき,l∂E21/tE2lは0に収束する.
2.領域の境界はd-1次元集合上のLipschitz連続関数のグラフとして表され,そのLipschitz定数はE2に依存しないある

定数以下である.

(A3)境界関数に関する仮定 :

1.gE2は,境界∂E2上の実数値L∞級関数である.
2.0Ef-max(ess.sup(-CTE2),0)とおくときE2-Rdのとき

# ･(oo-,a-0,

あるいは

迦 1･(Uo-)a-1→0
日_ll

(2)

(3)

結果は次の通りである (定理の番号は主論文のものである).

定理1.1.(Al),(A2),(A3)の1および2の(2)が成り立つとする.この時,R上の測度としての極限dpDとdpRは,

一方が存在すれば他方も存在し,かつ両者は一致する.

定理1.3.(Al),(A2),(A3)の1および2の(3)が成り立ち,かつa-0とする.この時,定理1.1と同じ主張が成

り立つ.

論 文 審 査 の 結 果 の 要 旨
I

峯氏は,d次元ユークリッド空間(d≧1)上の,ベクトルポテンシャルaとスカラーポテンシャル VをもったSchr6din-

ger作用素

Hu--(V-ia)2u+vu

の状態密度関数 (integrateddensityofstates,以下IDSと略記)の定義の一意性を考察している.

IDSの定義では,まずHの有界領域での自己共役実現をつくり,その固有値の挙動を計ることがなされる.Hの有界領

域での自己共役実現をつくるためには,必然的に境界条件を導入しなければならないのであるが,IDSの物理的意味を考

えれば,IDSが導入された境界条件に依存してはならない.すなわち,｢IDSの定義の一意性｣はIDSの考察における最も

基本的な課題である.

｢IDSの定義の一意性｣の研究は,ベクトルポテンシャルが無い場合,すなわちa-0の場合,これは磁場が無いことを意

味するが,Benderskii-Pastur'70,Kirsch-Martinelli'82,Shubin'82などに依るものがあり,肯定的な結果が示されている.

磁場がある場合,すなわちベクトルポテンシャルaが消えていない場合は,峰君が土居,岩塚両氏となした共同研究がある.

ここでは,Dirichlet境界条件とNeumann境界条件が考察の対象とする境界条件である.彼らの結果は,これらの境界条件

を導入して定義されたIDSが一致する為の十分条件を与えた (参考文献).また,この結果より,Dirichlet境界条件と

Neumann境界条件を持つ作用素の間にある作用素を用いて作られたIDSは全て一致することになる.

従って,残された課題は,二次形式の意味でDirichlet境界条件とNeumann境界条件を持つ作用素の間にない作用素を

用いて定義されたIDSの考察である.その代表例がRobin境界条件を持つ場合である.

主論文で峰君は,Robin境界条件をも許した場合の ｢IDSの一意性｣のための十分条件を与えた.

峰君が十分条件として与えている条件は,実用上理にかなったものであり,定理の存在意味は大きい.

その証朗の主たる困難点は,当然のこととして,Robin境界条件が,Dirichlet境界条件とNeumann境界条件を持つ作用

素の間にない作用素を与える故に,Robin境界条件のもとでの自己共役実現を,Dirichlet境界条件,あるいはNeumann境

界条件のもとでの自己共役実現を用いて評価する部分にある.

峰君は多くの優れた着想により,この困難点を克服して ｢IDSの一意性｣の結論に到達している.彼の着想の1つとし

て, u∈Wa,vl(E2)に対する境界へのトレースの評価式
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llu"2L2(∂E2,ds)≦C2(E~1"uH2L2(n)+EIl(V-ia)ull2(L2(E2))d)

がある.

このように,峰君の研究は,Schr6dinger作用素の基本的問題の研究において意味深い結果を得ており,またその証明に

おいて,多くの独創的着想と優れた考察力を示している.以上より,この論文は博士 (理学)を授与するに十分な研究成果

を挙げているものと認められる.
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