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Abstract 

容景密度条件をみたす領域上で Poisson方程式の斉次 Dirichlet境界値問題を考える．非
負外力に対し Holder連続な解が存在すれば，外力はある種の Morrey条件をみたすことが知
られている．本稿では，同種の Morrey条件をみたす外力に対し Holder連続な解が存在する
ことを示す．解の存在から，ある種の Sobolev型のコンパクト埋め込み定理がしたがう．結果
の妥当性について例との照合をおこなう．

1 序

自然数 n~2 を固定する．発散形式楕円型方程式

-div(A(x)▽u) = ll in f2, 
u = 0 on an. 

を考える．ここで nc野しはある種の外部条件をみたす有界領域，係数 Aは一様楕円性条件

1~12 さ A(x)~ -~:::; Ll~l2 1::/~ E股叫 VxE Q 

(1) 

をみたす 9 上の nxn—対称行列値関数，外力 V は 9 上の Radon 測度，もしくはより一般にふ
たつの Radon測度の差 (Bourbakiの意味の“測度”であり，電荷 (charge)ともよばれる）である．
v+(n)および v_(n)の有限性は仮定しない．

方程式（1)はPoisson方程式 (A(x)が単位行列の場合）の一般化のひとつであり，膨大な量の
先行研究が存在する．物理的には，（1)は均質でない媒質上の拡散や波の定常状態の支配方程式で
あり，自然な問題設定からあらわれる．それゆえ，工学の面からもこの方程式は重要であり，有限

要素法などの数値的解法とその理論の研究が盛んにおこなわれている．数学的には，（1)は手頃か
つ幅広い応用が見込める研究対象である． Poisson方程式を Lipschitz写像で座標変換した際にも
(1)はあらわれる．

方程式（1)の解の存在証明を二つ挙げるもっとも標準的な方法は関数解析と Sobolev空間
の利用である． Rieszの表現定理から vE H-1(0)のとき，そしてそのときに限りエネルギー有
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限な弱解 U E Hi(O)が存在する．別の有力な方法として Green関数の利用がある．簡単のため
Poisson方程式を考える． G瓜・，・）を QのGreen関数とし，レの Greenポテンシャル

叩）＝J向 (x,y) dv(y) 
Q 

(2) 

を考える． Green関数は Newton核で上から各点評価されるから，この積分は uが有限測度であ
ればほとんどすべての xに対して有限になり， U は（1)の解となる変数係数方程式の Green関
数の存在証明とその領域内部での各点評価はたとえば [9]にある．

これらふたつの方法の弱点として H1~c(n)n C(TI)の解を取り逃がしてしまうことがある．こ_loc 

のクラスは古典解のクラス c2(n)nc(TI)の自然な一般化であり，いわゆる Katoクラスの研究の
なかでさまざまな応用が知られている（たとえば［1]).ところが，このクラスと HJ(n)には包含
関係がない． Green関数の利用は有効だが，境界近傍でよくない振る舞いをする関数 uに対して
△uが有限測度になることは期待できない．したがって (2)の有限性自体を考える問題が生じる．

表示 (2) を用いて問題の難点を確認する．適切な領域 Q の外部への条件のもと， Go(x,•) は
境界で減衰し，この積分は uが有限でなくても有限になりうる．領域境界がなめらかであれば
伽(x,•) は境界近傍で境界からの距離と比較可能である．しかし，多角形領域の角のまわりでは
この比較は正しくないことは Schwarz-Christoffel変換で障壁をつくればわかる．（下図を参照し
境界 Harnack原理を思い出す．）測度 uが G爪x，・）の“たるみ’'に集中する可能性を考慮せねば
ならない変数係数方程式では Green関数の境界挙動は係数関数 A(x)の精密な情報に依存して
おり事情はより複雑である．一様楕円性の仮定のみでは，たとえ領域境界がなめらかであっても
Hopfの補題も境界 Lipschitz評価もなりたたない． Green関数と距離の比較ができないのである．

Figure 1:平面領域上の調和関数の等高線図 (FreeFEM+＋で作成）．境界の凹んだ角（たとえば魚
の口）のまわりでは減衰が急になり，領域内部のことばで言えば“たるみ’'が生じている．

最近，著者は優解と比較原理の利用により大域的に Holder連続な（1)の解の存在定理をえた
([7, 8]）．この方法は楕円型方程式論の標準的な方法のひとつだが，我々の設定では優解の存在自
体が非自明である．証明の鍵である優解の存在証明は，［3]の方法と境界正則性評価を組み合わせ
たもので，小さなサブドメイン上の優解を貼り合わせることでおこなわれる．この方法は方程式
の線形性には依存しておらず，ある種の準線形方程式に対してはそのまま拡張される．

本稿では上述プレプリントの結果と優解の構成法を紹介する．また，結果の妥当性について例と

の照合をおこなう．具体的には，領域外部の容量密度条件（以下の (3)）と外力のある種の Morrey
条件（以下の（4))のもと（1)の優解を構成する (Theorem2.2)．また，それと比較原理からみち
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びかれる解の存在定理を説明する (Theorem2.3)．解の存在と一意性の証明や関連研究との比較
などの詳細は，一般化された形で [8]に書かれる．

本稿の構成は以下のとおり．第 2節で 9とuの仮定を述べ， Theorem2.2および Theorem
2.3とそこから得られる系を提示する第 3節で Theorem2.2を証明する．第 4節で上述の仮定
をみたすレの例について考察する．

諸注意と記号について述べる．本稿通じて我々は方程式（1)を超関数の意味で理解する． 0上

のRadon測度の全体を M+(n)と書く． M(D)= {μ+―μ_:μ士 EM+(n)｝と定める． 9上の
正則（有限）符号付き測度の全体を Mb(n)と書く． vE M+(n)に対し uについての LP空間を
L叫n;v)と書く． Lebesgue測度を記号 mであらわす．び(D;m)を単に口(n)と書く． H1(n),
HJ(n), Hに(Q)はびベースの Sobolev空間である．点 xEDに対し， o(x)でxと8Qの距離
をあらわす．球 B= B(x,r)(c応りと正数入に対し入B= B(x,,¥r)と書く．集合 Ee股nに対
しdiam(E)でEの直径をあらわす．

2 主定理とその系

有界領域 Qは次の容量密度条件をみたすものとする：

ヨr> 0, 
cap(B(~, R) ¥ 0, B(~, 2R)) 

＞ァ
cap(B(~, R), B(~, 2R)) ― 

ここで K~ U(c町）に対し cap(K,U)は

VR > 0, \/~ E an. 

cap(K, U)：＝：三fu|匹 |2dm
で定義されるコンデンサー (K,U)の相対容量．

(3) 

境界各点で領域外部に開き角一定の錐がとれれば (3)はみたされる．とくに有界 Lipschitz領
域は我々の仮定をみたす．

外力 uには次の上限をとる球の大きさに制限がある Morrey条件を課す． この条件からは
lvl(D)の有限性はしたがわないことに注意する．

Definition 2.1.指数 qE[l,oo]，に対し

M加(D):= {v E M(D): llvllM'JJ詞） ＜00} 
と定める．ここで

llvllM加(rl):= sup r-n/q'lvl(B(x,r)). 
x€Q 
0<r<6(x)/2 

M防(9)＝M加(n)n M+  (n)と定める．

以下で重要なのは qE (n/2, oo]の場合である．この範囲の qに対し

n, 
/3 := 2 -.:..:. 

q 

(4) 

とおく．非負外力 y に対し /3-Holder連続な（1)の解が存在するなら (4)は有限になる ([12]の
議論を参照）．

これらの条件のもと，次の結果を得た．



180

Theorem 2.2 ([8]). nを(3)をみたす有界領域とする．ある qE (n/2, oo]について vEM幻(n)
とする．このとき，非負関数 sEH此(n)n c(n)で

-div(A(x)▽s) ~ I/ inn, 

1 
~diam(n)f3-f3o llvllM恥(Q)6(x)Bo
C 

~ s(x) ~ Cdiam(n)f3-f3°llvllM如(Q)6(x)Bo Vx E9 

をみたすものが存在する．ここで C とf3oはn,L,q,1にのみ依存する正定数．

(5) 

(6) 

Theorem 2.3と比較原理から解を構成し，内部正則性の結果 ([12,5]を参照）と組み合わせて
次を得る．

Theorem 2.3 ([8]). nを(3)をみたす有界領域とする．ある qE (n/2, oo]について vEM加(0)
とする．このとき，（1)の解が uEHに(n)nc(TT)内にただひとつ存在する．さらに， uEC(31(TT) 
かつ不等式

lu(x) -u(y)I 
sup ~ ::; Cdiam(O)(3-(31 
x,yEo |x -y|(3l ― llvllM恥(rl)

”#y 

がなりたつ．ここで C と/31さmin{/3,1}はn,L, q, 1にのみ依存する正数．

Corollary 2.4 ([8]). nを (3)をみたす有界領域とし， vを Q上の非負 Radon測度とする．こ
のとき，ある qE (n/2, ooについて vEM腐(Q)のとき，そのときに限り（1)の Holder連続な
弱解 uEH此(n)n C(TT)が存在する．

有界な（1)の解が存在すればび(O;v)への埋め込みがなりたつことは，よく知られたことのよ
うである発展的な内容については，たとえば [1,2, 4]にある．コンパクト性の主張は［11,Sect. 
11.9.1, Theorem 3]の大域版である．

Corollary 2.5 ([8]). nを(3)をみたす有界領域とする．ある qE (n/2, oo]について vEM加(n)
とする．このとき埋め込み HJ(9)→び(O;v)は成立しコンパクト．

3 優解の構成 (Theorem2.2の証明）

優解どうしの貼り合わせのため，次の Lemmaをもちいる．

Lemma 3.1 ([7, Lemma 3.1]). v E M+(n)とする． U1墨2Eが (n)を方程式ーdiv(A(x)▽叫＝
知 inQ(i = 1,2)の解とする．ここで〇：：：：： ft E Lに(Q,u)．こ1易とき，

-div (A(x)▽min{u1匹｝） 2 min{f1,J2}v in 9. 

優解どうしの上下関係を制御するため，解の定量的な評価が必要である．次の大域的な Morrey
条件のもとでの解の正則性評価はよく研究されている．

Definition 3.2.指数 qE[l,oo]に対し

と定める．ここで

Mq(n) := {11 E Mb(D): llvllM叩）く00}

llvllM叩） ：＝ sup r-n/q'lvl(DnB(x,r)). 
XEQ 
O<r<oo 



181

Example 3.3. (i) Lebesgue測度を m と書く． fEび (Q)なら fmE Mq(D). (ii) 1rを町内の
超平面とし u(E)をEn1rのn-1次元 Hausdorff測度とする．このとき， uE Mn(n). 

Lemma 3.4 ([10, Theorem 3.1.2]）．ある qE (n/2, oo]についてμ E Mq(D)とする． uEが (n)
をーdiv(A(x)▽u)= I/ innの弱劣解とする．このとき

esssupu :S supu + C1llvllM叩）diam(D)(3.
0 8Q 

ここで sup80u := inf{k E町： （u-k)+EH,れ9)｝，凸は n,L,qにのみ依存する定数．

次の補題は [10,Theorem 3.13]と標準的な議論 ([6,Chapter 8]参照）からしたがう．

Lemma 3.5. n は（3) をみたす領域とする． B を中心 ~E 叩半径 R > 0の球とする．ある
q E (n/2, oo]について vE Mq(D)とする． uE H1(D)をーdiv(A(x)▽u)=I/innの解とする．
このとき，任意の 0< r < Rに対し

+ +ら||vllM叩）R(3．osc u < c2位）a osc u osc u 
onB(~,r) ¥JU onB(~,R) &OnB(~,R) 

ここで oscu:= supu -infu,またら， C3,aはn,L, q, 1にのみ依存する定数．

Lemma 3.6. n は（3) をみたす領域とする． B を中心 ~E 叩半径 O<R:Sl の球とする．あ
るqE (n/2, oo]について vE Mq(D)とする． f3o:= min{a/2,/3}とし，正数 0を

〇こ（年1;C2) 
1/（a-(3o) 

(7) 

となるようにとる．さらに，
. 0(3。 1

V 枷 (Q)<mln{8Cぶ百｝， （8) 

と仮定する．ここで Ci,C2, C3, aは Lemma3.4および Lemma3.5の定数．関数 'f)EC00(TI) 
を

1 
n = -（OR)(30 on ffnlffi, T/ = R(30 on TT¥ B, 
4 
1 
-（OR)(3。<n < R(30 in豆
4 

となるようにとる．関数 uEが (n)n c(n)を

の解とするこのとき，

{-div(A(x)▽u) ＝v inonB, 

u ET/+ HJ(n n B) 

1 
-（OR)fJoさu~ 2RfJ0 in n n B, 
4 

1 
u < -（OR)fJo onQn 20B. 
2 

(9) 

(10) 

Proof. Hedberg-Wolffの定理から vE (HJ(n n B))*. Rieszの表現定理から求める解 uが存在
する． uの 9内での正則性は内部正則性評価と Lemma3.5からしたがう．（9)はLemma3.4と
比較原理からしたがう．（10)をしめす．仮定からら4ao0-(3。:S:1/16. Lemma 3.5から

sup u :S: 024°'0"'-(300(30 sup u + sup u +ら||vllM叩）R(3
rin20B rinB/2 &rlnB/2 

1 
< -0(30 ・ 2R(3o+ 
―16 

sup u+ら||vllM叩）R(3
&rinB/2 

1 
< -0(3OR(30 + ~(0R)(3° +-0(3OR(30 = ~(0R)(3。.
-8 4 8 2 
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ここで (9)とRf3：：：：：炉。であることを使った 口

Proof of Theorem 2.2.スケール変換から diarn(O)さ1かつ llvllM加（0)は十分小として一般性を

失わない

/3。を Lernrna3.6の正数とし，正数 0<0<8―1/(3。で（7)をみたすものをとる．各 kEZに
対しい＝ ｛X E Q: 6r < 0勺とおく．また殊＝ lo¥re+2vとおく．境界点に中心をもつ半径 0k
の球 Bをとると，

||収||M叩 nB)= sup r-n/q五((0n B) n B(x, r)). 
xEOnB 
O<rく20k

右辺を評価する． xEnnBかつ O<rく 2炉とし， B(x,r)を半径 02r/6の球の族｛庄｝t1で

覆う．ただし N は nと0にのみ依存する定数もし B,n(Q¥rK+2)ヂ0なら 2庄 Cn.した
がって，

N N 

叫 (nn B) n B(x, r)）こと叫(nn B) n Bi) ::; L叫庄）::;NllvllM如(O)rnfq'.
i=l i=l 

ふたつの不等式から

||殊||M叩 nB)~ NllvllM加(Q)・

以下では左辺が (8)をみたすものとする．

rK+1を有限個の球の族 {20Bk,J}JEJKで覆う．ただし各 Bk,］は境界点ら Erに中心をもっ
半径炉の球．定義から

rk+i c Dk:＝叩 LJBk,j c rk. 
Bk,jEJk 

各 kEZとjE Jkに対し狐，Jを Lemma3.6の関数とする (n= n n Bk,j, B = Bk,j, v =収）．
Q上の関数 Vkを

叫）：＝｛氾翌X叩 (X)，VxE DK, 
gk/3o lc/x E !1 ¥ Dk 

で定める．（9)と(10)から

訪(K+1)(3o：：：：：料：：：：： 20k(3。
4 

in I'k, 

1 
Vk：：：：：ー0（K+1)/3。
2 

Oil rk+l, 

Lemma 3.1から

-div(A(x)▽Vk) ~ Vk in Dk・

Q上の関数 sを

s(x) = jnf狐 (x)
r戸 x

で定める． o—/30 > 8 としていたので， k-2~k' なら

叫） ：：：：： 20k/30 = (20/3o) e(k-1)/3° <;。ぽ＋1)/3o：：：：：加（x),'vxE丘
よって

s(x) = min｛狐（x),Vk-1(x)} inrk¥rk+l・

(11) 

(12) 

(13) 
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Lemma 3.1と(13)からーdiv(A(x)▽s)2°'. Vk in Dk ¥rk+l・ 一方，（12)から

1 
VK-1 < -0k(3o < gk(30 = Vk, on「k¥ Dk・
- 2 

Vkの連続性から開近傍仇 ofrk ¥ Dkで s= vk-I in Okとなるものがとれる． したがって
-div(A(x)▽s) 2°'. Vk＝ッが rk¥ rk+lの開近傍でなりたつ．これは sが（5)をみたすことをし
めしている．両側評価 (6)は (11)からしたがう． ロ

4 M加(fl)に属する測度の例

単純計算から次がなりたつ．

Proposition 4.1 ([8]). μ E Mq(r!) (1 $ q $ oo)とし

Oさt$ ｛nn(qq-1) ：：ロニoo),
とする．このとき，

'5(・)-tμE {~訊1(n+qt)(9) （1 < q< OO）， 
M悶（n) (q = oo). 

(14) 

測度μとして Lebesgue測度 m をとり (14)の指数が (n/2,oo]に入る条件を考える．

Example 4.2 ([8]). m で Lebesgue 測度をあらわす．このとき O~t く 2 に対して <5(-)-tm(=:

v) EM悶(n).

Theorem 2.3とExample4.2の組み合わせは [3,Theorem 6.2]の精密化を与えている（係数
関数のなめらかさによらず大域 Holder評価がなりたつ）．有界 Lipschitz領域では境界からの距
離関数のべきが可積分になるかのしきい値はー1 である．したがって， l~t く 2 の場合上述の u
が有限測度になることは期待できない．一方，表示 (2)をみなおすと，べき tの上限 2は Qの境
界がなめらかであれば Green関数が領域境界で一次減衰することとよく合致している．外力が“
均されている”場合は，領域境界がなめらかな場合の類似がなりたつのである．

一方，μが次元の小さい集合に集中していれば tの範囲は変わってくる．

Example 4.3 ([8]). aを Example3.3の測度とする．このとき， 0~ t く 1 に対し 6(•)-tO E 
M犀(1十t)（Q)．

実際，角がある平面領域の Green関数を考えれば 2に近い tに対しては積分 (2)が発散する
場合があることがわかる（たとえばFigure1において水平方向から口に近づく場合）．我々の領域
の仮定 (3)からは Green関数の境界 Lipschitz評価はしたがわず， Holder評価の指数も正数であ
ることしかわからないことに注意する．
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