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グロタンディーク・タイヒミューラー群と関連したある直積
分解について
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Grothendieck-Teichmüller group
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Abstract

In this article, we announce our results on the Grothendieck-Teichmüller group GT obtained

in the joint work with Yuichiro Hoshi and Shinichi Mochizuki. Let n ≥ 2 be a positive integer

and k an algebraically closed field of characteristic zero. Write Πn for the étale fundamental

group of the n-th configuration space of P1
k \ {0, 1,∞} and Sn+3 for the symmetric group on

n + 3 letters. Then our main theorem asserts that we have a direct product decomposition

Out(Πn) = GT × Sn+3. The detail of the arguments appearing in this article may be found

in [2].

§ 1. 主定理

本節では, 星裕一郎氏, 望月新一氏との共同研究で得られた, グロタンディーク・タイヒ
ミューラー群に関する結果を紹介する. そこで, まずいくつかの記号を用意する. 本稿を
通じて, nを正の整数, Σを全ての素数からなる集合, あるいは, 一つの素数からなる集合,

kを標数 0の代数閉体, X を k上の双曲的曲線, Xn をX の n次配置空間, 即ち,

Xn
def
= {(x1, . . . , xn) ∈

n︷ ︸︸ ︷
X ×k · · · ×k X | 任意の 1 ≤ i < j ≤ n に対して, xi ̸= xj}

とする. また, Xn のエタール基本群の最大副 Σ商を Πn と書くことにする.
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また, 位相的に有限生成な副有限群 G に対して, G の (連続な) 自己同型のなす群を
Aut(G)と書くことに, そして, Gの (連続な)内部自己同型のなす群を Inn(G) と書くこ
とにする. このとき, Aut(G) はコンパクト開位相による副有限群の構造を持ち, また,

Out(G)
def
= Aut(G)/Inn(G)も Aut(G)の位相から誘導される位相による副有限群の構造

を持つ ([10, Corollary 4.4.4]を参照). 例えば, Πn は位相的に有限生成な副有限群である
ので ([7, Proposition 2.2, (ii)]を参照), Aut(Πn), Out(Πn)は副有限群の構造を持つ.

定義 1.1. n ≥ 2とする.

(i) 1 ≤ m < nに対して, n−m個の成分を忘れることによって得られる射影Xn → Xm

は全射 Πn ↠ Πmを誘導することに注意する. このようにして誘導された様々な全射
Πn ↠ Πm たちの核を Πn の長さ n − mのファイバー部分群と呼ぶ.

(ii) Πn の自己同型 α ∈ Aut(Πn)であって,

任意のファイバー部分群 F ⊆ Πn に対して, α(F ) = F

という条件をみたすもののなす群を AutF(Πn)と書くことにする. 定義から容易に確
認できるとおり, Inn(Πn)は AutF(Πn)の正規部分群となる. そこで, 以下では,

OutF(Πn)
def
= AutF(Πn)/Inn(Πn) (⊆ Out(Πn))

と書くことにする.

ここで、組み合わせ論的遠アーベル幾何の代表的な結果をいくつか復習する。以下で
は, n次対称群を Sn と書くことに, そして, n ≥ 4のとき, k スキーム上の (0, n)型曲線
— 即ち, kスキーム上の種数 0の固有平滑曲線（の族）であって n個の (順序付けられた)

切断が付随したもの— のモジュライスタックをM0,nと書くことにする. 特に, (kスタッ
クの) 自然な同型

M0,n
∼→ (P1

k \ {0, 1,∞})n−3

— ここで, P1
k は k上の射影直線 — が存在することに注意する.

また以下では, 群 Gとその部分群H に対して, H の Gにおける中心化群を ZG(H)と
書くことにする.

定理 1.2. X をアフィン (な双曲的曲線)であると仮定する.

(i) 1個の成分を忘れることによって得られる射影Xn+1 → Xn が誘導する準同型

OutF(Πn+1) → OutF(Πn)

は, どの成分を忘れたかに依存しない. さらに, この準同型は単射であり, n ≥ 3の場
合, 同型になる.
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(ii) n ≥ 2, X = P1
k \ {0, 1,∞}とする. ここで, Sn+3 のM0,n+3

∼→ Xn への自然な作用
は, 自然な単射Sn+3 ↪→ Out(Πn)を誘導することに注意する. いま

GTΣ
n

def
= OutF(Πn) ∩ ZOut(Πn)(Sn+3) (⊆ OutF(Πn))

とおく. このとき, (i)の (単射)準同型 OutF(Πn+1)→ OutF(Πn)は同型

GTΣ
n+1

∼→ GTΣ
n

を誘導する. 以下では, これらの同型 (n ≥ 2)を介して, GTΣ
n たちを同一視する.

証明. (i)の前半については [3, Theorem A, (i)]を, (i)の後半については [4, Theorem

A, (i)]を参照. (ii)は [6, Corollary 4.2, (ii)]と [4, Theorem A, (ii)]より従う. 2

注意. 定理 1.2, (i)の準同型の “成分非依存性”は, X が射影的な場合も成り立つ ([3,

Theorem A, (i)]を参照). 一方, X が射影的な場合, この準同型は n ≥ 2で単射, n ≥ 4で
同型になることが知られている ([4, Theorem A, (i)]を参照).

定理 1.2を踏まえると, 次の定義が意味を持つことになる.

定義 1.3. n ≥ 2, X = P1
k \ {0, 1,∞}とする. このとき, 副Σグロタンディーク・タ

イヒミューラー群を

GTΣ def
= GTΣ

n = OutF(Πn) ∩ ZOut(Πn)(Sn+3) (⊆ Out(Πn))

で定義する. GTΣ は, Out(Πn)の位相から誘導される位相によって, 副有限群の構造を
もつ.

注意. 元々, 副有限グロタンディーク・タイヒミューラー群は [1]において (定義 1.3

とは全く違う形で)定義された. この (オリジナルの)副有限グロタンディーク・タイヒ
ミューラー群は, 我々のGTΣ — ここで, Σは全ての素数の集合 — と一致する. この事実
は, [6, Remark 1.11.1], [6, Corollaries 1.12, (ii); 4.2, (i)], [4, Theorem A, (ii)]より従う.

本稿の主定理は以下のものである ([2, Corollary C]を参照).

定理 1.4. n ≥ 2, X = P1
k \ {0, 1,∞}とする. このとき, Out(Πn)は

Out(Πn) = GTΣ × Sn+3

という直積分解を持つ.

主定理の証明の概略は次節において与えられる.

次に, 主定理の一つの応用を説明する. 以下では, 副有限群 G に対して, Z loc(G)
def
=

lim−→H⊆G
ZG(H) — ここで, H は Gの開部分群を走る — という記号を用いる.
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系 1.5. n ≥ 2, X = P1
k \ {0, 1,∞}とする. このとき, 次が成り立つ.

(i) Sn+3 = Z loc(Out(Πn)).

(ii) GTΣ = ZOut(Πn)(Z
loc(Out(Πn))).

特に, 副有限群 Πn から閉部分群 GTΣ, Sn+3 ⊆ Out(Πn)を純群論的に復元できる.

証明. まず (i)を考察する. GTΣ が Out(Πn)の (正規)開部分群であることに注意す
る (定理 1.4を参照). 特に, Sn+3 ⊆ Z loc(Out(Πn))は明らか. そこで, 逆の包含関係を示
す. いま σ ∈ Z loc(Out(Πn))とすると, σは Out(Πn)のある開部分群 H の任意の元と可
換である. 必要であれば, H をH ∩GTΣ に取り換えることでH ⊆ GTΣ と仮定しても一
般性を失わない. 一方, 定理 1.4より, σ = a · b — ここで, a ∈ GTΣ, b ∈ Sn+3 — と書け
る. よって,

a = σ · b−1 ∈ ZGTΣ(H) = {1}

となるので (最後の “=”については, [5, Corollary 6.3]を参照), σ ∈ Sn+3 が従う.

(ii)は, (i), 定理 1.4, そして, Sn+3 の中心自明性より容易に従う. 2

注意. Σを全ての素数の集合とする. 次の問題は現在も未解決である ([11]を参照):

自然な単射 GQ ↪→ GTΣ は同型であろうか

— ここで, GQ は有理数体 Qの絶対ガロア群. 仮にこの問題が肯定的であった場合, 定理
1.4, 系 1.5, (ii)から次が結論付けられる (ここで, n ≥ 2, X = P1

k \ {0, 1,∞}である):

Out(Πn) = GQ × Sn+3, GQ = ZOut(Πn)(Z
loc(Out(Πn))).

§ 2. 主定理の証明

本節では, 本稿の主定理 (定理 1.4)の証明の概略を与える. 本節でも前節の記号を引き
続き用いるが, ただし,

n ≥ 2 かつ X = P1
k \ {0, 1,∞}

を仮定する.

まず, 主定理の証明で重要な役割を果たす, 一般化ファイバー部分群の概念を導入する.

定義 2.1.

(i) 1 ≤ m < nに対して, n − m個の切断を忘れることによって得られる射影1 Xn
∼→

M0,n+3 →M0,m+3
∼→ Xm は全射 Πn ↠ Πm を誘導することに注意する. このよう

1I = {i1, i2, . . . , im+3} を {1, 2, . . . , n + 3} の部分集合とする (ここで, i1 < i2 < · · · < im+3). k ス
タックの射 pI : M0,n+3 → M0,m+3 を次で定める: M0,n+3 の対象 (C → S, {s1, . . . , sn+3}) — ここ
で, C → S は k スキーム S 上の種数 0 の固有平滑曲線 (の族), {s1, . . . , sn+3} は C → S の切断であっ
て, s1(S), . . . , sn+3(S)が互いに非交叉なもの — にM0,m+3 の対象 (C → S, {si1 , . . . , sim+3})を対
応させる (射の対応については省略). pI を n − m 個の切断を忘れることによって得られる射影と呼ぶ.
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にして誘導された様々な全射 Πn ↠ Πm たちの核を Πn の長さ n − mの一般化ファ
イバー部分群と呼ぶ.

(ii) Πn の自己同型 α ∈ Aut(Πn)であって,

任意の一般化ファイバー部分群 F ⊆ Πn に対して, α(F ) = F

という条件をみたすもののなす群を AutgF(Πn)と書くことにする. 定義から容易に
確認できるとおり, Inn(Πn)は AutgF(Πn)の正規部分群となる. そこで, 以下では,

OutgF(Πn)
def
= AutgF(Πn)/Inn(Πn) (⊆ Out(Πn))

と書くことにする.

注意. Πn の任意のファイバー部分群は, Πn の一般化ファイバー部分群である. 従っ
て, AutgF(Πn) ⊆ AutF(Πn), OutgF(Πn) ⊆ OutF(Πn)という包含関係が成立する.

主定理の証明で鍵となるのが, 次の結果である ([2, Theorem A, (ii)]を参照).

定理 2.2. α ∈ Aut(Πn)とする. このとき, 長さ n −mの一般化ファイバー部分群
F ⊆ Πn に対して, α(F )は Πn の長さ n−mの一般化ファイバー部分群である.

注意. 定理 2.2において, α(F )は F と一致するとは限らない.

定理 2.2を一旦認め, 先に主定理 (定理 1.4)の証明を行う.

主定理の証明. Out(Πn)の (任意の)元は, Πnの長さ 1の一般化ファイバー部分群の
集合に置換を誘導する (定理 2.2を参照). 特に, 次の完全系列が存在する：

1 −−−−→ OutgF(Πn) −−−−→ Out(Πn) −−−−→ Sn+3 −−−−→ 1

— ここで, 自然な単射 Sn+3 ↪→ Out(Πn) (定理 1.2, (ii)を参照)は “Out(Πn) → Sn+3”

の分裂を定めることに注意する. そこで, 後述の命題 2.3を適用することにより, 直積分解

Out(Πn) = OutgF(Πn) × Sn+3

を得る. すると, Sn+3 の中心自明性より OutgF(Πn) = ZOut(Πn)(Sn+3)となるので,

GTΣ = OutF(Πn) ∩ ZOut(Πn)(Sn+3) = OutgF(Πn)

が従い, よって, 主定理の証明が完結する. 2

命題 2.3. 包含関係 Sn+3 ⊆ ZOut(Πn)(OutgF(Πn)) が成り立つ.
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証明. Sn+3 の任意の互換が OutgF(Πn)と可換することを示せば充分である. 一方,

Sn+3 の任意の互換は, 互換 τ = (1, 2) ∈ Sn+3 — 即ち, Xn の k自己同型

Xn ∋ (x1, x2, . . . , xn)
第 1 成分と第 2 成分を入れ替え7−→ (x2, x1 . . . , xn) ∈ Xn

から誘導されるOut(Πn)の元 — とSn+3共役である. 従って, 命題 2.3を示すためには,

τ ∈ ZOut(Πn)(OutgF(Πn))を証明すれば充分. (ここで, OutgF(Πn)は Out(Πn)の正規部
分群であることに注意する.) σ ∈ OutgF(Πn)とする. このとき, 定義から容易に確認でき
るとおり, τ · σ · τ−1 ∈ OutgF(Πn)である. また, 定義から容易に確認できるとおり, 定理
1.2, (i)の自然な準同型 OutF(Πn) → OutF(Πn−1)による σ, τ · σ · τ−1 の像は一致する.

従って, 定理 1.2, (i)の単射性部分より, σ = τ · σ · τ−1 が結論付けられる. 2

最後に, 定理 2.2の証明の概略を与える. まず, 次の命題を復習する.

命題 2.4. Gを非アーベルな自由副 Σ群であって, 位相的に有限生成なものとする.

また, H ̸= {1}をGの正規閉部分群であって, 位相的に有限生成なものとする. このとき,

H は Gの開部分群である.

証明. [7, Theorem 1.5]を参照. 2

そして, 定理 2.2の証明において重要な役割を果たすのが, 次に述べる定理である. 以
下では, 副有限群 Gとその閉部分群 H に対して, H と Gの交換子群の (Gでの)閉包を
[H,G] ⊆ Gと書くことにする. 特に, Gab def

= G/[G,G]と書くことにする.

また以下では, ある素数

l ∈ Σ

を固定する. そして, 副有限群 Gに対して, その最大副 l商を Gと書くことにする.

定理 2.5. Πn の降中心列, 即ち,

Πn(1)
def
= Πn ⊇ Πn(2) ⊇ Πn(3) ⊇ · · ·

— ここで, Πn(i + 1)
def
= [Πn(i),Πn] (i ≥ 1) — に付随した (Ql 上の) 次数付きリー代数⊕∞

i≥1(Πn(i)/Πn(i+1)⊗Zl
Ql)をGrQl

(Πn)と書くことにする. また, GrQl
(Πn)の (Ql上

の)次数付きリー代数としての自己同型のなす群をAut(GrQl
(Πn)) と書くことにする. こ

のとき, 同型

Aut(GrQl
(Πn)) ∼= Sn+3 × Q×

l

が存在する.

証明. [8, Lemma 4.1.2], または, [9, Theorem D]を参照. 2
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定理 2.2の証明. α ∈ Aut(Πn)が誘導する Aut(GrQl
(Πn))の元を α̃と書くことにす

る. 特に, αを α · β — ここで, β ∈ Aut(Πn)は適切な元 ∈ Sn+3 ⊆ Out(Πn)の (ある) 持
ち上げ — に取り換えることで, α̃はスカラー (∈ Q×

l )倍であると仮定しても一般性を失
わない (定理 2.5を参照). このとき, 定理 2.2を示すためには, 以下を示せば充分:

F ⊆ Πnを (ある)射影 pr : Xn → X から定まる, 長さ n− 1の一般化ファイバー
部分群とする (定義 2.1, (i)を参照). このとき, α(F ) = F が成り立つ.

(一般の “長さ n−mの場合”は, この “長さ n− 1の場合”に帰着される. 詳細については,

[2, Theorem 2.5, (v)]を参照.) 以下では, prから誘導される全射 Πn ↠ Π1 を pと書くこ
とにする. (特に, F = Ker(p)である.) まず, 次を主張する:

主張 1 pが誘導する全射 Π
ab

n ⊗Zl
Ql ↠ Π

ab

1 ⊗Zl
Ql の核は, 自然な射の合成

Πn ↠ Π
ab

n ↪→ Π
ab

n ⊗Zl
Ql による F の像が生成する Ql 部分空間と一致する.

主張 1は, 以下の可換図式より従う:

1 −−−−→ F −−−−→ Πn
p−−−−→ Π1 −−−−→ 1y y y

1 −−−−→ F
ab −−−−→ Π

ab

n −−−−→ Π
ab

1 −−−−→ 1y y y
1 −−−−→ F

ab ⊗Zl
Ql −−−−→ Π

ab

n ⊗Zl
Ql −−−−→ Π

ab

1 ⊗Zl
Ql −−−−→ 1

— ここで, 垂直の矢印は全て自然な射であり, また, 全ての水平列は完全である. (中央の
水平列の完全性については, [2, Proposition 2.2, (i)]を参照.)

次に, 以下の可換図式を考える:

Πn
α−−−−→ Πn

p−−−−→ Π1yϕn

yϕn

yϕ1

Π
ab

n ⊗Zl
Ql

α̃−−−−−−→
スカラー倍

Π
ab

n ⊗Zl
Ql

p̃−−−−→ Π
ab

1 ⊗Zl
Ql

— ここで, 垂直の矢印は全て自然な射. 特に, p̃(α̃(ϕn(F ))) = {0}となることに注意する
(主張 1を参照). いま次を主張する:

主張 2 包含関係 α(F ) ⊆ F が成り立つ.

実際, p(α(F )) ̸= {1}と仮定する. すると, 命題 2.4より, p(α(F ))は Π1 の (正規)開部分
群である. (ここで, F は位相的に有限生成であることに注意する. この事実の証明につい
ては, [2, Theorem 2.5, (iv)]の証明を参照.) 一方, ϕ1(p(α(F ))) = {0}であることから,

Im(ϕ1)は有限群である
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ということが結論付けられる. しかし, これは Im(ϕ1) = Π
ab

1
∼= Zl ⊕ Zl に矛盾する.

特に, 主張 2より, 次の短完全列が存在する:

1 −−−−→ F/α(F ) −−−−→ Πn/α(F ) −−−−→ Πn/F −−−−→ 1.

一方, Πn/α(F ) (
∼← Πn/F

∼→ Π1)は階数 2の自由副 Σ群 (特に, 無限群)であるので, 再
び命題 2.4 を適用することで, F/α(F ) = {1}を得る. 従って, α(F ) = F となる. 2
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