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拡張された熱力学 (ExtendedThermodynamics)
概説

名古屋工業大学 杉山 勝

Extendedthermodynamics("拡張された熱力学"あるいは"広義熱力学")なる熱力学

理論を概説する｡Extendedthermodynamicsがどのような背景から生まれてきたのかとい

うことから説明を始め､続いてその理論の基本的な考え方を整理し､議論をする｡ただし､

技術的な細部や具体的な応用例にまでは深入りしない｡Extendedthermodynamicsについ
て概略をつかんでいただくことを目標とする｡

1.はじめに

1-1.熱力学理論発展の必要性

マクロな系の性質を調べる場合､自然の階層構造を反映した異なる記述のレベルが存在

する｡例を下に示す :

例

マクロスコピックな記述 Navier-Stokeseq.･･････丘eldvariables(p,V)

メゾスコピックな記述 Boltzmanneq.- - distributionfunction

ミクロスコピックな記述 Liouville-YonNeumanneq.---densitymatrix

また､熱平衡からのずれに関して線形近似が妥当な場合は､レベル横断的な､2体相関を

用いた記述も有効である｡

異なる階層間の連関を明確に意識しつつ､マクロな系の性質を包括的に調べようとする

のが統計力学の主たる仕事である｡そのような仕事を遂行する際､現象論としての熱力学

は本質的に重要な役割を演ずることを強調しておかねばならない｡つまり､統計力学を構築

する際の基礎としての熱力学の重要性である｡マクロ系を理解するための順序として､現

象論をまず十分に確立し､その後それを指導原理として､より微視的な階層の理論が構築

される｡このようにして始めて､異なる階層間の連関を考察する意味も出てくるのである｡

熱力学をこのように捉えるならば､物理的な世界に関する我々の知識の拡大と共に､そ

れに呼応して､熱力学の絶えざる深化 ･発展が必要となるのである｡この意味で､熱力学

理論を深化 ･発展させることは常に現代的な課題として立ち現れるのである｡

マクロ系の熱力学的記述において問題となることは､大づかみに言えば ｢熱力学第2法

則をいかに捉えるか｣ということに集約されてくる｡この場合､物質を連続媒質とみなし､

(古典)場の理論を展開することが､問題解決のための重要な第一歩になるoしたがって､

ここにおいて連続体力学との関連は必然となる｡そこで､次に､連続体力学についてその

大筋を､念のため､まとめておく｡
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1-2.連続体力学 - (相対論も含む)古典場の理論 -

連続体力学は､まず､求めるべき場の量を特定する｡これらは､時空間に関して適当な

滑らかさを備えているものとする｡例えば､密度場､速度場､ひずみテンソルの場などで

あり､場合によっては電場や磁場なども加わる｡

場の量は二種類の関係を満足する｡保存則 (バランス方程式)と構成関係 (構成式)であ

る｡保存則は､質量､運動量､角運動量､エネルギーなどの釣り合いを表現するものであ

り､全ての物質に適用される｡一方､構成関係は個々の物質の特性を表現するものであり､

実験などにより与えられたものとして設定される｡例えば､流体力学のNavier-Stokes方程

式に出てくる力学的な構成関係は､粘性応力は速度勾配に比例するというNewton流体に

おける関係である｡もちろん､弾性､粘性､あるいは塑性などといった力学的な性質を表

現する構成関係だけではなく､それ以外の､例えば､誘電性や磁性といった電磁気的な関

係もある｡

さらに､場の量に対して初期条件と境界条件を与える｡これらの条件の下に､構成関係

が代入されたバランス方程式を解けば､求めるべき場の量の時間発展が決まる｡この最後

の部分は､多くの場合､格好の物理数学の題材となっている｡

連続体力学という学問分野は､上の領域の全体を覆うものである｡例えば､構成関係の

可能な型の分類をしたり､その中に出てくる物質定数を実験結果から求めたりすることな

ども含まれる｡関連する微分方程式の初期値 ･境界値問題を解くことだけに限られるもの

ではもちろんない｡

従来､構成関係において､線形性を仮定することが多かった｡例えば､Hooke固体と呼

ばれる物質は､応力が無限小ひずみに比例するとされる｡また上のNewton流体もやはり

粘性応力と速度勾配が比例するとされる｡線形の構成関係を仮定して､今まで､多様な現

象が調べられ､多くのことが解明されてきたし､これからもそうであろう｡しかし近年､

有限変形を考察する場合のように､非線形な構成関係に基づいた解析が､実際面において

も理論面においても必要となる場合が多くなってきた｡このような学問領域を非線形連続

体力学 (RationalContinuumMechanics)というが､その基本体系の大枠は既に確立され

ているといってよい｡ト4)

したがって､当然考えるべき次のステップとして､非線形連続体力学が確立されたこと

を踏まえ､それを包含する(非平衡)熱力学の構築が要請される｡歴史的には､この要請に

応えるものとしてRationalThermodynamicsなるものが提案された｡5)しかし､これは物

理的に満足なものとはなっていない｡詳細については､例えば､筆者による別の解説を参

照されたい｡6)やや先走るが､ExtendedThermodynamicsは､このような事情をも考慮に

いれた上で誕生してきた｡

2.不可逆過程の熱力学 (TIP)

ExtendedThermodynamicsを知るためには､それ以前に展開された理論である不可逆過

程の熱力学(TIPと略記する)についてある程度は知っておく必要がある｡ここでは､その
ミニマムをまとめておく｡
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2-1･いくつかの典型的な不可逆過程と結合効果

典型的な不可逆過程の例を下に示しておく:

熱伝導 : Fourierの法則 熱流-温度勾配

拡散 : Fickの法則 物質流∽濃度勾配

粘性流 : Newton流体 粘性力 (運動量の流れ)-速度勾配

電気伝導 : Ohmの法則 電流-電位勾配 (電場)

注意すべきことは､これらの過程が単独に生じることはまずないのであって､たいてい

は､これらいくつかが互いに関連し合いながら現れる｡これを結合効果と呼ぶ｡例として､

電気伝導に対するオームの法則と熱伝導に対するフーリエの法則との結合効果について述

べておこうoいわゆる､熱電効果である.下図に示したような状況では､電流iと熱流q

は､現象論的に､次のように電場と温度勾配による比例関係として決まる｡(ゼーベック効
果)

金属A

金属B

i-LEEE+LETVT,
q-LTEE+LTTVT. (2.1)

その他に､よく知られたものとして､ペルチエ効果や トムソン効果などがある｡詳細につ

いては､例えば､文献7を参照されたい｡

212.歴史的概観

このような不可逆過程に対する熱力学的な考察は､遠くW.Thomson,L Boltzmann,
氏.Clausiusにまで遡る｡しかし､確固とした研究の流れになるのは､今世紀に入ってから

である｡そのうち､特筆すべきものとして､局所的なエントロピーの変化率に対する表式

についてのいくつかの研究と､Onsagerによる相反関係の発見である｡前者は､熱力学第

2法則の､場の量を用いた定式化を可能にする｡このような発展を踏まえ､第二次大戦の

前後頃に､不可逆過程の熱力学(TIP)が確立されてきた｡∫.Meixner(1941-1943)8~11)とⅠ.

Prigogine(1947)12)の仕事が有名である｡
歴史的な発展に関するもう少し詳細については､例えばdeGrootとMazurのテキス ト

7)を参照していただくとして､ここでは､C.Eckart(1940)13~15)の仕事の先駆性だけを強
調しておく｡彼の仕事は､その後の理論の進展に対して適確な方向を指し示した｡
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2-3.TIPの基本的な考え方

TIPについて､最も簡単にまとめるとすると､次のキーワー ドを中心に説明することに
なると思われる :

･局所平衡の仮定

･保存則と構成式

･熱力学的な力

･エントロピーバランスの式とエントロピー生成

･現象論的関係式 - 線形構成関係-

･Onsagerの相反関係

･変分原理 (Onsager,Prigogine)

1成分流体系を例にとってもう少し具体的に､これらのキーワー ドを説明してみよう｡こ

の場合､解くべき問題は､空間と時間の関数である次の5つの場を決定することである :

質量密度 : p(x,i).

速度 : vi(x,i)(i-1,2,3).

温度 : T(a!,i).

保存則に基づくバランス方程式は以下の通りである｡ただし､これ以後､和の規約を採

用するものとし､繰り返された添字について和をとるものとしておく0

質量保存 : p･ p2 -0,

運動量保存 ‥ pvi一 驚 -0,

エネルギー保存 .･ pi+
aqi aVi

~ = ti3'布∂xi

ここでドットは実質微分 (物質微分､Lagrange微分とも言う)､tijは応力テンソル､qiは
熱流､そしてEは比内部エネルギーである.

構成式は､以下に述べるようにして､発見法的に見出される｡まず､局所平衡の仮定を

採用し､次のGibbs方程式に注目する｡

i-妄(i一芸p)･ (2･5)

ここで､ Sは比エントロピーでありpは圧力である.バランス方程式を上式に代入して整

理すると次の式を得る｡

∂
p3+瓦(f)- qi磐 . 妄t〈i,･,雛 (言tii ･ p)莞 (2･6)
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ここで､添字についた( )の記号は､テンソルの トレースレスの部分をとることを示す｡

例えば､trt(ij)-0･
この式を､エントロピーバランスの式とみなすと､次の解釈が可能となる｡

¢i≡掌 :エントロピーフラックス

∑≡右辺 :エントロピー生成(速度)

エントロピー生成は､以下の量の双1次形式で表現されている｡

熱力学的なフラックス (流束) 熱力学的な力

熱流qi 温度勾配 ∂T/∂xi
トレースレス応力 t(ij) トレースレス速度勾配 ∂V(i/∂x,I)
動的圧力 7T≡ -(1/3)fii-P 速度の発散 ∂vi/∂xi

エントロピー生成という量を使うと､熱力学第2法則はその量が非負であること､つまり

∑>0 (2.9)

のように表現できる｡これは局所的な関係である｡

さて､いよいよ構成式(現象論的関係式)について述べる準備が整った｡TIPでは､熱力
学的な力とフラックスの間の線形関係を､構成式として採用する｡今の例でいえば､

qi-一竃 (u≧o) Fourierの法則 (2･10)

i:3? _̂2# (入'2P;,0)) Nav(iSre-:ttoo:謬 J (2･11,

ここでFCは熱伝導係数であり､pと人は､それぞれ､せん断粘性係数および体積粘性係数

である｡括弧の中の不等式は､上の熱力学第2法則からの帰結である0

さらに､局所平衡の仮定に対応して､次の熱的およびカロリックな状態方程式

P-P(p,T),

E-E(p,T)･

も採用される｡

ここでの1成分流体系の例においては､上述のキーワードの全てには触れることができ

なかった｡しかし､この例によってTIPのおよその考えかたを捉えることができれば､本

概説を読むには十分である｡詳細については､しかるべき文献 7)を参照されたい｡
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2-4.その後の発展

ここでは､TIPが確立された後の二つの代表的な発展の方向のみを簡単に述べる｡

2-4-1. 散逸構造論そして力学系理論 ･確率過程論へ

これは､局所平衡の仮定は基本的には保持しつつ､熱平衡状態近傍の解析から次第に離

れて､もっと非平衡の度合いが強い状態の解析-と進む方向である｡例えば､Bruxellesの

グループが行ってきた研究の流れが､これであろう｡やや乱暴であるが､一本の流れで書

くとすると以下のようになるであろうか｡

線形な現象論的関係を用いた解析 12)

J

非線形な現象論的関係を用いた解析 16)----ただし､局所平衡の仮定は保持

1

安定性解析､分岐理論 16,17)

1

散逸構造､自己組織化論､パターン形成論 17,18)

1

力学系理論､確率過程論的解析 19) (複雑系??)

この方向での研究は､物理系のみならず､もっと広い範囲のシステムの動的な挙動の研究

に対して､大きな影響を与え続けている｡20) ここでは､これ以上､深入りはしない｡

2-4-2･E3:tendedThermodynamics(ET)
また別の方向-の発展もある｡すなわち､局所平衡の仮定を超えて熱力学理論を拡張し

ようという方向である｡このような拡張は､急激な空間変化あるいは時間変化を伴う現象

を解析しようとするとき必要となる｡たとえば､衝撃波の構造､光散乱､第2音波などの

解析である｡さらに､最近の電子デバイスの微細化により､デバイスを舞台とした現象に

対する現象論の必要性も増してきた｡やや標語的に言えば､メゾスコピックな方向-の現

象論の拡張である､と言えるのかもしれない｡本解説は､この方向での､最近の理論の進

展を述べるものである｡

局所平衡の仮定の適用可能範囲は､気体分子運動論的な解析によると､次のような条件

により規定される｡
平均自由行程

巨視的な特性長
≪ 1

したがって､ETはBoltzmann方程式がカバーする領域と重なる部分がある｡よって､そ

の共通領域においては､両者がコンシステントでなければならない｡逆に､ETを構築する

際に､Boltzmann方程式に基づく解析を､導きの指針とすることができる｡ただし､Eでは

あくまで現象論であることを忘れてはならないのであって､その限りにおいてBoltzmann

方程式を参考にするのである｡
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さらに強調すべきことは､この方向での研究の進展は､前に述べた非線形連続体力学の

発展の方向と軌を一にするものである､ということである｡多くの場合､非線形連続体力

学で取り扱おうとする現象は､局所平衡の仮定が成り立つとは必ずしも言えないものなの

である｡

これら以外にも､この方向-の拡張の動機付けはある｡例えば､相対論的な要請なるも

のがあるが､これについては後述する｡

2-5.TIPの批判的検討と■ExtendedTIP

2-5-1.無限の伝播速度とCattaneoの式

TIPからの一つの帰結として､情報の無限大の伝播速度なるものがあることを指摘して

おこう｡典型的な2つの例でこれを示そう｡

(1)質量密度pが一定の静止流体の場合 :
温度場が従う方程式は

aT
_ =エ△T
∂t per

(2･14)

となる.ここでETは(∂E/∂T)pを表す｡放物型のこの方程式の解は､よく知られているよ
うに次式で与えられる｡

T(x,i)-
(y-x)2
4Dt ]
dy (2.15)

この式から明らかなように､初期時刻i-0での温度の情報は瞬時に無限遠にまで伝わる｡

(2)p-const.,T-const.,V-(0,V(xl,i),0)の場合の流体 :
速度場の従う方程式は次の通りである｡

∂γ_〃∂2γ
∂i p∂x亨●

(2.16)

この場合も､前と同様､無限大の伝播速度を得る｡

以上のような無限大の伝播速度は現実的なものではない｡しかし､もちろん､このよう

なことを気にするのはアカデミックな興味にすぎない､という考えもありうる｡確かに､

上のような方程式は多くの実用的な場合の解析に頻繁に使われており､適用限界をわきま

えてさえいれば､実用的には十分に満足な結果を与えてくれる｡

一方､理論に明確に不備が存在するとき､やはり､座して静観するわけにはいかないと

いう考えもある｡その不備の意味するところを深く理解し､理論を改善 ･拡張したいと思

うのは自然である｡さらに､相対論的な熱力学を構築する際には､このような無限大の伝

播速度を伴う､TIPによる構成式は､露わに困難を引き起こす｡この観点からも改善が必

要となる｡

cattaneoは､気体分子運動論的な考察から示唆をうけ､熱流に対する次のような構成式

を提案した｡(Cattaneoの式)21)

aT

qi+Tqi= -K瓦
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丁は正の定数である｡この式を､次のエネルギー保存の式

peTT･霊 -0

に代入して整理すると､以下の式を得る｡

,-T+T=｣L△T.
PET

(2･18)

(2.19)

この式は､いわゆる電信方程式と呼ばれる偏微分方程式と同型であり､双曲型である｡よ

く知られているように､この場合､情報の伝播速度は有限である｡事実､熱パルスの伝播

速度は

(2･20)

で与えられる｡量丁はある種の緩和時間を表している｡これは､通常､十分小さな値をと

り､無視される｡しかし､上式からもわかるように､丁を無視することは､場の方程式の

型そのものを変えてしまう｡

Cattaneoのアイデアは､理論の進むべき方向を示しているものの､直感的な議論にすぎ

ない｡もっと系統的な熱力学的議論をする必要があるのではないか｡これについて考えて

みよう｡

2-5-2.ExtendedTIP (Mtiller22,23);Israel24))
CattaneoのアイデアをTIPの考え方で基礎づけられないか試みてみよう｡

TIPでは局所平衡の仮定に基づきGibbsの方程式を用いた.一方､ここでは､次のよう

な修正されたGibbsの方程式を仮定する｡

i-妄(i一芸p･2aTqiqi･2bTi(ij,i(ij,+2cTq*)･ (2･21,

ここで､a,b,Cは係数であり､pとTに依存する.この形の方程式はkinetictheoryからの
支持もある｡変数として､通常の熱力学で採用される変数以外に､フラックスも変数に加

えるよう拡張 (extend!)しようというわけである｡

保存則によるバランス方程式を上式に代入して整理すると次式を得る｡

pi･芸 (翠)-qi(響 +2padi)･t〈ij,(揺 +2bpi(ij,)･ q(謡 +2pd)･
(2.22)

これはエントロピーバランスの式とみなせる｡右辺の3つの項での括弧の部分は修正され

た熱力学的な力と考えられる｡しかし､少々厄介な事情がある｡TIPの考え方では､エン

トロピーフラックスは一意的に決められないのである｡このことを考慮しつつ､Gibbsの

方程式において変数を拡張したことに対応して､エントロピーフラックス¢iにも同様の拡

張をすることは自然であろう｡よって､次式を仮定する｡

Qi-翠.Ki'ij'qj･Lqqi･
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ここで､KとLは係数であり､pとTに依存する.また､ここで､¢iは､散逸的フラック

スqi,i(i,･),7Tの2次までの次数に依存するとした｡結局､エントロピーバランスの式として
次式を得る｡

pi･芸 - qi(響 +- ･K驚 .Lg )

･t〈iJl,(喜怒 +也 +K% )+q(諾 .堕 十揺)･
(2.24)

この式で､右辺をェントロピー生成の項とみなすことができる｡さらに､TIPのときと

同様に､この項をフラックスと熱力学的な力の双1次形式とみなし､それらの間の線形関

係を仮定すると､現象論的関係式が得られる｡熱流に関してCattaneoの式と類似の式が得

られるのみならず､運動量流束 (粘性)についてもCattaneoの式と同様の構造を持った構

成式が得られる｡

しかし､以上のような考察でもまだ満足できるものではない｡いくつかの問題点を列挙

してみよう:

1.得られた構成式はobjectiveではない｡つまり､構成式が表している物質の性質が観測
者に依存してしまう｡これでは物理的に意味が無い｡これは､(2.24)式でアンダーライン
を引いた項が存在することによる｡

2.得られた構成式を用いて導かれた場の方程式は､well-posednessが保証されていない｡
つまり､解の存在と一意性､およびデータ (初期条件､境界条件)に関する解の連続性が

不明なのである｡この条件を要求することは､物理的に意味のある安定な解を得るために

は当然のことであろう｡

3.未知の係数 (上の場合､a,b,C,K,Lの5個)を次々と導入して理論を一般化すること
は､場当たり的で望ましくない｡これらの係数の間に､何らかの関係が存在するのだろう

か｡

4.性格の違うバランス方程式と構成式を､互いに明確に分離して考察するべきではないか｡

このような批判を踏まえると､最初から一貫性を持って､理論を構築することが必要と

なる｡ここに到って､ようやく､本概説の主題に辿りついた｡

3.ExtendedThermodynamics(ET)の基本的な考え方
ETはⅠ.Mtillerにより最初に提案された｡ここでは､彼のグループの仕事25,26)を主とし

て説明する｡ETが最も明瞭に定式化されていると考えるからである｡それ以外のグルー

プによるETの研究についての紹介は､スペースの関係上､おもいきって省略し､代表的

な文献を挙げるにとどめる｡27~29)

ETはまだ発展途上にある｡以下に述べるETの概説を､いろいろな角度から批判的･建

設的に読んでいただければ幸いである｡
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3-1. ETの理論構造

3-1-1. 問題設定

この節では､理論の構成を一般論として述べる｡やや抽象的な記述になるかもしれない

が､その方が理論構造を見通すことは容易である｡ここで導入される､それぞれの物理量

が何を意味するかは､一般には､状況に応じて異なる｡しかし､より具体的に考えたい場

合は､適宜､あとで略述するような具体例を対応させながら考えればよいであろう｡

我々の問題を一言で言えば､考察しているマクロ系のn個の熱力学的な場を決定する

ことであるOこれらの場を一つにまとめてn成分ベクトルu(xA)と表記するOここで､

xA(A-0,1,2,3)は､時間 ･空間座標t-xO,(xa)-(xl,x2,x3)である.例えば､u の成
分として､質量密度､運動量密度､エネルギー密度､運動量流束密度､エネルギー流束密

度をとる｡この例のように､ETでは従来の熱力学で採用されるよりも多くの場の量を変

(関)数として､.一般には､採用する｡この意味で､"extended"なのである｡
場の方程式は､次のn個のバランス方程式で与えられるものとする.

FA,A-汀 (3.1)

ここで､FA,Aは∂FA/∂xAを意味し､ここでもやはり和の規約を採用している.ベクトル

FOの成分は､各々の物理量の密度であり､ベクトルFa(a-1,2,3)の成分は流束の対応
する成分である｡FAは､仝体として､4元流束と呼ばれる.上式は､この流束の時空間

での発散は生成ベクトル汀に等しい､ということを表している.

求めるべき場uに対する場の方程式を得るためには､流束FAぉよび生成汀と場uとの

間の関係を与えねばならない｡これは､物質固有の熱力学的な性質を表現する構成式であ

る｡ETにおいては､次の形の構成式を仮定する｡

FA-ilA(u), (3･2)

打-弁(u). (3･3)

ここで､ある時刻 ･ある位置での流束FAと生成汀は､同じ時刻と位置でのuのみに依存

するとした｡このような構成式を要請したことは､注目すべき点である｡この要請により､

後で見るように､理論の数学的な構造が物理的に満足のいくものとなる｡逆に､この要請

を踏まえると､現象を記述するためには変数の数を幾つにしなければならないのかが規定

されてくる｡

構成関数fA(u)と命(u)が陽に分かっているならば､(311)式より､FAと打を消去し､
場uに対して閉じた方程式を得る｡この方程式の解を､一般に､"熱力学的な過程"と呼ぶ

ことにする｡このようにして､構成式があらかじめ分かってさえいれば､ある与えられた

初期条件と境界条件の下での熱力学的な過程を解析することができ､我々の問題を解くこ

とができるであろう｡

3-1-2.構成理論

実際には､もちろん､構成式の形を陽に知ることは､一般に､困難である｡したがって､

現象論的な一般原理から､構成式のとりうる可能性の範囲を制限することが､熱力学の重
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要な仕事となる｡実際には､構成式中のスカラー係数を測定可能量と関連づけることにな

る｡熱力学理論における､このような部分を､以後簡略に､"構成理論 "と呼ぶことにす

る｡ETにおける構成理論を説明しよう｡

構成理論において採用される現象論的な原理は､経験的 ･実験的に妥当と認められた物

理的な原理である｡それらのうち最も重要なものは以下のものである0

(1) エントロピー原理

全ての熱力学的な過程に対して､エントロピー不等式

hA,A≧0 (3.4)

を満たすべきことを要請する.ここで､hAは4元エントロピー流束であり､次の形で与え

られる構成量であるとする｡

hA-hA(u). (3.5)

注意すべき点は､エントロピー密度hOおよび (3元)ェントロピー流束haは､一般に､非

平衡状態を特徴づける変数にも依存するような構成量であるとしたことである｡このよう

な構成式を設定することの妥当性は､当然､いろいろな角度から検討されるべきであろう｡

非平衡状態におけるエントロピーの概念の妥当性そのものに関わってくる｡ここは､ET

に対する最も反論 ･異論の多いところかもしれない｡ここでは､このような形の構成式は

kinetictheoryからも支持されている､ということのみを述べておこう｡例えば､Gradに

よるBoltzmann方程式を用いたモーメント理論はこの種のエントロピーを導き出す｡30)

ここでは､現象論として､上で述べたような構成式の可能性を深く検討し､その妥当性を

実験との比較により調べておくことは､十分意味のあることである､という立場から議論

を進める｡

(2) 凸性と因果性

場の方程式は対称で双曲型であるべLという要請をする｡これの意味するところを物理

的に言うと､全ての波の伝播速度が有限であり､熱力学的な安定性が満足されることを要請

したことになる｡数学的には､場の方程式に対するCauchy問題の適切さ (well-posedness)

を保証する｡双曲型であることに加えて､対称性をも要請したことはこの理由による｡

詳細な説明はしないが､一般性を失うことなく､いつでも場uを密度FOとなるように
することが可能である｡この場合､さらに上のエントロピー原理を認めれば､凸性と因果

性の要請は､hO(u)が凸関数であるべLという要請と読み換えることができる.すなわち､

芸 は負定値 (3･6)

(3) 相対性原理

場の方程式およびエントロピー不等式が､ガリレイ不変であることを要請する｡ただし､

相対論的な理論では､ローレンツ不変であるとする｡

以上の原理を出発点において採用したとして､次の問題は､これらの原理を満足してい

ることが顕わにわかるよう､如何にして一貫性を持った定式化を行い､有用な情報をここ

から得るか､ということである｡このことを次に述べよう｡
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3-1-3. エントロピー不等式に関する解析方法

前に述べたように､エントロピー不等式は全ての熱力学的な過程､すなわち､場の方程

式の全ての解に対して成立しなければならない｡このことは､エントロピー不等式を満足

する場の集合に対して､場の方程式がある種の拘束条件を与えているとみなすことができ

る｡このような拘束を消去するために､Lagrange乗数Aを導入する｡すなわち､エントロ
ピー不等式のかわりに､不等式

hA,A-A(FA,A一打)>_0 (3.7)

は､堕星空(微分可能な)場に対して成り立つものである､とする.このようにできること

の証明は省略する｡Lagrange乗数Aは､一般に場の量uの関数である｡不等式 (3.7)を
次のように変形する｡

(憲 一A誓)u,A+A汀≧0･ (3･8)

この不等式が､任意の(微分可能な)場uに対して成り立たねばならない.特に､任意の時

刻で､全てのu,Aに対して成り立つ必要がある.よって､u,Aに掛かる因子はゼロでなけ
ればならない｡したがって､

ahA

au-A誓

および

A汀≧0

を得る｡(3.9)式で表される条件は､次のように簡潔に表すことができる｡

dhA=AdFA.

この式は､Lagrange乗数Aが変数uの選択に依存しないことを明瞭に示している｡

特に､FO=uとなるようにとると､(3.ll)式より､次式を得る.

∂九0
- =A.
au

uに関して微分すると
∂〟) ∂A

auau-au

(3.9)

(3.10)

(3.ll)

(3･12)

(3.13)

凸性の要請により､hOはuに関して凸な関数である.よって上式より､∂A/∂uは対称で､
負定借である.このことより､uからA-の写像は大局的に反転可能であることがわかるO

したがって､構成式をAの関数として次のように表現できる｡

FA-FA(A), 汀 - 元(A), hA-hA(A). (3.14)

ここで､Legendre変換により､次のような4元"ベクトルポテンシャル"伊 を導入する｡

h'A-AFA-hA. (3.15)

- 637 -



研究会報告

これにより､(3.ll)式は

dh'A=dAFA

となり､したがって次式を得る｡

FA-aahiA, hA--uA･A慧 ･

(3.16)

(3･17)

この式により､構成量FAとhAは1つの4元ベクトルh'Aから導出されることがわかる.

この意味で､〃Aをベクトルポテンシャルと呼ぶのである｡

残された不等式は

∑-A舟(A)≧0 (3.18)

となる｡これはエントロピー生成∑が非負であることを保証する｡

結局､以上の結果をまとめると､条件 (3.17)と (3.18)が､エントロピー原理の表現と

なる｡なお､h'Aに対する可積分条件 (3.17)の第 1式が示しているように､4つのnXn

行列∂FA/∂Aは対称であることも大事な結果である.
このように､エントロピー不等式から要請される内容の数学的な表現を得ることができ

た｡この表現から読み取れる物理的な帰結の一つは次のようなものである｡得られた可積

分条件 (3.17)の第 1式から相当数の関係式が得られるが､これらの関係式は構成式に強

い制限を与える｡したがって､現象論の範囲内で､構成式のとりうる形は驚くほど絞り込

めるのである｡例えば､前に述べたextendedTIPにおいて導入されたいくつかの係数の

間の関係を求めることができ､それらは互いに独立ではないことが分かる｡絞り込んだ後､

なおも残る現象論的な係数などは､実験から求めたり､統計力学的な微視的理論による解

析から評価したりすればよい｡このようにして､現象論としてのETは､非平衡統計力学

に､焦点を合わすべきポイントを明示し､進むべき方向性を示すことができる｡ここでは､

具体例に則して､以上のことを詳細に説明する余裕はない｡後で少々触れるにとどめる｡

3-1-4. ガリレイ不変性 (ローレンツ不変性)

ETにおける場の変数には速度場も含まれている｡したがって､構成量は､一般に､速度

依存性を持つ｡このような構成量にガリレイ不変性 (ローレンツ不変性)を要請すること

により､構成量がどのように速度に依存しているのかを陽に表現することができる｡した

がって､この依存性を考慮に入れた上で､エントロピー原理あるいは凸性の要請を課すこ

とができる｡具体的な問題を考察するときは､この種の解析が重要となるが､ここではそ

の詳細に立ち入らないことにする｡既に精微な研究がなされているという指摘のみをして

おく｡なお､後で示す例 (4.1節)に､このような解析の一端が示されているので参照され

たい｡

3-2. 対称 ･双曲型方程式系

3-2-1. 場の方程式の特徴

上の議論により､Lagrange乗数Aは理論的に自然な変数であることがわかった｡この変
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誓 A,A-打

F･･1=
ah'A
∂A

数を用いて､場の方程式を書くと

となる｡この式に

を代入すると､結局

芸 A,A-打

のような､顕わに対称で双曲型とわかる場の方程式が得られる｡

ここで､このようにして得られた方程式の特徴をもう一度整理しておこう｡

(1) バランスタイプの場の方程式であること｡

(2) 構成式の局所性 (式 (3.14)参照)を採用していること｡

(3) ェントロピー不等式を満足していること｡

(4)ガリレイ不変性 (ローレンツ不変性)を満足していること｡
(5) 方程式の適切さが保証されていること｡

(6) 伝播速度は有限であること｡(以下を参照)

(3.19)

(3.20)

(3･21)

3-2-2. 特性伝播速度

特性伝播速度についてもう少し詳細に述べておこう｡

次のような波面を考える｡波面を通して､変数A自身は連続であるが､その空間･時間

に関する一階微分は不連続で跳びがあるとする｡このような波はweakwaveと呼ばれる｡

この場合､波面前後での物理量の跳びを旺 刀で表すとすると､次のような関係を満たすこ

とが容易に証明できる｡

旺A,a刀-ua6A, 旺A,o刀ニーV6A (3･22)

ここで､uaは波面の単位法線ベクトルの成分､6Aは跳びの大きさを表す量､Vは波面の

伝播速度である｡この関係と､場の方程式

芸 A,｡十品 A,a- 汀

から,

(言誤 ua-V芸 )6A-0

を得る｡結局､伝播速度Vは次の特性方程式の解として与えられる｡

det(芸 ua-V芸 )-o･

(3.23)

(3.24)

(3.25)

パルスの伝播速度は､伝播速度Vの中で最大のものである｡これは､明らかに､有限の大

きさである｡
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3-3. Kinetictheoryとの関連

ETおよびBoltzmann方程式に基づく気体分子運動論の両方において､同じ独立変数 (逮
度のモーメント)を採用したとする｡このとき､変数の数がいくつであろうとも､両者は

同-の結果を導き出すことが証明できる｡ただし､両理論において､エントロピーの果た

す役割が異なる｡すなわち､ETにおいてはエントロピー原理が要請され､気体分子運動
論においては､エントロピーの分子論的な表現に対して､それの最大化原理が要請される｡

後者の方法について､以下にもう少し詳しく説明しておく｡まず､次のようなバランス

方程式を考えるものとしよう｡このようにしても一般性は失われない0

箸 .語 - fa (α-1,2,･･･,n)･

そして､構成関係を次のように設定する｡

Fi-鷲(uβ), fQ-f̂a(uβ).

(3.26)

(3.27)

このとき､構成関数を制限する方法として､次のような最大エントロピー原理を採用す

る｡まず､拘束が次の形で与えられたものとする｡

uα- m/cafdc (α-1,2,-,n) (3･28)

ここで､mは分子の質量､C｡は分子の速度のモーメントの総称､Jは分布関数である｡こ
のような拘束の下で､エントロピー

ps--kB/lnffdc (3･29)

を最大にするような分布関数f(u｡(C,i),C)を求める｡
このようにして求められた分布関数を使って､構成関数を決定することができる｡その

結果､ETと気体分子運動論の両方の方法で採用したLagrange乗数は一致することを示す
ことができる｡

以上の点を考慮すると､結局､次のようにまとめられると思う｡ETは､気体分子運動論
と比較できる範囲内では､上に述べた意味で気体分子運動論の結果と一致する｡したがっ

て､ETは､これと同一の方法を､気体分子運動論が適用できない領域にまで､現象論的
に拡張したものといえるであろう｡

4.ETの典型的な応用例

4-1. 単原子分子気体の場合

この場合､決定すべき場の量は次のものとする｡
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質量密度 : F≡p
運動量密度 : Fi≡ PVi
運動量流束密度 ‥ Fij

エネルギー流束密度 : (1/2)Fppi

バランス型の場の方程式は以下の通り｡

芸 +設 -0,

% ･3 -0,

% ･% - S(ij,,

(4.1)

警 +普 - sph ･

ただし､全てのテンソルは対称であり､S(ij)は前と同じくトレースレス (つまり､trS(i,･)-0)
を意味する｡

次に､F(ijk),Fppik,S(i,･;,SppiとF,Fi,Fi,･,Fppiの関係を決める構成式を与えるのであるが､

ここではむしろintrinsicな部分(後述)に対しての構成式を与えることにする｡このために､
構成量の速度依存性を､ガリレイ不変性を要請して､明示する｡その結果は以下の通りで

ある｡

F - p,

Fi-PVi,

Fij- Pij+pviV3･,

Fi3･k- Pi3･k+3p(ijVk)+pviV3･Vk)

Fppij- Pppi3･+4p(iJ･pVp)+6p(ipVpVj)+pv2viVj'

S(ij)- S(ij),

(4･2)

S(ppi)- Sppi+28(ip)Vp･
ここで､添字についた括弧 ( )は､テンソルの対称部分をとることを示す｡テンソル量

β…やβ.‥はintrinsicな部分と呼ばれる∴なお､次の関係がある｡

応力 : ti31- -Pij･
圧力 : p- -(1/3)iii- (1/3)pii･

内部エネルギー密度 : pE- (1/2)pii.

熱流束 : qi- (1/2)pppi･
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エントロピー不等式は次のように表すことができる｡

芸.語 -∑≧o

ここで

エントロピー密度 : h.

エントロピー流束 : hi- hvi+¢i.

(4･3)

¢iはエントロピー流束のintrinsicな部分である.よって､エントロピー不等式は次のよう

に書き換えられる｡

p(:)'穏 和 o ･

結局､構成式を次の よ うに設定す ることができる｡

p(ijk)- P(i3･k)(p,Vi,Pi3･,Pppi),

pppik- Pbpik(p,Vi,Pi3･,Pppi),

S(ill)-3(ij)(p,Vi,Pij,Pppi),

sppi- Sppi(p,Vi,Pi3･,Pppi),

h-A(p,vi,Pii,Pppi),

¢i-¢i(p,Vi,PiJ･,Pppi)I

(4.4)

(4･5)

以上のように､決定すべき場の量､場の方程式､エントロピー不等式､構成式を設定し､

既に述べた一般的なスキームに従い構成理論を展開する｡その結果､途中を省略するが､

次のことが分かる｡構成式は､2個の未知の係数を除いて､完全に決定できる｡つまり､現

象論の範囲内で構成式の形は大幅に絞り込めたのである｡この2つの係数は､粘性係数お

よび熱伝導係数の実験データを利用して､評価することができる｡あるいは､統計力学的

なモデルの解析により評価できる｡

このようにして､基礎方程式を確定した後は､適当な境界条件と初期条件の下でこれを

解析することとなる｡この解析は､熱力学の仕事の中で､構成理論とは別の､大事な部分

を構成する｡ETは､これについても多くの興味ある結果を得ている｡次の小節に､その

項目のみを列挙するが､詳細な内容については文献25,26)を参照されたい｡しかし､この部

分については､まだなされるべき多くの仕事が残されており､将来さらに発展させられる

であろう｡

4-2. ETの応用例 25,26)

前に､急激な空間変化あるいは時間変化をする現象を解析できるようにするためにET

が提唱された､と述べた｡このことからも明らかなように､ETは､第2音波などの波動伝
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播､衝撃波構造､光散乱､化学反応などの多様な現象に注意を向けてきた｡そして､従来

の不可逆過程の熱力学では捉えられなかった新たな知見を得てきている｡

ETが､今まで対象としてきた物理系は以下のように分類できる｡

非相対論的 :古典気体

(縮退した)量子気体

相対論的 : 古典気体

量子気体

例えば､photon系､phonon系､あるいは金属電子系など-の､ETに基づく解析が興味あ
るところである｡

5.最近の動向

著者が､現在､興味を持っている以下の3点についてのみ説明する0ETおよびそれに

関連する最近の論文は､文献31にまとめられている｡また､雑誌"ContinuumMechanics

andThermodynamics"にもET関連の論文が多い｡
(1) ェントロピー生成について :

場の方程式を解くためには､境界条件と初期条件を指定せねばならない｡従来､Eでで
取り扱われてきた現象は､境界条件と初期条件が指定できる特殊な (しかし重要な)場合

にほとんど限られていた｡例えば､無限遠で熱平衡状態にある媒質中の波動伝播などの場

合である｡しかし､ETで用いられる多数の変数に関する境界条件あるいは初期条件につ
いては､このような特殊な場合を除き､その詳細を前もって知ることはできない｡これで

は､仮に場の方程式が確定できたとしても､その価値は大幅に減少してしまう｡

一方､非平衡定常状態においては､比較的少ない変数の境界条件だけで現象が規定され

ているように見える｡つまり､残りの変数の境界条件は､何らかの別個の原理の存在によ

り自ずと決まってしまっているように見える｡これが正しいとすると､この原理はどのよ

うなものであろうか｡

以上の観点から､最近､エントロピー生成密度に関するmini-maxprincipleなるものが
提案された｡32)これは､"エントロピー生成の局所的な最大値は､定常状態において､最

小になる"､と主張する｡Prigogineの"大局的な"ェントロピー生成最小の原理に対応す
るものである｡

この原理を採用できるとすると､非平衡定常状態に対して､従来未知であった境界条件

の多くを決めることができるようになる｡これによりETはさらに広い範囲の現象に定量
的にアプローチできるようになり､今後､新たな突破口が開かれるのかもしれないという

期待ができる｡

この原理そのものの､妥当性も含めたより深い検討も更になされるべきであろう｡した

がって､ETによる､定常状態近傍の熱力学的な安定性解析が将来の興味ある課題となる､
と筆者には思える｡

(2) 非平衡状態における温度概念について :
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温度の概念は､局所平衡の仮定を越えた場合､どのような非平衡状態にまで適用可能であ

ろうか｡希薄気体において､原子の平均運動エネルギー (いわゆるkinetictemperature)は

熱力学的温度として妥当ではなくなることが､最近､具体的に調べられた｡例えば､kinetic

temperatureは､1次元定常熱伝導問題において解析した結果によると､境界で跳びを持っ

てしまう｡このような不備を改善するために､非平衡状態において妥当と思われる､新たな

温度の定義が､ETで導入された変数を用いて提案された｡詳細は文献33を参照されたい｡

より一般的には､ETにおいて､示強変数(未定乗数A)の持つ物理的意味を把握するよ

うな研究がもっとなされるべきであろう｡ETにおける未開拓な部分である｡非平衡状態

における温度概念の検討はその一環としての意味を持っていると思う0ETにおけるこの

ような研究は､必ずや微視的理論にも影響を及ぼすであろう｡

(3) 相対論的領域における波動伝播について :

ETは､特に相対論的な領域において､その存在意義を確固たるものとする｡この領域

において､ETの基礎方程式が対称で双曲型であることとエントロピー密度の凸性との関

係が調べられた｡34,35)この場合､エントロピー密度は4元ベクトルの成分にすぎないこと

が問題を難しくする｡基礎式が対称で双曲型であるためには､次の条件を満たす時間的で

未来方向の4元ベクトルEAが少なくとも-つ存在せねばならないO

芸 EAは負定値 (gABu B-1,ら,0)･ (5･1)

gABは計量テンソルである｡詳細を省略して結果だけを述べるとすると､ベクトルEAとし

て､前に出てきたベクトルポテンシャルh'Aに比例する量をとることができる｡なぜ熱力

学的な量であるベクトルポテンシャルh'Aが表に出てくるのであろうかoこの物理的理由

はまだほとんどわかっていない｡多分､ベクトルポテンシャルh'Aに関する何か未知の事

実がここに隠されているのではないか｡興味尽きないところであり､活発に研究が進めら

れている｡

6.おわりに

ETの基本的な考え方を､おもいきって割り切った観点から述べてきた｡理論の構造を

述べることに主眼を置いたため､話が抽象的になり､分かりにくかったかもしれない｡ま

た､構成理論に話の力点が置かれすぎたきらいもある｡もう少し具体例に則して､理論を

説明したほうがよかったのかもしれないが､これについては､またいつかの機会とさせて

いただきたい｡

本概説により､ETとは何かということが､読者におぼろげにでも伝わったとしたら､ま

ずはその使命を果たしたのではないかと思う｡自然の階層構造を踏まえ､そして現象論の

重要さを認識した上で､熱力学理論の更なる発展に取り組まれる方が出現することを願う｡

未解決の重要な問題が山積している｡
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