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概要

閉曲面上のLaplacianに対して，その第一固有値の上限を決定す
る問題は，古典的な問題ではあるものの，高種数の場合はほとんど

結果が知られていない.2005年にJakobson,Levitin, Nadirashvili, 
Nigam, Polterovichによって，向き付けられた種数2の閉曲面上に
おける第一固有値の上限に関する予想が提唱され，今回，その予想

を解決した．本稿ではその内容を紹介したい．

1 問題設定

M を向き付けられた種数7の閉曲面とし， d惑=9ijdがd四を M 上の

Riemann計鼠とする．このとき， M 上の Laplacianが

1 a a 
知=v'[gl戸（／戸） （（炉） = (g叫―1,lgl = det(gij)) 

によって定義される．定数入(d茫）がM 上のLaplacianの固有値であると

は， M 上の恒等的に 0でない関数uで△ds2U十入(ds2)u= 0を満たすもの
が存在するときをいう．このuのことを固有値入(dsりに対する固有関数と
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限の研究」課題番号16K05134)の援助を受けており，また，名古屋大学の納谷信氏との
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いう.Laplacianの固有値を降べきの順で入。(d茫），入1(d茫），ふ(d茫），．．．と

番号付けすると，入。(d惑） =0であり，さらに，

0=入。(d茫）＜入1(d星） Sふ(dsりさ・・・→ OO 

というように，離散的に増加していき正の無限大に発散することが知ら

れている．本稿では，最小の正の固有値ふ(dsりのことを Laplacianの第

一固有値ということにする．

第一固有値に関しては， d茫が計量全体を動いたときに入1(d茫）がどこ

まで大きくなるか？という問題がある．ただし，計量d炉を定数倍すれ

ばふ(dsりはいくらでも大きくできるし，いくらでも小さくできる．した

がって，計量の定数倍に依存しない A(dsり＝ふ(ds2)• Area(dsりの最大

値を問う問類が一つの課題となる．ここで， Area(dsりは計量d茫による

面積である．適切に計量を定数倍して面積を一定値，例えば面積を 1に

固定して，面積が1である計量全体の集合において第一固有値の最大値

を問う問題に解釈し直しても同じ問題となる．このことから，本問題は

第一固有値に関する等周問題といわれている．これに関しては以下の先

行研究が知られている．

定理 1.

(1) (Hersch [Her]) 1 = 0のとき， A(ds2)S枷が成り立つ．なお，等号成
立は球面上の標準計量のとき，かつ，そのときに限る．

(2) (Yang-Yau [YY])種数1のとき， A(ds2)s 81r・ 『13]が成り立つ．こ
こで，［・］は整数部分を表す．

(3) (N adirashvili [N]) , = 1のとき， A(d茫）さ 8召/v'3が成り立つ．なお，
等号成立は一つの内角が1r/3であるひし形による平坦計量のとき，かつ，

そのときに限る．

いずれの結果も， A(d茫）が計量に依存しない定数で上から抑えられて

いる．しかし，こうした現象は 3次元以上では成立しないことが知られ

ている ([U,T, Ml). 

定理 1の(2)は,=Oのときは最良の評価であるが， ,=1のときは最

良の評価ではないことがすぐに導かれる．このことから， (2)の不等式が

最良か？最良でなければ最良の最大値ないし上限は何か？という問題が

考えられる．単純な問題であるが，種数が2以上の場合は未解決問題で

ある．

,=2のとき，定理 1の(2)から A(dsりS1伽が成り立つ．この評価
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に対しては， Jakobson,Levitin, Nadirashvili, Nigam, Polterovichによ

る以下の示唆 [JLNNP]がある．

予想．

Bolza曲面上にはA(ds2)= 161rを満たす分岐計量d茫が存在する．

この予想は極小曲面のMorse指数の理論と深く関連しており， Nayatani

[Nay]の技法を用いて解決される．本稿ではその詳細を紹介する，即ち，

納谷・ 庄田 [NS]の解説となる．

なお，上の予想における分岐計量は通常の計量で近似ができることから，

通常の計量に対する A(dsりの上限は 1伽となる．ただし， A(ds2)= l61r 
を満たす通常の計量ds2の存在は未だ知られていない．

2 極小曲面のMorse指数との関連

Bolza曲面とは，

B = {(z, w) E c2 I研=z(z4 + 1)} U {(oo, oo)} 

で定義される種数2の超楕円型Riemann面のことである・9B:Bぅ(z,w)f---+ 

zEでにより分岐二重被覆が得られ，球面上の標準計量dsぶを引き戻して

得られる分岐計量 ds〗= 9B*dsぶが予想で扱われているものである・9B

は球面の分岐二重被覆であることから Area(ds沿）＝祝となり，これによ

りA(g)= 16nなる予想の主張はふ(d咋） =2を意昧することが導かれる．

これを示すために [JLNNP]で考察されている以下の Bの変形を扱う．

0 < 0 < n/2なる 0に対して

B。={(z, w) E C2 I記=z(z4 + 2cos20・ 召+1)} U {(oo, oo)} 

で定義される種数2の超楕円型Riemann面を B。とする．なお， B1r/4= B 
である.Bと同様に g0:B。う (z,w)→ z E CCなる分岐二重被覆を考え，
球面の標準計量をこれにより引き戻したものを ds~ とする．

主結果 ([NS]).

01~0.65 なる 01 が存在して， 01~0~n/2 ー仇なる 0 に対して

ふ(ds盆） = 2, 即ち， A(d翡） =1伽が成り立つ．
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以下では，この問題と極小曲面のMorse指数の関連を述べる．

M →配を向き付けられた完備な極小曲面とする.OcMを相対コン

パクトな領域とし， ind(O)を

j (lduド+2Kuりda< 0, Vu E V ¥ {O} 
!1 

なる線形空間 Vc 00(0)の最大次元とする．ここで， K とdaはM の

Gauss曲率と面積要素である．さらに，

ind(M) = supind(O) 
!1 

と定義する．なお，上限は相対コンパクトな領域OcM全体でとるもの

とする.ind(M)は有限とは限らないが，以下のFischer-Colbrie[F]によ

る結果が知られている．

ind(M) < oo ⇔ J (-K) da < oo. 
M 

Osserman [ 0]の結果から，全曲率有限で完備な極小曲面M →配は，

コンパクト Riemann面訂から有限個の点{pj}j=lを除いた訂¥{pj}に

共形同値であり，その Gauss写像G:訂¥{pj}(= M)→ 炉は正則写像

百：刃→ 52に拡張される．極小曲面 M → 配の誘導計量d茫による

Laplacian△ ds2に対して，線形空間

Nul(M) = {u E~ 合(M)I (△ ds2 + 2K)u = O} 

の次元のことを極小曲面の退化次数といい， nul(M)で表す．

一般に，コンパクト Riemann面可から球面への正則写像で：訂：→ 52 

による球面上の標準計量の引き戻しを ds合とする.ds合は分岐計量とな

るが， Laplacian△百の固有値問題を考察することができる．重複度も込

めた2未満の△cの固有値の個数のことを正則写像百のMorse指数とい

い， ind(切で表す．また，重複度も込めた△百の 2固有値の個数のこと

を正則写像Gの退化次数といい， nul(G)で表す.Fischer-Colbrieの結果

により，極小曲面のMorse指数ind(M)は拡張された Gauss写像（正則写

像）百による ind(百）に一致する．また，極小曲面の退化次数nul(M)は，

（△ ds2 + 2K)u = 0となり，かつ，各Pjの近傍で有界なM 上の関数uに

よる線形空間の次元に一致することも Fischer-Colbrieによって示されて

いる．配における等長変換である平行移動を意味する定ベクトルaE配
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に対して，極小曲面M →配の単位法線ベクトル場N との内積〈a,N〉

は（△ds2 + 2K)〈a,N〉=0を満たし，各Pjの近傍で有界な M 上の関数を
定める．定ベクトルaは3次元分の自由度があるため， nul(M)2': 3とな

る．これに対して，（△a82 + 2K)u = 0を満たし，定ベクトルから導かれ
るものでない関数uのことを extraeigenfunctionという．一方，配の

回転は等長変換ではあるものの，恒等的に 0になるか，各Pjの近傍で有

界でなくなるような閣数しか誘導しないことから nul(M)に影響しないこ

とが溝かれる．さらに，極小曲面の退化次数は，拡張された Gauss写像

（正則写像）Gによる nul(G)に一致することが示される．以上の議論にお

いて， indや nulという記号が極小曲面の Morse指数（退化次数）と正則

写像の Morse指数（退化次数）の二つの意味をもつことになるが，今の状

況ではこの二つが一致することにより同じ記号を用いている．△cには0

固有値(2未満の固有値）があることから， ind(百） 2': 1が成り立つ．なお，

上述した定ベクトルaによる関数〈a,N〉は，△百の重複度3の2固有値を

導き， extraeigenfunctionはそれ以外の 2固有値を導く．

以上の議論から，△9Bの第一固有値が2であるという主張は， ind(g叫＝
1であることと同値である．主結果はB。において ind(ge)を計算するこ

とにより示される．次節以降ではその詳細を述べる．

3 Extra eigenfunction全体の集合の決定法

正則写像の Morse指数を計算するためには， extraeigenfunction全体

の集合を決定することが一つの道順である.extra eigenfunction全体の集

合の記述法は 1990年代に江尻・ 小谷 [EK],Montiel-Ros [MR]によって

確立されている．以下ではその詳細を述べる．

コンパクト Riemann面訂から 2次元球面炉への正則写像G:刃→s2 
を考える．今， Gと立体射影との合成写像g:冠：→ CCU{oo}の極による

因子を Pとし，正則写像G:訂→空の分岐因子 (ramificationdivisor) 

をBとする：

P = Lmjpj, B =ど叩lj,
j=l J=l 

、フ 、ブ・

'--'--で,
l k 

D=区（巧+l)qj―区2mjpj
J=l J=l 
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とおく．さらに， Kを標準因子として，

仰）~{w E H0(可， K@D) Res約w~0 (j~I, 2, ・ ・ ・, l), 

りパ1―g汽i(l+ 9り， 29)w~o (£EH詞，z))}
とおく．このとき， wE H(G)に対して

p 

fw(P) =溌Jパ1-g汽i(l十炉）， 2g)w
PO 

とおくと，支持関数〈fw(P),G〉によって， H(G)から extraeigenfunction 
全体の集合への同型が得られる．なお，周期条件

ゾ(1-g汽i(l+ g2), 2g)w = o 
C 

は

1w= 1五，［四＝ー1gw (1) 

と同値である．

B。および90:B。→Cにこの手順を適用すると，極因子Pおよび分岐
因子Bは

P = 2(00, oo), B = (0, 0) + (e士i(1r/2士0),0) + (00'00) 

である．これにより

D = 2(0, 0) + 2(e士i(1r/2士0),0)-2(00, oo) 

となる.Riemann-Rochの定理から，

h0(KRD) = h0(-D) +1 -(種数） +deg(KRD)=9 
ヽ
=0 

である．実際，具体的に以下のように H0(KRD)が明記される：

H0(KRD) = {臼，喜， ~dz,~心喜 ~dz, ~dz, ~dz, ~dz} 
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dz/w汽zdz/w叫丑dz/研は留数をもつのでiI(g0)に属さない．また，他
のH0(KRD)を構成する有理型微分が留数をもたないことを示すのは簡

単である．したがって， H0(KRD)の謡底の中で留数をもたないのは

｛已，言，三 ~dz, ~dz, ~dz} 

となり，任意のWEH(g0)は複素数 O'.jを用いて

dz dz z 
W=0'.1可十0'.2戸＋叫戸dz十叫戸心+0'.5戸心+0'.5戸dz

と表される．

(1)のための周期計算の準備として， iI(g0)の基底を第二種微分（留数が

0である有理型微分）で記述する．次の補題は直接計算による帰結である．

補題 2.

1 
d(z°'研） = 2z°'-1wfl-2{(2a + 5{3)w2 -4知os(20)z3-4釦}dz (2) 

＝信wfl-2{(2a + 5厨+2cos(20)(2a + 3/3)召+2a + f3}dz. 
(3) 

またこの補題から以下を得る．

補題 3.

z 5 
-dz 
w3 

z 3 dz z3 
-dz 三—- - cos(20)-dz, 
w3 4 w w3 
丑 lz z4 
-dz 三—-dz -cos(20)-dz, 
w3 4w w3 

dz z 4 z 2 

3 
-= -5-dz -6cos(20)-dz 

3 3 w w w 
4 3 z z 

三―-cos(20)-dz + (-5 + 6 cos2 (20))-dz, 
2 w w3 

dz z3 z 

ヽ
- -2cos(20)-dz --dz 

3 3 w w w 
研＝呼+2cos(20)丑+z

z 6 
-dz 
w3 

l dz z3 
三—―- cos(20)-dz, 
4 w w3 

4 2 z z z 

ヽ
-dz -2cos(20)-dz --dz 

3 3 w w w 
z研＝砂+2cos(20)z4+z2 

3z z 4 
= --dz -cos(20)-dz, 
4w w3 

、

ー

，

ヽ

ー

，

4

5

 

（

（

 

(6) 

(7) 

(8) 
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z2 抄分 dz z3 
-dz= -4cos(20)-dz -4-dz = -cos(20)--4sin2(20)-dz. (9) 
w w3 w3 w w3 

今，完全形式を無視した第二種微分の基底を

｛巳，；山，三dz,Gdz} 

とする.WE  H(g0)を

dz dz z z2 z3 z4 
w=a1 — +a2—+ a3-dz + a4-dz 十叩—dz 十⑯―dz
w w3 w3 w3 w3 w3 

とおくと，

w (4; 予;,)(a,+~a,) 巳＋（―;cos(20)a2 +門）；dz+ (-cos(20)a3 
砂 z4

＋叫一dz+((-5+6co惑(20))a2-cos(20)a4 +叫一dz, (10) w3 w3 
z z z2 分 z4 z5 

zw = a1 -dz+ a2-dz十叩―dz+a4-dz + a5-dz十⑯―dz
w w3 記 w3 w3 w3 

~(忙＋？）已+ (a1 + ?f) ;dz 
(4), (5), (7) 

z3 
） 
z4 

+ (-cos(20)a2 + a4 -cos(20)a6)-dz + (-cos(20)叩＋叩―dz,
w3 w3 

z2 丑砂 z4 砂 z6
z知=0:1五ぬ＋叫戸心+0:3戸わ +a4~心 +a5~心十 a5~dz

~(- cos(20)a1 十~)亨+ (~+ }a5) ;dz 
(5), (7), (8), (9) 

z3 
+ (-4 sin2(20)a1 + a3 -cos(20)叫―dz

w3 
z4 

+ (-cos(20)a2 + a4 -cos(20)叫―dz.
w3 

(11) 

(12) 

B。上のホモロジ一基底を次のようにとる．まず， r.p(z,w) = (-z, iw), 

j(z, w) = (z, -w)なる B。上の正則変換を導入し，

C1 = {(z, w) = (t, 辺(t4+ 2 cos(20)炉+1)) IoさtS oo}, 

ら={(z, w) = (it, e汀/4辺(t4-2 cos(20)炉+l))IOstsoo}
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なる道を考える．このとき，

C1 U [-j(C1)], らu[-j(ら）], cp(C1 U [-j(Cリ]),cp(C2 u [-j(Cサ］）

がホモロジ一基底になる．これらを (1)のtに代入してまとめると，

A= 100辺（が+2c~:(20)炉 +1)'B= 100 辺(t4-2c~:,--,.n _,, 
C = Joo 秒dt

〇 ✓t(ザ+2cos(20)炉+1/'0  
D = Joo 秒dt

✓ ,. ヽ~ ,_A,.n -、3

に対して，連立線形方程式

0:1 

゜0'.5 

゜(x Y z) I: I゚ 

゜0:3 

゜0:5 

゜を得る．ただし，

X=  

Y=  

Z= 

A 

B 

B 

A 

C 

-D 

-D 

C 

-(A cos(20) + 4C sin2 (20)) 
B cos(20) -4D sin2(20) 

1-C cos(20) 
-(¾+ Dcos(20)) 

¾A -C cos(20) 

—籾ー Dcos(20) 
1f + D cos(20) 
-1 + C cos(20) 

~A cos(20) + (5 -6 cos2 (20))C 
騎cos(20)+ (-5 + 6 cos2(20))D 

1-C cos(20) 
¾+ D cos(20) 
籾+Dcos(20) 
¾A -C cos(20) 

C 

D 

1-Ccos(20) 
-¾- D cos(20) 
¾B + Dcos(20) 

-¾A+ C cos(20) 
-C 

D 

C 

D 

-D 

-C 

-1 + C cos(20) 
—¾- Dcos(20) 

(13) 



90

とする．

(x Y z)を行列の基本変形で簡単な型にすると（華本変形の手順は
第8節を参照されたい）， (x'Y'z')を得る．ただし，

X'= 

Y'= 

Z'= 

となる．

A(AD + BC)2 

゜ ゜ ゜゜
-(AD+BC)2 

゜ ゜゜ ゜
AD+BC 

゜゜ ゜ ゜
-2C(AD + BC) I , 

゜゚ ゜ ゜゜ ゜½A(AD+BC戸十 ½A(-AD + BC)2 

(AD+ BC)2 cos(20) +¼AB(-AD + BC) 

以—AD+BC)
(AB+ (AD -BC) cos(20))C 

゜゚

森AC(3AD+ BC)[-B(A2 + 16C2 sin2(20)) + S(AD + BC)(Acos(W) + 4Csin2(20))] 

一轟BD(AD+ 3BC)[A(B2 + 16D2sin2(20)) + S(AD + BC)(Bcos(W) -4Dsin2(20))] 

½A(AD + BC)(-AD + BC) 

AB(AD+BC) 

AD+BC 

゜¼AC(AD + BC)[B(A2 + 16C2 sin2(20)) -S(AD + BC)(Acos(W) + 4Csin2(20))] 

-¼BD(AD + BC)[A(B2 + 16D2 sin2(20)) + S(AD + BC)(B cos(20) -4Dsin2(20))] 

したがって， (13)が自明でない解をもっための必要十分条件は，

A(B2 + 16D2 sin2(20)) + 8(AD + BC)(B cos(20)-4D sin2(20)) = 0 (14) 

または，

B(A2 + 16C2 sin2(20)) -8(AD + BC)(A cos(20) + 4C sin2(20)) = 0 (15) 

である．

注意 4.0→ 1r/2 -0なる変換を行うと

A←→ B, C←→ D, cos(20)←→ -cos(20) 
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となる．したがって， (14)と(15)は互いに入れ替わる. (14)を満たす0

は仇=0.65 ... であり， (15)を満たす0は02= 0.91. .. である．この0の

値は0= 1r/4を中心に対称である．この0iの存在証明は第7節に譲る．

(14)の場合，叩 =a+i/3 (a, f3 E民）とおくと，

AD+3BC dz AD+3BC dz z 
w = - a3-—可—+a3-dz 
4(AD + BC) w 4(AD + BC) w3 w3 

＋ 
AB+ (AD -BC) cos 20 戎 AB+2(AD + BC) cos(20 z3 （））  

花一dz+ a3-dz 
2(AD + BC) 

3AD+BC z4 
＋可―dz
4(AD + BC) w3 

w3 2(AD + BC) 

→ (_ AD+3BC竺_AD+3BC 空 +~dz
4(AD + BC) w 4(AD + BC) w3 炉

w3 

AB+ (AD -BC) cos(20)召 AB+2(AD + BC) cos(20) z3 
-dz+ 

2(AD + BC) 2(AD + BC) 
-dz 

w3 w3 

3AD+BC z4 
+、/. ~ ~~, ―dz 

+i/J(_ AD +1~~)空十 AD+3llC竺こ
4(AD + BC) w 4(AD + BC)研 w3

+ dz 

_AB+ (AD -BC) cos(20)召 AB+2(AD + BC) cos(20) z3 

2(AD+BC) 
-dz+ 
w3 2(AD + BC) 

-dz 
w3 

3AD+BC z4 
-4(AD + BC)記dz)-

,,.. ,,.. 
'--'--で，

AD + 3BC dz AD + 3BC dz z 
W1 := - --— +-dz 

り'"・...rv, w 4(AD + BC) w3 w3 

AB+ (AD -BC) cos(20)召 AB+2(AD + BC) cos(20) z3 
+ -dz+ -
2(AD + BC) w3 2(AD + BC) w3 

dz 

3AD+BC z4 
＋ 
4(AD + BC) w3 

-dz, 

吟：=i (_ AD+3BC生十 AD+3BC竺二dz
4(AD + BC) w 4(AD + BC) w3 w3 

AB+ (AD -BC) cos(20)丑 AB+2(AD + BC) cos(20) z3 
-dz+ -

2(AD + BC) w3 2(AD + BC) w3 
dz 

3AD+BC z4 
-4(AD+BC)歪dz)
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として，

附＝〈~(i。~〗}—~~〗;} (;.~>
匹＝〈況 (f~~i~~〗:),(Iiil; 

とおくと，これがextraeigenfunctionになる．

(15)の場合，叩 =a+箪 (a,{3 E股）とおくと，

3AD+BC dz 3AD+BC dz z 
W = - 0'.3-+巧—+a3-dz 
4(AD + BC) w 4(AD + BC) w3 w3 

＋ 
AB+ (AD -BC) cos(20) z2 -AB+ 2(AD + BC) cos(20) z3 

巧—dz+ 叩―dz
2(AD+BC) 

AD+3BC z4 
巧—dz

4(AD + BC) w3 

w3 2(AD + BC) 

+-dz = a (_ 3AD + BC生十 3AD+BC生 Z 

4(AD + BC) w 4(AD + BC) w3 w3 

w3 

AB+ (AD -BC) cos(20) z2 -AB+ 2(AD + BC) cos(20) z3 
＋ 
2(AD+BC) 

-dz+ 
2(AD+BC) 

-dz 
w3 w3 

AD+3BC z4 
戸dz)

+ i/3 (_ 3AD + BC空_3AD+BC空二dz
4(AD + BC) w 4(AD + BC) w3 w3 

AB+ (AD -BC) cos(20)丑 -AB+2(AD + BC) cos(20) z3 
-dz+ -dz 

2(AD + BC) w3 2(AD + BC) w3 

AD+3BC z4 
+ 4(AD+BC)戸dz)-
.,.. .,.. 
'-'-で,

3AD+BC dz 3AD+BC dz z 
叫：＝ー一 — +-dz 

'1•"·,---,,,, w + 4(AD + BC) w3 w3 

AB+ (AD -BC) cos(20) z2 -AB+ 2(AD + BC) cos(20) z3 
＋ 
2(AD+BC) 

-dz+ 
2(AD+BC) 

-dz 
w3 w3 

AD+3BC z4 
w3dz, 
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叫：=i (_ 3AD+BC竺_3AD+BC空二dz
4(AD + BC) w 4(AD + BC) w3 w3 

AB+ (AD -BC) cos(20)丑 -AB+2(AD + BC) cos(20) z3 
-dz+ 

2(AD + BC) w3 2(AD + BC) 
-dz 
w3 

AD+3BC z4 
+ 4(AD+BC)戸dz)

として，
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4 Extra eigenfunctionの対称性

[JLNNP]における s1,s2, s3なる変換を B。に適用すると，

s1(z, w) = (芝，布）， s2(z, w) = (一芝， i布）， s3(z, w) = (1/芝，布／芝,3)

となる．また，直接計算によって

S1 o S3 = S3 o S1, S2 o S3 = S3 o S2, S2 o S1 = J o S1 o S2 

を得る．以下では，特に， S1,S3, jのextraeigenfunctionへの作用を考

える．

今，基点をPo=(1, y2 + 2cos20)とする．
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補題 6.0 =仇において，

s加=U1, S如=U1, S国＝一U2, S砂＝匹，

J・＊糾＝一糾＋〈Ci,N〉 (i = 1, 2), 

ここで， CiE配 (i= 1, 2)であり， NはXw;の単位法線ベクトル場であ

る．また， 0= 02において，

s国＝切， s如＝一切， S加＝一四， s如＝一四，

j*糾＝一ui+〈ci,N〉 (i= 3, 4), 

ここで， CiE配 (i= 3, 4)であり， NはXw;の単位法線ベクトル場である．

Proof. 叫＝〈Xw;,N〉であり，単位法線ベクトル場は

N=t(四ge; 28'g。i lgei 12 -1 
lg。il2+ 1'lg。tド+i'lg。門+1)

で表されることに注意する．

s~ 凸＝巧， s~ 吟＝一巧， s~ 四＝互， s~ 叫＝一巧，

.s; uー：z:'))~(~ ~1~) (以―:z :',)) 
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s~ 附＝附， s~ 四＝一四， S~U3 =切， s~ 四＝一四

を得る．

また，心(z,w) = (1/z, w/砂）に対して，

心＊（巳）＝一;dz=―丑(z4+ 2 c:}20)丑+l) dz, 

心*(3) =-~dz= ―丑(w2 -2 c::(20)砂— z)dz, 

'ljJ* (~)dz= -~dz, 心*(~)dz= -~dz, 

心*(~)dz= -~dz, 心 (~)dz= -~dz 
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となる．したがって，

ゅ*w1= 
AD+3BC丑(z4+ 2 cos(20)丑+1) 
4(AD + BC) w3 

dz 

AD+3BC召(w2-2cos(20)z3 -z) z6 
＋ 
4(AD + BC) w3 

dz--dz 
w3 

AB+ (AD -BC) cos(20) z5 
- -dz 
2(AD + BC) w3 

AB+ 2(AD + BC) cos(20) z4 3AD + BC z3 
- -dz- -dz 
2(AD + BC) w3 4(AD + BC) w3 

= -z芦

叫 2= i (AD + 3BC z攣+2cos(20)丑+1) 
4(AD + BC) w3 

dz 

＋ 

AD+3BC召(w2-2cos(20)z3 -z) z6 
dz--
w3 
dz 

4(AD + BC) w3 

AB+ (AD -BC) cos(20) z5 

2(AD+BC) 
-dz 
w3 

AB+ 2(AD + BC) cos(20) z4 3AD + BC z3 
- 2(AD+BC) 歪dz+4(AD + BC)戸dz)
2 = Z W2, 

心＊咄＝
3AD+BC召(z4+ 2 cos(20)召+1) 
4(AD + BC) w3 

dz 

3AD+BC丑(w2-2 cos(20)分— z) z6 

4(AD+BC) 
dz--dz 

w3 w3 

_ AB + (AD -BC) cos(20) z5 

2(AD+BC) 
-dz 
w3 

-AB+ 2(AD + BC) cos(20) z4 AD+ 3BC z3 
- -dz+ -dz 

2(AD + BC) w3 4(AD + BC) w3 

= z2叫，

炉叫：=i 
(3AD+BC z叫+2 cos(20)召+1) 
4(AD + BC) w3 dz 

3AD+BC召(w2-2cos(20)z3 -z) z6 
＋ 
4(AD + BC) w3 

dz--dz 
w3 

AB+ (AD -BC) cos(20) z5 
＋ 
2(AD+BC) 

-dz 
w3 
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-AB+ 2(AD + BC) cos(20) z4 AD+ 3BC z3 
- 2(AD+BC) 戸dz-4(AD + BC)戸dz)
= -z2叫

となる．さらに，

心{(口::))~~u 〗~)(三z:'))
0
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ここで，釘＝町；~(Po)t(l _ gい(1+ g固），2g。1)W1である．同様にすれば，
j*糾＝一糾＋〈ci,N〉(2:::;i:::;4)を得る．
以上により補題が示された． ロ

j o S1とjo S3のextraeigenfunctionへの作用を線形の情報のみにする

ため， extraeigenfunctionを次のように取り替える：

釘＝附ー (jo s1)*附ー (jo s3)*u1 + (j o s1)* o (j o s3)*附，
砂＝四+(j o s1)*四一 (jo s3)*四ー (jo s1)* o (j o s3)*四，

巧＝叩ー (jo s1)*u3 + (j o s3)*四ー (jo s1)* o (j o S3)*四，

狐＝四+(j o s1)*四+(j o s3)*四+(j o s1)* o (j o s3)*四・

このとき，補題 6から，以下が成り立つ．

補題 7.

＊ 
S匹1= V1, (j o s1)*釘＝ーVぃ ＊ 

83釘=V1, (j o s3)*釘＝ーV1,
＊ 
S匹2= -v2, (j o s1)*砂＝砂， ＊ 

S3砂＝砂， (j o s3)*四＝一四，
＊ 
S匹3= V3, (j o s1)*v3 = -vふ ＊ 

S3巧＝ーVふ (j o s3)*巧＝麗
＊ 
S匹4= -V4, (j o s1)*v4 = V4, ＊ 

ふ和4= -V4, (j o s3)*v4 = V4. 

5 各 Sjの不動点集合

まず， S1とjo S1の不動点集合は，

釘(z,w) = (z, w) {=⇒ (z, w) = (乏，初）

-¢::::=} z = t E股 andw(tげ=t (t4 + 2 cos(20)t2 + 1) 2:: 0 

=(t2+cos(20)戸+sin2(20)2:0 

仁⇒z = t E恥2:0,
(j o s1)(z, w) = (z, -w)¢=⇒ (z, -w) = (芝，布）
-¢::::=:? z = t E股 andw(t)2 = t (t4 + 2 cos(20)柱+1)さ0

=(t2 +cos(20))2+sin2 (20)2'.0 

⇔ z = t E股三〇

である．
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次に， 83とJO83の不動点集合は， 研／砂=z2 + 1/丑+2 cos(20)から，

田叫， w)= (z, w)⇔ (z, w) =じ言）⇔ lzl = 1 and喜＝
z2 

w(t)2 
⇔ z = eit and = 2(cos(2t) + cos(20)) 2: 0 

e3it 

{=:::} z = eit and t E□ +e,~-e]u ド+0, ~7r -0] , 
1 布

(j o s3)(z, w) = (z, w)⇔ (z, w) = (=, ―芍）
z z 

w(t)2 
⇔ z = eit and = 2(cos(2t) + cos(20))~ 〇

e3it 
7r 7r 

⇔ z = eit and t E [--0 -+ 0 U --- --
冗- 7r 

2'2  ] [ 2 e, 2 + e] 

となる．

下図において，単位円周上の赤線がS3の不動点集合であり，青線がjos3

の不動点集合である．また，実軸上の赤線がS1の不動点集合であり，青

線がJO81の不動点集合である．

(i) 
ei(n/2+0 

6
 
0=仇，的における固有値の挙動

j, S1, S3によって生成される群は位数8のabel群になる．これを B。に

作用させたときの基本領域を Qとすると，図 1のようになる．

Qには標準計量ds82が入っており，これの Laplacianの固有値を考え

る. Vi (1さiS 4)をQ上の関数と見る．補題 7により，防 (1さiさ2)
においては共に実軸の半直線と，単位円周上の青線が零点集合となって

いる．防 (3Si S 4)においては共に実軸の半直線と，単位円周上の赤線

が零点集合となっている.0を0から可4まで動かすと，防 (1S i S 2) 
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゜図1:基本領域Q
に対しては零点集合が単調増加していき，防 (3S i S 4)に対しては零
点集合が単調減少していくことが判る．固有値のMin-Max原理による特

徴付けから，このとき固有値は，防 (1さiさ2)の場合は単調増加し， Vi

(3:S:i:S:4)の場合は単調減少する．したがって，防 (1さiS 2)によって

誘導される重複度2の2固有値は0=仇を境に 2を越える固有値へと増

加し， Vi(3 Si S 4)によって誘導される重複度2の2固有値は0= 02を
境に 2よりも小さい固有値へと減少する．

以上により，次が導かれる：

定理 8.

ind(g,)~{~: ~ こ゜こ0~;,
3, 島<0 < 1r/2. 

(16) 

これにより主結果が証明され， Jakobson,Levitin, Nadirashvili, Nigam, 

Polterovichによる予想に対する肯定的解決を得る．

7 0ぃ約の存在について

的=1r/2ー仇ゆえ， (14)を満たす0が仇のみであることを示せば十分

である.(14)の左辺は， 1r/4さ0< 1r/2のときは負になり， 0→0のとき
は正となる（証明は後述する）．このことから，中間値の定理により， (14)

を満たす0E (0,1r/4)が少なくとも一つある．前節の議論から，この地点

を境に Morse指数が二つ減る．よって，もし (14)を満たす0が二つ以上

あるときは， Morse指数が―1以下になるので矛盾が生じる．したがって，

(14)を満たす0は仇のみとなる．

0→0のときに (14)の左辺が正になるのは容易に示せるので，以下で
は計4~0 < 1r/2のときに (14)の左辺が負になることを示す．
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7.1 完全楕円積分による書き替え

まず，上のA,B, C, Dを完全楕円積分で書き直す.O<k<lに対

して

~ 
K(k)~t /4巧, H(k)~1 ご二可d0

とおき， K(k)を第一種完全楕円積分， E(k)を第二種完全楕円積分とい

ぅ.MathematicaではK(k)およびE(k)をK(kりおよびE(kりとしてい
るので注意を要する．

[BF]の222から，

A = ! 1= dt + ! 00 t dt 2 。 ✓t(t4 + 2 cos(20)柱+1) 21 .~. ~ 

ご ;./l1: v'x1 + ,lr,2 !¥ + 2 cos 20~2100~ 

＝冨K(二），

:：00ロニ~K( ご゚C二），
4✓2(1 + sin 0) sin2 0(1 -sin 0) 

x (E (バ三こ）— (1-sin0)K ( 
D = 2 Joo dx 
。辺;4+4丑+2-2cos203 

1 

4✓2(1 + cos 0)~os2 0(1 -cos 0) 

x (E いロニ）— (1-cos0)K ( 
となる．

1~'. 二）），

1~: 二））
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(14)は

cos 20(AB2 cos 20+8ABD+8B初）+sin2 20(AB2-16AD2-32BCD) = 0 

と同値である．よって， 1r/4~ 〇<1r/2にて

AB2 cos 20 + 8ABD + 8B初>0, AB2 -l6AD2 -32BCD < 0 

が同時に満たされれば(14)の左辺は訂4さ0< 1r/2において負の値をと

ることが判る．

後々の議論のために，炉=2sin0/(1 + sin0), l2 = 2cos0/(1 + cos0) 

とおいておく．このとき，

. 0 炉 2(1-kり z2
Slll = 
2-k2' 

1-sin0 = 
2 k2 
, cos0 = 

2-!2' 

2(1-lり
1-cos0 = k甲=16(1-kり(1-だ）

2 -l2' 

が成り立つ．

7.2 AB2cos20 + 8ABD + 8B初 >0の証明

AB2 cos20 + 8ABD + 8B初＞〇は次の補題から従う．

補題 9.1r/4~0<1r/2 に対して， Acos20+SC> 0が成り立つ．

Proof. 

2 
Acos20 +SC= 

✓ 2(1 + sin0) sin2 0(1-sin0) 

x (E (k) + (cos 20 sin 2 0 -l) (1 -sin 0) K (k)) 

である．ここで，

冗―刀

4 
-:'.S0<- {=⇒ 2(V2 -1) :'.S k2 < 1 

2 

であり， Acos20+ 8C > 0は

E(k) + 
4(一炉 +2炉— 10炉+ 16k2 -8) 

(2-k叩
・(1-kりK(k)> 0 
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と同値である．

[BF]の710.02と710.04から，

d E(k) -K(k) d 
E(k) = 

dE(k) 

dk k 
—, ―((1 -kりK(k))= -kK(k) 

dk dk 

が成り立つ．よって，

dk (E(k) + 
d 4(-k8 + 2紗— 10炉+ 16炉— 8)

(2-炉）5・(1  -kりK(k))

E(k) -K(k) _ 8k(炉+4炉+18k4 -24炉+8) 

= k (2-炉）6
・(1 -kりK(k)

＝ 

4(-k8 + 2k6 -10が+16k2 -8) E(k) -K(k) 
+ (2-炉）5 (k  -kK(k)) 

k(k8 -6炉+32k4 -40炉+16) 

(2 -k叩
(K(k) -E(k)) 

4炉（い+4k2 -4) (k4 + 6k2 -6 
＋ 

(2-k研
） 
K(k) 

(~k(炉 +6k4(1 --;~ 炉）：}: + (5k'-1)') (K(k) -E(k)) 

+4炉（炉+4k'.へ-4!'.~:+6炉— 6)K(k))

k 

(2 -k叩
= ((2 -kり(k8-6炒+32k4 -40炉+16)(K(k) -E(k)) 

+4炉（い+4k2 -4)(k4 + 6k2 -6)K(k)) 

を得る．したがって， v'15-3 ::; 炉 <1ではこの値は無条件に正となる．

また， 2(⑫— 1) ::; 炉 <v'15-3では

(2-kり(k8-6炉+32k4 -40炉+16)(K(k) -E(k)) 
+4炉（い+4k2 -4)(い+6k2 -6)K(k) 

> lim (2 -kり(k8-6炒+32k4 -40炉+16)(K(k) -E(k)) 
―炉→2(v'2—1) 

-0.1・K (凸）
> (7424 -5248¥i'. ⑳ (K(v'c図）ー E(凶図））ー 0.1・K(亨）

> 2.2(2.305232 -1.164798) -0.1・2.492635 = 2.25969 > 0 
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となる ([BF]のp.324にある表を参照のこと）．実際， f(叫=(2-x)(が―
6丑+32x2 -40x + 16)とおくと， 2(v'2-1)さx<lにて f(x)は単調増

加となる．また， [BF]の710.05から

d kE(k) 
-(K(k) -E(k)) = > 0 
dk l -k2 

ゆえ， K(k)-E(k)は単調増加である．

以上により， 2(v'2-1) :S k2 < 1にて，

d (4(—炉 +2炉— 10が+ 16k2 -8) 
Jf 
E(k) + 

(2-k叩
・(1-kりK(k))>0 

を得る．このことから， 2(✓う― 1)さ炉 <1において，

E(k) + 
4(一炒 +2炉— 10炉+ 16k2 -8) 

(2-kザ
・(1-kりK(k)

2 E (V2(v二）ー：ー lK (ぷ二）
> E(亨）ー0.3K(喜） = 1.164798 -0.3・2.331409 = 0.465375 > 0 

となる ([BF]のp.324にある表を参照のこと）． ロ

7.3 AB2 -16AD2 -32BCD < 0の証明

AB2 -16AD2 -32BCD < 0を示すには，

AB2 -16AD2 -32BC D 

r(B-轡D)(B噂 D)+ BD (苦A-32G) (1r/4さ0さ51r/16)
= A(B-lOD)(B+肛D)+BD (号A-32C) (5可16S 0 S枷 /8)
A(B -16D)(B + D) + BD(l5A -32C) (3叶8S 0 < n/2) 

ゆえ，

25B-192D < 0 (1r/4さ0'.S57r /16), (17) 

l679A-9600G < 0 (1r /4 :S 0 :S玩 /16), (18) 

B-lOD < 0 (5訂16さ0さ枷/8), (19) 

21A-800 < 0 (5訂16~0~31r/8), (20) 

B-16D < 0 (31r/8さ0<n/2), (21) 

15A-320 < 0 (31r Is ::::; 0 < 1r / 2) (22) 
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を示せばよい．

(17)の証明

2 
25B-192D = 

✓2(1 + cos 0) cos判 (1-cos0) 
x (25cos2 0(1-cos0)K(l) -24(E(l) -(1 -cos0)K(l))), 

25 cos2 0(1 -cos 0)K(l) -24(E(l) -(1 -cos 0)K(l)) 

2 

(2 -l2)3 
= ((49l4 -96l2 + 96)(1 -l2)K(l) -12(2 -lり切(l))

である．このことから，

0.714298::::::: 
2cos枷T

5 
s z2さ 2cos~ 

7r 
~ 0.828427 

1 + cos-1 + COS-7r 
16 

なる範囲で

(49l4 -96l2 + 96)(1 -l2)K(l) -12(2 -l叩E(l)< 0 

を示せばよい．

d 
-((49l4 -96l2 + 96)(1 -lりK(l)-12(2 -l叩E(l))
dl 

E-K  
= (196l3 -192l)(l -lりK(l)+ (49l4 -96だ+96) (l  -lK) 

+ 72l(2 -Z2)2 E(l) -12(2 -l州・
E-K  

l 

= Z(-(257l4 -507l2 + 336)K(l) + (84l4 -311l2 + 336)E(l)) 

となる.o.n:::::; z2:::::; o.83にて， K(l)は正値単調増加， 257l4 -507l2 + 336' 
84l4 -311l2 + 336, E(l)の三つは正値単調減少である．ここで， 0.71S 
z2 s o.83なる定義域を， 0.71さz2s 0.81, 0.81 s z2 s o.83に分けて評
価する.0.71さz2さ0.81にて，

-(257l4 -507l2 + 336)K(l) + (84l4 -311l2 + 336)E(l) 

さー(257・0.812-507・0.81 + 336)K(0戸）

+ (84・0.712 -311・0.71 + 336)E(亭）

：：：：：：：―1.723 < 0 
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であり， 0.81さz2さ0.83にて，

となる．

ゆえ，

-(257l4 -507l2 + 336)K(Z) + (84l4 -311l2 + 336)E(Z) 

三ー(257・0.832-507・0.83 + 336)K(亨）

+ (84・0.812 -311・0.81 + 336)E(亨）

~-47.2487 < 0 

したがって， o.n~z2~o.s3 において，

d 
-((49l4 -96l2 + 96)(1 -lりK(l)-12(2 -lり切(l))< 0 
dl 

(49l4 -96l2 + 96)(1 -lりK(l)-12(2 -lザE(l)

は単調減少関数となる.K(l)が正値単調増加， E(l)が正値単調減少であ

ることに注意して z2= o.714での値で評価すると，

となる．

(49l4 -96だ+96)(1-lりK(l)-12(2 -l州E(l)
さ(49・0.7142-96・0.714 + 96)(1 -0.714)K(喜）

-12(2 -0.714)3 E(Jo.ill) 

,:::::; -0.0337104 < 0 

以上により主張を得る．

(18)の証明．

2 
1679A -9600G = 

✓2(1 + sin 0) sin2 0(1 -sin 0) 

x (1679 sin2 0(1 -sin0)K(k) -1200(E(k) -(1 -sin 

1679sin2 0(1-sin0)K(k) -1200(E(k) -(1-sin0)K(k)) 

2 
= ((2879が―4800炉+4800)(1 -kりK(k)-600(2 -k叩E(k))
(2-k叩

である． なお，
2sin匹

0.828427~4 <炉<1 
1 + sin匹ー

4 
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である．

d 
-((2879k4 -4800k2 + 4800)(1 -kりK(k)-600(2 -k叩E(k))
dk 

= (4・2879k3 -9600k)(l -kりK(k)

+ (2879k4 -4800k2 + 4800) (E~K -kK) 

+ 3600k(2 -k叩E(k)-600(2 -k叩・
E-K  

k 

= k(-(14995k4 -26637炉+16800)K(k) 

+ (4200k4 -15121炉+16800)E(k)) 

となる．ここで， 0.82:S k2 < 1において， 14995x2-26637x + 16800は
軸 X= 26637 /(2・14995)にて最小値， X= 1にて最大値をとる正値関数

であり， 4200炉— 15121x+ 16800は正値単調減少関数である．よって，

-(14995k4 -26637炉+16800)K(k) + (4200k4 -15121k2 + 16800)E(k) 

<: _ (14995. v~~!:S _ 26637. /り!:5+ 16800) K(尋）
+ (4200・0.822 -15121・0.82 + 16800)E(亨）

:;::j -3042.79 < 0 

ゆえ， (2879k4-4800炉+4800)(1-kりK(k)-600(2 -k予E(k)は単調
減少である．炉=0.8284で評価して，

(2879が― 4800k2+ 4800) (1 -kりK(k)-600(2 -kり切(k)

さ(2879・0.82842-4800・0.8284 + 4800)(1 -0.8284)K(三）

-600(2 -0.8284)切(v'c亭）

さ(2879・0.82842-4800・0.8284 + 4800)(1 -0.8284)K(三）

-600(2 -0.8284)切（三）

:;::j -0.371741 < 0 

となる．

以上により，主張を得る．

(19)の証明．

1 
B-lOD = 

2✓ 2(1 + cos 0) cos2 0(1 -cos 0) 
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x (2cos20(1-cos0)K(l) -5(E(l) -(1-cos0)K(l))), 

2cos2 0(1 -cos0)K(l) -5(E(l) -(1 -cos0)K(l)) 

1 

(2 -l叩
= (2(7Z4 -2oz2 + 20) (1 -zりK(l)-5(2 -Z2)3 E(l)) 

である．

d 
-(2(7l4 -2oz2 + 20)(1 -zりK(l)-5(2 -l叩E(l))

di~2(2813 -401)(1 -IりK(I)+ 2(714 -2012 + 20) (E~K -IK) 

+ 30Z(2 -l叩E(l)-5(2 -l叩・
E-K  

l 

= Z(-(75Z4 -192だ+140)K(Z) + (35Z4 -136Z2 + 140)E(Z)) 

となる．
.,.. .,.. 
'-'-で，

0 553537 
2cos転

～ < z2 < 
2cos炉

～ 3 1 + cos -1[ 5 
：：：：：：：： 0.714298 

8 
1 + COS-7r 

16 

である．なお， o.55< z2 < o.715において， 75z4-192z2 + 140, 35z4 -
136l2 + 140は正値単調減少である．

o.55~z2~o. 715 なる定義域を， o.55~z2~o.58, o.58~z2~0.62, 

0.62~z2~o.66, o.66~z2~o.715 に分けて考える. o.55~z2~o.58 

にて，

-(75l4 -192l2 + 140)K(l) + (35l4 -136l2 + 140)E(l) 

~-(75·0.582 -192・0.58 + 140)K(喜）
+ (35・0.552 -136・0.55 + 140)E(喜）

：：：：：：：：ー1.87479< 0 

が成り立つ．次に， o.58~z2~0.62 にて，

-(75l4 -192l2 + 140)K(l) + (35l4 -136l2 + 140)E(l) 

~-(75·0.622 -192・0.62 + 140)K(心）
+ (35・0.582 -136・0.58 + 140)E(v'o.58) 

：：：：：：：：ー0.589051< 0 
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が成り立つ．また， 0.62::; z2 ::; o.66にて，

-(75げ— 192Z2+ 140)K(Z) + (35Z4 -136だ+140)E(Z) 

s -(75・0.662 -192・0.66 + 140)K(亭）
+ (35・0.622 -136・0.62 + 140)E(亨）

～ー1.5945< 0 

が成り立つ．さらに， 0.66さz2さ0.715にて，

-(75Z4 -192Z2 + 140)K(Z) + (35Z4 -136Z2 + 140)E(Z) 

s -(75・0.7152 -192・0.715 + 140)K(凶属）
+ (35・0.662 -136・0.66 + 140)E(亨）

~-0.115848 < 0 

ゆえ， 2(7Z4-2oz2 + 20)(1 -zりK(l)-5(2 -l叩E(l)は単調減少関数であ
る.z2 = o.55で評価すると，

2(7Z4 -2oz2 + 20)(1一 l2)K(l)-5(2 -l叩E(l)

s 2(7・0.552 -20・0.55 + 20)(1 -0.55)K(喜）ー 5(2-0.55)3 E(Jo.55) 
~-1.19735 < 0 

となることから，主張を得る．

(20)の証明．

80/21~3.80952 > 3.8 = 19/5ゆえ， 5計16s 0 < 1r/2に対して，
5A-l9C < 0が成り立つことを示せばよい．

1 
5A-l9C = 

4✓2(1 + sin 0) sin2 0(1 -sin 0) 

x (40sin2 0(1-sin0)K(k) -19(E(k) -(1-sin0)K(k))), 

40sin2 0(1-sin0)K(k) -19(E(k) -(1-sin0)K(k)) 

1 

(2-k叩
= (2(59k4 -76炉+76)(1 -kりK(k)-19(2 -kり切(k))

である．

d 
-(2(59が― 76炉+76)(1-kりK(k)-19(2 -k叩E(k))
dk 

E-K  
= 2(236k3 -152k)(l -kりK(k)+ 2(59が― 76炉+76) (k  -kK) 
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+ 114k(2 -k2)2 E(k) -19(2 -kり3.E-K 
k 

= k(-7(87k4-132炉+76)K(k) + (133k4 -452炉+532)E(k)) 

となる．
.,.. .,.. 
'--'--で，

0.907981 ~ 
2sin炉
～ 
1 + sin炉

:S k2 < 1 

である．なお， 0.9'.SX < 1 において， 87丑— 132x+ 76は正値単調増加，

133x2 -452x + 532は正値単調減少である．よって，

-7(87k4 -132k2 + 76)K(k) + (133k4 -452k2 + 532)E(k) 

:S -7(87・0.92 -132・0.9 + 76)K(亭）

+ (133・0.92 -452・0.9 + 532)E(亭）

~-242.015 < 0 

ゆえ， 2(59炉— 76炉 +76)(1-kりK(k) -19(2 -k叩E(k)は単調減少関
数となる.k2 = 0.907で評価すると，

2(59k4 -76炉+76)(1 -kりK(k)-19(2 -k叩E(k)
さ2(59・0.9072-76・0.907 + 76)(1 -0.907)K(亨）

-19(2 -0.907)切（凶面面）

~-0.247829 < 0 

となることから，主張を得る．

(21)の証明．

B-16D 
2 

✓ 2(1 + cos 0) ;os2 0(1 -cos 0) 
x (-2E (l) + (cos2 0 + 2)(1-cos0)K (l)) 

である．ここで，

7f 汀~

4 
-:s; 0 <—-¢::::::} o < z2 :s; 2 (v2 -1) 

2 

であり， B-16D< 0は

3z4 -sz2 + s 
-E(l)+・(1-lりK(l)< 0 

/() 7? ヽ '.l
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と同値である．

次に， [BF]の710.02と710.04から，

d 3l4 -8l2 + 8 
泣(-E(l)+ (2-l2)3・(1-lりK(l))

K(l) -E(l) 2l(3l4 -4l2 + 8) 
＝＋  
l (2 -l叩

・(1-だ）K(l) 

3l4 -8l2 + 8 E(l) -K(l) 
+ (2 -l2)3 (l ―lK(l)) 

l叩—炉+4) E(l) -K(l) 3『
＝ K(l) 
(2 -l叩 l (2 -l叩

＝ 
臼([2-ザ+D . E(l) -K(l) 3『

l (2 -l2)4 

を得る．したがって，

は単調減少であり，

3[4 -8[2 + 8 
-E(l)+・(l-lりK(l)

(2 -l叩

3z4 -sz2 + s 
-E(l) +・(1  -l2)K(l) 

(2 -[2)3 

K(l) < 0 

＜四(-E(l)+ 3l:~ —:~:)18. (1-だ)K(l)) = -E(O) + K(O) 

冗- 7f 

= --+-= 0 
2 2 

となる．これにより主張を得る．

(22)の証明．

3 
戸 0< i⇔ (2+v'2) (2~-2直）こ炉 <1

である．次に，

15A-32C= 
2((15 sin2 0 + 4)(1 -sin 0)K(k(0)) -4E(k(0))) 

J2(1 + sin 0) sin位(1-sin0) 

となる．これにより，

(15 sin2 0 + 4)(1 -sin 0)K(k(0)) -4E(k(0)) 
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2 
= ((19い— 16炉+ 16)(1一炉）K(k) -2(2 -k叩E(k))< 0 
(2-k叩

を示すことが目標となる．

d 

dk 
-(19が― 16炉+16) = 2k(38炉— 16),

d E(k) l+炉

dk 
-(l-kりK(k)= -

k k 
K(k), 

d 
-(2-k叩＝ー6k(2-k予一

d E(k) -K(k) 
E(k) = 

d k'dk  k 

ゆえ，

d 
ー((19い— 16炉+ 16)(1 -kりK(k)-2(2 -k叩E(k))
dk 

= k(-97炉+117k2 -56)K(k) + k(14が―41炉+56)E(k) 

= k((14k4 -41k2 + 56)(-K(k) + E(k)) + k2(76 -83k2)K(k)) 
く0

を得る．
、:
'-'-で，

(2 +⑫） (2~-2ー叫 ~0.9604... 

である• X=炉とおき， 0.96< X < 1において

14x2 -41x + 56 > 0, 76 -83x < 0 

ゆえ，

d 
ー ((19k4-16炉+16)(1 -kりK(k)-2(2 -k叩E(k))< 0 
dk 

となる．これにより， (19炉— 16炉+ 16)(1 -kりK(k)-2(2 -k叩E(k)
は減少関数になる.k2 = 0.96を代入して，

(19が― 16炉+16)(1 -kりK(k)-2(2 -kり切(k)

= 0.726016・K(0函）ー 2.24973・E(凶面6)

= 0.726016・3.016112 -2.24973・1.050502 = -0.173598 < 0 

である．以上により， 31r/8さ0< 1r/2にて 15A-32C < 0となるゆえ，
主張を得る．
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8 付録

付録では，行列の基本変形を用いて(xY z)から(x'Y'z')を
得る手順を与える．記述の簡易化のため， (xY z)のj行を Rj(1~ 

j~6) で表すことにする．変形後の行列に対しても同じ記号 Rj を用いる．

(i) R4→ R4-Rl. 

(ii) R5→ R5 + Rl x cos 20. 

(iii) R3→ R3-R2. 

(iv) R6------+ R6 -R2 x cos 20. 

(v) R5 ------+ R5 x A+  Rl x 4C sin2 20. 

(vi) R6 —• R6 x B + R2 x 4D sin噂．

(vii) R2―→ R2 + R3 x 1/2. 

(viii) R6------+ R6 + R3 x (-B cos 20 + 2D sin2 20). 

(ix) Rl ------+ Rl + R4 x 1/2. 

(x) R5 ------+ R5 + R4 x (A cos 20 + 2C sin2 20). 

(xi) R2→ R2xA+Rlx(-B). 

(xii) R5 ------+ R5 x C + R4 x (-Aツ8).

(xiii) R6 ------+ R6 x D + R3 x (-B2 /8). 

(xiv) Rl ------+ Rl x (AD+ BC)+ R2 x C. 

(xv) R3------+ R3 x C + R4 x (-D). 

(xvi) R5―→ R5 x (AD+ BC)+ R2 x (A初/4+ 4C3 sin2 20). 

(xvii) R6 ------+ R6 x (AD+ BC) + R2 x (-B2 D / 4 -4D咋in220). 

(xviii) Rl------+ Rl x (AD+ BC)+ R3 x A(-AD + BC)/4. 

(xix) R2 ------+ R2 x (AD+ BC)+ R3 x AB /2. 
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(xx) R4 —• R4 x (AD+ BC)+ R3 x (A -2Ccos20). 

(xxi) R5→ R5 x (AD+ BC)+ R3 x [-A2(A2 D /8+ (AD+ BC)C cos 20+ 
6びDsin2 20) -4ABC3 sin2 20]. 

(xxii) R6→ R6x (AD+ BC)+ R3 x [-B2(-B2C /8+(AD+ BC)D cos 20-
6CD2 sin2 20) + 4ABD3 sin2 20]. 
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