
22

3次元球面内の平坦トーラスの剛性と直径
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3次元単位球面炉内の2次元トーラスは，炉から誘導されるリーマン計量の曲

率が 0であるとき，炉内の平坦トーラスとよばれる．炉内の平坦トーラスの典型

的な例として Cliffordトーラスが知られているが， Cliffordトーラスが剛性を持つか

どうかという基本的な問題は今のところ未解決である．ところで，この問題は炉内

の平坦トーラスの外的直径が円周率冗に等しいであろうという予想（直径予想）と

密接な関係にあり，直径予想が正しければ Cliffordトーラスの剛性問題は肯定的に

解決することが知られている．一方，炉内の任意の平坦トーラスは2次元単位球面

炉上の閉曲線対から構成できることが知られており（表現定理），この定理を用い

ることにより，直径予想はs2上の閉曲線対に関するある種の予想 (2董接触予想）
と同値であることが証明されている．ここでは， Cliffordトーラスの剛性問題を解決

するための有望な方法である上記のアイデアについて解説し， 2重接触予想に関す

る最新の研究結果（榎本一之氏，梅原雅顕氏との共同研究）を紹介したい．

1. 炉内の平坦トーラスの例

3次元単位球面炉内の（はめ込まれた） 2次元トーラス Mを考える．炉の標準

的なリーマン計量から Mに誘導されるリーマン計量の曲率が 0であるとき， Mを

炉内の平坦トーラスとよぶ

例1.1.0 < 0く冗/2をみたす定数0に対して， M0cS3を

M0 = {x E酎：吋+x~= cos 0, ~+叶= sin0} 

と定めると， MOは炉内の平坦トーラスである．これを炉内のCliffordトーラス

という．

例1.2.p: s3→炉をHopf写像とする．炉上の正則閉曲線yに対して，逆像p―l(y)
は炉内の平坦トーラスである．これを yに対応する Hopfトーラスという ([9]). 



23

注1.1.もし yがs2上の円であれば， Hopfトーラスp-l(y)はCliffordトーラス MO

と合同である．ただし， yの長さをLとすると， 0は2冗sin20= Lをみたす．

注1.2.炉上のある種の閉曲線対から炉内の平坦トーラスを構成する方法が知られ

ており，この構成法により，炉内に Hopfトーラスと合同でない平坦トーラスを作

ることができる（注3.2(3)参照）．

2. CLIFFORDトーラスの剛性に関する間題

炉内の平坦トーラスの剛性について考えよう．剛性を持つ平坦トーラスは等長的

変形不可能である．ところで，等長的変形不可能な炉内の平坦トーラスは Clifford

トーラスの被覆に限ることが知られており ([5])' さらに，等長的変形が不可能と

なる被覆の特徴付けも与えられている ([6]). 特に， Cliffordトーラスは等長的変形

不可能であり，炉内の平坦トーラスの剛性については，次の問題が韮本的である．

問題 (Cliffordトーラスの剛性）. M0 c s3をCliffordトーラス， i0:M0→炉を包含
写像とする．このとき，任意の等長はめ込みf:M0→炉に対して， f= Toi。であ
るような炉の等長変換 T:S3→炉が存在するか？

この間題は今のところ未解決であるが， fが「埋め込み」である場合は，肯定的
に解決されている．すなわち，次の定理が成り立つ．

定理2.1([2]). f : M0→炉が等長埋め込みならば， f= Toi。をみたす炉の等長変
換Tが存在する．

証明の概略表現定理（定理3.1)により，炉内の平坦トーラスはすべてs2上の閉

曲線対 (y1,Y2)から構成できる．一方，結び目理論を用いることにより， (y1ヴ2)か

ら構成された平坦トーラスが自己交叉を持たないならば， 'YIとY2の自己交点数は

ともに偶数であることが証明できる（注3.2(2)参照）．その結果，炉内に埋め込ま

れた平坦トーラスは炉の対心変換(T:s3→炉により不変であることが分かる（注
3.2(1)参照）．ただし， <r(x)= -xである．したがって，特に， f(M0)の直径は円周
率冗に等しいよって，定理2.1の主張は次の補題から得られる． ロ

補題2.1([2]). 等長はめ込みf:M0→炉の像f(M0)の直径が円周率バこ等しけれ

ば，炉の等長変換Tが存在しf= Toi。が成り立つ．

この補題により，上記の剛性問題を解決するには，次の予想を解決すればよいこ

とが分かる．

予想（直径予想）.Mを平坦トーラス， f:M→炉を等長はめ込みとすると，像f(M)

の直径はバこ等しい．
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3. 炉内の平坦トーラスの構成法と表現定理

ここでは，直径予想を解決するためのアイデアを述べる準備として，炉内の平坦

トーラスの構成法と表現定理について説明しよう．

lH[を4元数全体の集合とし，酎と lH[を同一視する．

(xiぶ2心3心4)←→ 功＋叫＋叫+X4k. 

このとき， 3次元単位球面炉={x E lH[ : lxl = 1}は4元数の禎によって群になる．ま

た， 2次元単位球面S2= {x E Im]H[: lxl = 1}に対して，写像p:炉→炉を

p(g) = gig―1 = Ad(g)i 

と定めると， p:炉→炉は Hopf写像である．以下，炉の単位接束 us2をS奴 s2

の部分集合とみなす．すなわち， U炉={(x, v) E S2 X S2 : X ..L v}とし，自然な射影

P1: us2→ 炉をPi(x,v) = xと定める．さらに， P2:S3→ us2を

(3.1) p2(g) = (Ad(g)i, Ad(g)j) 

により定めると， P= P1°P2が成り立つ．また，写像P2は2重被覆であり

(3.2) pi(-g) = p2(g) 

をみたす．ここで，周期的正則曲線y:艮→炉を考えよう．曲線夕：艮→ us2を

タ(s)= (y(s), y'(s)/ly'(s)I) 

と定め， C:R→ 炉を 2重被覆P2: S3→ us2による夕のリフトとする.l > O 

をyの基本周期とし， U炉内の閉曲線夕： [O, /]→ U炉が属するホモロジー類を

J(y) E H1(USりとする. H1(USり ~Z2 だから， I(y) は 0 または 1 であり， (3.2) から

,{s + I) = { c(s)・ ・ ・I(y) = O. 
-c(s)・ ・ ・I(y) = 1 

(3.3) 

rrotat10n mdexとよふ．であることが分かる.I(y)をyのZ

注3.1.正則閉曲線yl[O,/]がジェネリック（すべての自己交点が横断的な二咀点）で

ある場合， I(y)= 0 (resp. I(y) = 1)であるための必要十分条件は， yl[O,/]の自己交

点数が奇数 (resp.偶数）となることである．

定義3.1.r = (y1, ア2)がperiodicadmissible pair (p.a.p.)であるとは，各％：良→ s2 
は周期的正則曲線であり，次の条件(a)と(b)が成り立つことである．

(a)任意の SJ,S2 E艮について幻(s1)>伶(s2),

(b) (1 + K;(s)2籾(s)l2= 4, 

ただし K;(s)はy;(s)の測地的曲率である．
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以下， r= (アI,'Yz)をp.a.p.とし， rから炉内の平坦トーラスを構成する方法を
説明しよう．曲線 C;:良→炉をP2による夕i:良→ U炉のリフトとし，炉の群構

造を用いて，写像Fr:配→炉を

(3.4) Fr(s1, む） = C1(0)―1c1(s心 (s2)―1cz(0)

と定める．凡は，はめ込み写像であり，凡により記に誘導されるリーマン計量gr

の曲率は 0である（注3.2(4)参照）．また，凡はリフト¢ の選び方によらない．次

に配の微分同相写像全体を Diff(Rりとし，群G(りを

G(r) = {cp E Diff(Rり： Frocp=Fr} 

と定める．群G(りの元は記の平行移動であることが証明でき， G(りは自然に配

の部分群となる．さらに G(「）は配の latticeであることも分かり，平坦トーラス

Mr=ぽ，gr)/G(r)

が得られる．ここで，町：配→ Mrを自然な射影とすれば， fr。町 =Frをみたす

等長はめ込みfr:Mr→炉が得られる．実は，炉内の平坦トーラスは，すべてこ

のようにして構成できる．すなわち，次の表現定理が成り立つ．

定理3.1([3]). M を平釦トーラス， f:M→炉を等長はめ込みとする．このとき，

p.a.p. r, 被覆写像p:M→M「および炉の等長変換Aが存在しAof=fropが成
り立つ．

注3.2.r = CY1土）をp.a.p.とする．
(1)もしJ(y1)= 1またはJ(yz)= 1ならば， (3.3)と(3.4)により， frの像は炉の

対心変換(T:炉→炉で不変である．

(2)もし fr:Mr→炉が埋め込みならば， M「上の円板の境界を炉内の結びH

とみなし，そのArf不変量を調べることにより， I(y1)= J(yz) = 1であること

が証明できる([4]) . 

(3)介の像がHopfトーラスと合同であるための必要十分条件は， 'YIまたは Y2が

円となることである．よって，炉内に Hopfトーラスと合同でない平坦トー

ラスを作ることができる．

(4) Fr: 配→炉の第一基本形式I,第二基本形式IIは

I= dsf + 2 cos w ds1ds2 + ds~, II= 2 sinw ds1ds2 

をみたす．ただし， w= cot―1(K1 (s1)) + cot―1(-Kz(Sz))である．なお，定義3.1

の条件(a)から， 0< wく刀であることが分かる．

注3.3.任意の p.a.p.r = fr1, Yz)に対して，正数μ およびp.a.p.f = (五元）が存在
し，介の像と介の像は合同であり， min打石(s1)>μ> maXs2 K2(s2)をみたす ([1]) . 
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4. 2咀接触予想

定義4.1.Y;: 尺→ S久(i= 1, 2)を正則曲線とする．次の（イ）と（口）をみたす実数
a;, b; (a; < b;)が存在するとき， YtとY2は第一種 (resp.第二種）の2重接触を持つ

という．

（イ） 1'1(叫＝州叫， r1(b1)=夕2(b2)であり，

（口） U炉内の二つの道州[a1ふ］と州[a2,b2]は両端点を固定したホモトピーで

同値である (resp.同値でない）．

例4.1.第一種の2重接触（左図）と第二種の2爪接触（右図）

補題4.1([7]). r = (yぃn)をp.a.p.とすると，次の(1)と(2)は同値である．

(1)炉の等長変換aE S0(3)が存在し，四lとア2は第二種の2重接触を持つ，

(2) fr: Mr→炉の像の直径は冗である．

証明．まず， (1)⇒(2)を示そう.(1)より，実数a;,b; (a;< b;)が存在し

（イ）町(a1)=力(a2), 高 (b1)= y2(b2)であり，

（口） U炉内の二つの道而引[a1ふ］とが[a2,b2]はホモトピー同値でない．

ところで， a E S0(3)だから， Ad(g)= aをみたす gE炉が存在する．ここで，
C;: 良→ 炉を2重被覆P2:S3→ us2による名のリフトとすると， gc1はP2によ

る巧立のリフトである．このとき，而汀(ai)= y2(a2)より gc1(a1)=土c2(a2)であるが，

必要なら q を—q に変更することにより， gc1(a1) = c2(a2)としてよいことが分かる．

また，石汀(b1)= y2(b2)より gc1(b1)=土c2(b2)であるが，（口）より gci(bi)= -c2(b2) 

である．よって， (3.4)より Fr(a⑫ 2) = -Fr(b1ふ）であり， Frの像の直径は冗であ

る． したがって， (2)が成り立つ．

次に， (2)⇒(1)を示そう.(2)より， 2点(a1,a2),(bi ふ）€ ズが存在し， Fr(a1,a分＝

-Fr(b1人）をみたす．このとき， C;: JR→ 炉の周期性により， a;<b; としてよい．

ここで， g= ci(a2)c1 (a1)―1とおき， a=Ad(g) E S0(3)と定めれば，（イ）と（口）が

成り立つことが分かり， (1)が得られる． ロ

この補題と定理3.1より，直径予想は次の予想と同値であることが分かる．

予想 (2重接触予想）．任意のp.a.p.(Yiヴ2)に対して，炉の等長変換aE S0(3)が存

在し，町lと')'2は第二種の2重接触を持つ．
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この予想が正しいかどうかは現在未解決であるが，次の結果が知られている．

定理A([7]). I'= (Y1, Y2)をp.a.p.とし， K;(s)をy;(s)の測地的曲率とする．もし

(4.1) kい）Kz(Sガ<-1 V(s1,s2) E R2 

が成り立てば， (Y1,Y2)に対する 2重接触予想は正しい．

注4.1.条件(4.1)は「=(Y1ヴ2)に対応する等長はめ込みfr:Mr→炉の平均曲率

が零点を持たないことに対応している．したがって，定理3.1と定理Aにより，平

坦トーラス Mの等長はめ込みf:M→炉の平均曲率が符号を変えない場合，像

f(M)の直径は円周率バこ等しいことが分かる ([7]). 

5. 2重接触予想に関する最新の研究結果

最近，榎本氏および梅原氏との共同研究により， 2重接触予想に関する新しい結

果が得られた（定理B).以下，それを紹介しよう．

（ア1,Y2)をp.a.p.とし， K;をY;の測地的曲率とする.(r1, r2)に対する 2重接触予想

を解決するためには，補題4.1と注3.2(1)より， I(r1)= I(r2) = oとしてよい．ょっ
て，注3.1と注3.3より， Y;が次の条件をみたす場合を考えれば十分である．

(5.1) 
{
YtとY2はジェネリックであり，自己交点数はともに奇数，

正数μ が存在し minsパ1(s1)>μ>max紅約(s2).

以下， (r1,r2)は(5.1)をみたすとする．

定理 B ([1]). もし Ytが negativeshellを含み， Y2が positiveshellを含むならば，

(yげ 2)に対する 2重接触予想は正しい．

定義 5.1.び： [a, b]→ 炉を正則曲線とする. (Tが単純閉曲線であり，接ベクトル

び'(a)とu'(b)が1次独立であるとき cをshellとよび，点N= u(a) = u(b)をcの

nodeとよぶさらに，ぴから定まる二つの領域のうち， nodeにおける内角が冗未

満である領域をcの内部とよぶまた， C の内部がcの進行方刷左側 (resp.右側）

にあるとき， 6 をpositiveshell (resp. negative shell) という．

例5.1.2つのpositiveshell (左）と 2つのnegativeshell (右）

Oo {JO 
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注5.1.自己交点数が 1である正則閉曲線は， positiveshellとnegativeshellの両方

を含む．よって， 'YIと'Y2の自己交点数がともに 1の場合，定理Bの仮定はみたさ

れる．

注5.2.自己交点数が 3である正則閉曲線は， 33,36型でなければ， positiveshellと

negative shellの両方を含む（下図参照）．よって， 'YIとY2の自己交点数がともに 3

以下の場合，次の条件が成り立てば，定理Bの仮定はみたされる．

•'YI は 33,36 型でなく，

• Y2はふ型（下図と逆向き）でなく， 36型（下図と同じ向き）でもない

゜
CX) e)o 000 斑

0、 J、 Z, 22 3、

心咬必 ooooよ
32 3, 3tr lr 

’‘ 3個以下の交点をもつジェネリックな球面閉曲線のリスト（小林・梅原 [8])

6. 定理Bの証明（概略）

最後に，定理Bの証明の概略を述べよう.cを炉上の有向円とし， PECとす
る.Pから最も遠い C上の点をP*とすれば， C¥{P,P'}は二つの部分 (Pの前方と

後方）に分かれる．点Pの前方部分を C+(P),後方部分を C_(P)とかく．

補題6.1([7]). μ を正定数とし， y:[a,b]→炉を測地的曲率が min8K(s)>μ をみた

す正則曲線， C を炉上のµ—円（測地的曲率がµである有向円）とする．もし

• y: [a, b]→ 炉が単射，

• y(a), y(b) E Cであり，これ以外の点y(s)はすべて Cの内部にある

ならば， y(b)E C_(y(a))である．

補題6.2([7]). Lをshellとすると，こ上の点xが存在し， xにおけるこの曲率円はこ

の内部の閉包に含まれる．

定理 B の証明．炉上のµ—円を一つ選び C とする. Ltを'Ytに含まれる negative

shellとし， Lzを'Y2に含まれる positiveshellとする.(5.1)より， min81灼(s1)>μ> 

maX82 K2(s2)だから，補題6.1と補題6.2を用いることにより， LtとLzしよ，はじめから
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下図（左）のような配置になっているとしてよいことが分かる．ただし， QiE C+(P) 

であり Q2E c_(P)である．

Q
 

ここで．炉の等長変換aE S0(3)に対してふ=a(L1)とおき，ふと己が点Pに

おいて接する状態のまま aを単位元 1ES0(3)から連続的に動かす．その際， f1の
nodeが定点Pに近づくように aを動かすことにすると．最終的にふは L2からは

み出てしまうので．途巾で上図（右）の配猶ができる．ただし,Qはふと L2の新

たな接点であり．町lとY2はP,Qにおいて2重接触を持つ．この2重接触が第二

種であることを示そう．閉区間 [a;ふ］を

P = ay1 (a1) = Y2(a2), Q =叩1(b1)= Y2(b2) 

であるように選び• Ct=町1l[a1ふ],C2 =州[a2,b2]とおく．さらに，町1から Ctを

取り除き Qから Pに至る曲線弧6 を作る（下図参照）．

ここで， qとcをつなげてできる正則閉曲線をC;+ CTとすれば， Ct+CTはay1であ

り， C2十ぴは単純閉曲線である．ょって

(6.1) Ct+ぴの自己交点数は奇数であり， C2 + CTの自己交点数は偶数である．

ところで，もしP,Qにおける町lとY2の2菫接触が第一種なら，定義4.1より，仙

線Ctは両端の接ベクトルを固定した状態のまま C2に正則変形できる．したがって，

閉曲線Ct+CTとC2+ CTは正則ホモトピー同値である．これは， (6.1)に反する． ロ
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