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概要

本稿の目的は[1]における，線形空間上の位相構造の束の剛性定
理の証明の背後にアフィン幾何の基本定理があったことを報告し，
さらに類似の剛性に関する疑問に関しては射影幾何の基本定理が適
用できることを紹介することである．詳しくは [3]を参照されたい．

1 導入

本稿では， K,Lはそれぞれハウスドルフな位相体とし， X,Yはそれぞ

れK上， L上の線形空間を表すとする．線形位相とは，位相体上の線形

空間に定まる位相のうち，スカラー倍と加法を連続にする位相の事であ

る．すなわち K上の線形空間x上の位相で

スカラー倍：KxX→X,
加法：XxX→X

が連続となるものを (X上の）線形位相と呼び，線形位相が与えられた

線形空間を位相線形空間と呼ぶ．関数解析に見られるように，艮，Cのよ

うなハウスドルフな位相体K上の線形空間Xが与えられたとき， Xに定

まる線形位相は一意的には定まらず，扱う問題によって適切な位相が異

なることがある． x上の定まる線形位相をすべて集めた吠(X)が興味の
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対象となる．この集合に位相の強弱（包含関係）を与えた半順序集合は

完備束となることが知られている．すなわち，任意の加(X)の部分集合

に対して上限と下限が存在する．とくに，冗(X)は各2元に対応して上

限と下限が定まる 2項演算を備えた束構造と呼ばれる代数系となる．ま

た，線形位相とは限らず， X に定まるすべての位相を集めた集合 ~(X) も

同様に包含関係により，完備束となることが知られている ([5])．このと
き，以下の剛性定理が得られた1 : 

定理 1.1.dimK(X)~ 2とする．束同型 <I>: ~(X) → ~(Y) であって，

<I>(冗（X))＝冗(Y)を満たすとき，位相体の同型心： K→ Lと炉半線形

同型¢:X→YおよびYoE Yがとれて，以下を満たす．

. IXI = CX)のとき， <I>= (¢ + Yo)*となる．

. IXI < CX)のとき， <I>= (¢ + Yo)*または <I>= C O (¢ + Yo)*となる．

ここで， U-半線形同型¢:X→Yとは，スカラー倍を心で捻った線形
同型，すなわち加法を保つ全単射¢で， ¢(a・x)＝心(a)・ cp(x)を満たす

もののことであり，写像f:X → YとX上の位相TE~(X) に対して
f*(T)は

{V Cy  If―1(V) ET} 

で定められる位相である．また， Yが有限集合のときにC:~(Y) • ~(Y) 
はT'E~(Y) に対して

{Y ¥VIVE T'} 

で定められる位相を与える束自己同型である．

系 1.2.定理 1.1と同様の仮定を満たす束同型があれば，位相体K,Lは

同型であり， XとYは同じ次元となる．

系1.2の仮定を弱めて，束同型 <I>:双(X)→冗(Y)の存在のみでは同

様の結論は得られないことが次の例でわかる ([2]).

例 1.3．通常の絶対値による位相を与えた実数体罠をKとし，相対位相を

有理数体Qに与えたものをLとする． X=K汽Y＝びとして，冗(X)
と冗(Y)は束同型となる．

1本結果は講究録 [1]が出版された研究集会「変換群論の新展開」で発表した定理で
あるが，そのときに与えた証明は後に述べる事実 1を知らず，直接証明するものであっ
た．
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この例では [6]にあるようにXにはハウスドルフな線形位相が唯一つ

なのに対し，［2]においてYには非同型なハウスドルフな位相が不可算個

存在することが示されている．そこでさらに，主張の①がXのハウスド

ルフ線形位相全体T化(X)をYのハウスドルフ線形位相全体Tf!(Y)へ写
すことを要請することで，次の結果を得る：

定理 1.4.dimK(X)~ 3であるとする．束同型 <I>:冗(X)→冗(Y)で
あって，小（哨(X))= Tf! (Y)を満たすものが存在するとき， KとLは代

数的に体同型であり， X とYは同じ次元となる．

注意 1.5.定理1.4の結論のK,L間の体同型は同相写像とは限らない．実
際， K を通常の複素数体 C とし， L を p—進数体の代数閉包Q；の完備化

らとすれば， K とLは体同型ではあるが，いかなる体同型でも同相とは

ならない．他方でX=K叫Y=びとしたときの線形位相の束は，それ

ぞれK汽びの線形部分空間全体からなる束と同型であることが知られて

いるから ([2,9])，双(X)と冗(Y)は束同型である．さらに，［6]にある

ようにX,Yのハウスドルフな線形位相は唯一つ，冗(X)，冗(Y)の最大元

のみであるので，あらゆる束同型で移り合う．

2 アフィン，射影幾何の基本定理

このセクションでは，証明の核となるアフィン，射影幾何の基本定理を

紹介する．アフィン，射影幾何は線形空間を用いてモデルが作られるが，

そこから得られる幾何学は，その線形空間特有のものであることを主張

するのがこれらの定理である．まず，線形空間の 2つの部分集合A1,A2

が平行な2直線であるとは， 1-次元線形部分空間lと2点pぃP2がとれて，

A1 = l + P1, A2 = l + P2と表されることと定める．このとき，アフィン
幾何の基本定理は以下のように述べられる．

事実 1（アフィン幾何の基本定理）． dimK(X)2: 2として， Xから Yへの
全単射¢:X→ Yが， Xの平行な 2直線をYの平行な 9直線に写すとす

る．このとき，体同型じ： K→ LとYoE Yがとれて，¢は炉半線形同

型と y。による平行移動の合成により表される．

[8]における主張はK=L,X=Yの場合であるが，証明はそうとは限

らない場合でも同様である．
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次に射影幾何の基本定理を述べる．これは線形空間Xの部分空間全体

やYの部分空間全体をそれぞれa-K(X),O-£(Y)としたとき，包含関係C

による半順序付けを行えば，束となることがわかる．その束構造が元の

線形空間を決定するというものである．

事実 2（射影幾何の基本定理）． dim訊X)2 3として，束同型写像 <I>: 
吹 (X)→四(Y)はある半線形同型¢:X→Yから得られる．すなわち，

各部分空間sexに対して'<I>(S)はSの¢による像¢(S)と一致する．
注意 2.1.証明は [4]によるが，この証明は有限次元の部分空間からなる

叶 (X)四 (Y)の部分束間の同型写像という仮定だけでも同様の結論が成

り立つ．

これらの幾何の基本定理は，全単射の仮定を緩めたり，線形空間以外の

代数でも類似の結果が得られることが知られており，研究が続いている．

3 証明の概要

本節では，定理1.1と定理1.4の幾何の基本定理を用いた証明の概要を

説明する．詳しくは [3]を参照されたい．幾何の基本定理を用いるために

は，位相と部分空間を結びつける必要がある．

定義 3.1.K上の線形空間Xに対して，写像6x：冗（X）→吹(X)と

応：叶(X)→冗(X)をそれぞれ以下で定める．

6x(T) = n U, 
OEUET 

応 (S)= {U I u + s = u E T閉ax(X)},

ここで， Tfax(X)は冗(X)における最大元である．

応 (T)はTにおいて原点と位相的に区別できない点の集合であり，笈x(S)

はS方向に平行移動不変な開集合からなる位相を与えている．

注意 3.2.写像6x四xは（冗(X),C)と（丘(X),C)の間のガロア接続と
なっている．

ここで， 2つの半順序集合（IP''::::予）と (Q,さQ)の間の写像の組(f,g)がガ
ロア接続であるとは， f：『→Qとg:Q→Pは順序を逆転させ，

p'.SJP> g(q)⇔ q'.SQ f(p) 

がpE IP', q E Qに対して成り立つことである．
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［定理1.1の証明の概要］まず，位相構造の束の間の同型写像は全単射

から誘導されるという次の結果が使える．

事実 3(J.Hartmanis[7]). <Ii : I:(X)→I:(Y)を束同型とするとき，全単
射¢:X→Yで次を満たすものが唯一存在する．

• IXI = 1, 2または 00のとき， <Ii= ¢*となる．

• IXI = 3,4,••· < 00のとき， <Ii= ¢*または<Ii=Co¢*となる．

定理の仮定の束同型①に対して全単射¢をとり， <Ii= ¢*となっている

ときを考える．平行移動によって，原点を固定するとしてよい．このと

き， 6y仇(T))が¢(6x(T)）となることがわかり，のK(X)，(JL(Y)は¢に
よって束同型となる．とくにXの1次元部分空間はYの1次元部分空間

へとのによって写される．位相線形空間 (X,T)は平行移動が同相写像で

あることから，原点以外の点xEXは6x(T)+xが位相的に区別できな

い点である．ゆえに，（Y,</>*(T))においては¢(6y(T))+ </>(x)が</>(x)と位

相的に区別できない点となる．よって，¢は平行な直線を平行な直線へと

写すので，アフィン幾何の基本定理が適用できる． <Ii=Co¢＊の場合は，

Co<Ii=</>＊を前の議論に適用することで示される．最後に，心： K→L 
の同相性は， 0ではないx0EXを1つとると， XとYの1次元部分空間

〈Xo〉と〈</>(xo)〉にそれぞれT閉州X)，T『ax(Y)の相対位相を与えたものは
¢によって同相であり，さらに，それぞれx。と </>(xo)の係数をみること

でK,Lと位相線形空間として同型となる．この同一視が心： K → Lに
他ならないので，心は同相となる．

［定理1.4の証明の概要］ 2つの写像F,Gを以下のように合成で定義する．

F:吹（X）冦冗(X)喜冗(Y)竺四(Y),

G:位（Y)区TL(Y)ごTK(X)~吹(X).

FoG(S) c S,GoF(S') c S'が成り立つことと，線形位相Tがハウスド
ルフであることは 6(T)が0次元であることが同値であることを用いる

と， F,Gが有限次元部分空間全体の間の同型写像となることが次元の帰

納法で示される．これより，事実2が適用できて，定理1.4の帰結を得る．
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4 問題

定理1.1や定理1.4は2つの線形空間を比べたものであったが， 1つの

線形空間Xに対して，係数体や次元を求める方法を探りたい．すなわち，

完備束（~, :::;)と部分集合 T であって，（T, こ）が完備束である組 (~,T) が

与えられたとき，ある K上の線形空間X から得られる (~(X) ， TK(X)) と

束同型となる条件や，そのときのKやXを江 Tから求める方法を探る．
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