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Fisher計量を用いたり概十分統計量の定式化とその特徴づけ
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Graduate School of Science and Engineering, Ritsumeikan University 

概要

Ay-J ost-Le-Schwachhofferは，統計モデルが与えられたとき誘導モデルの Fisher計量が元のFisher計

量と一致する場合，そのモデルにおける統計量は十分であると定義した．本研究では，この十分性を定量的

に緩和し， 6概十分統計量という新たな統計量について紹介する．具体的には，パラメータ空間の任意の接ベ

クトルvについて，炉g(v,v)S g'(v,v)が成り立つものを 6概十分と定義する．ただし，gとg'はそれぞ
れ元のモデルと誘導されたモデルの Fisher 計量を表す．さらに，甘利—長岡や Ay-Jost-Le-Schwachhofer

による単調性定理に基づき，こうした統計量の誘導モデルにおける Fisher計量g'は，元のFisher計量g

とLipschitz同値であるため，この統計鼠による情報損失は一様に抑えられることが示される．さらに，こ

のような概十分統計凪を条件付き確率や密度関数のある種の分解によって特徴づける．

1 導入

十分統計量は， 1922年に統計学者Fisher[9]によって導入されて以来，統計学や情報理論における基本的な

概念として広く知られている． Fisherは，パラメータ付けされた確率分布の族に対して，推定に必要な情報を

完全に保持する統計量に注目した［9]. その後， ~eyman がこのような統計量を定式化し，十分統計量と名付

けた [14].さらに，甘利と長岡［1]はFisher計量を用いて，十分統計量の特徴づけを行った．［1]によれば，統

計量によって誘導されるモデルの Fisher計量が元のモデルの Fisher計量と一致することと，その統計量が十

分であることは同値である．その後Ay-Jost-L色Schwachhofer[2, 5]は，多様体が無限次元の場合の統計モデ

ルを厳密に定式化したこの枠組みのもとで密度関数に基づく十分統計量の新たな特徴づけを行い，甘利ー長

岡の結果を一般化した．また， Kullback[11]も関連する成果を得ており， Kullback-Leiblerダイバージェン

スを用いて十分統計景を特徴づけている．

本稿では，誘導されたモデルの Fisher計量が元のモデルの Fisher計量と双Lipschitz同値となるような統

計量を 6概十分統計量として導入した［17]の内容を紹介する．またその主結果として，［5]における結果とパ

ラレルに密度関数の観点から 6概十分統計量を特徴づける．十分統計量は， Rao-Blackwell-Kolmogorovの定

理［7,10, 16]やLehmann-Scheffeの定理［13]によって，統計モデルの推定量を分散を小さくするという意味
で改良するために利用できることから， 6概十分統計量は，十分統計量が存在しないモデルにおいて有用とな

り得る．

まず， Ay-Jost-Le-Schwachhofer[2, 5]によるパラメータ付き測度モデルと Fisher計量を用いた十分統計

量の定義を簡単に述べる．

定義1.1（パラメータ付き測度モデル）．パラメータ付き測度モデルとは，次を満たす三つ組 (M,n,p)のこと

である．

•有限次元または無限次元 Banach 多様体 M,



70

•可測空間Q,

・び級写像p:M→ M(n) ただし， M(D):= {μ: μは 9上有限測度｝．

パラメータ付き測度モデルとは，一言で述べると， Banach多様体の点でパラメトライズされた確率密度関

数の族である．また，上の定義ではBanach多様体という言葉が出てきているが，以降は有限次元の場合で話

を進めるので単なる多様体と思っていただいても構わない．

このパラメータ付き測度モデルの例として，以下のような n回のコイン投げのモデルを紹介する．以下の例

では，コインの表が出る確率 lEMがパラメータである．

例1.2．三つ組 (M,!1,p)として，以下を考える． nENに対して，

• M = (0, 1), 
• n = {O, 1}叫
• p(l) = ea(w) (1 -er-a(w) μo, w E !1 （ただし，μ。は数え上げ測度， a(w)はwに現れる 1の数）．

するとこのとき，このごつ組はパラメータ付き測度モデルである．

次に，統計鼠の定義を紹介する．

定義1.3（統計量）．可測空間 9とO'に対して，可測写像 a:n→ O'を統計量という．

ここで，!1'={O, 1,…,n}とすると(Q'は可測空間），例1.2で与えた写像 aはQからQ’への統計量に

なっている．p'(l)=らp(I;)とすると，次のような別のパラメータ付き測度モデルを誘導する．

例1.4.三つ組 (M,!1',p')として，

• M = (0, 1), 

• n'= {O, 1,…,n}, 
• p'(l) = nC式勺1-<)n-Kμo (VK E Q＇） （ただし，μ。は数え上げ測度）．

この三つ組 (M,!1',p')を，例1.2の (M,!1,p)から，統計量 aによって誘導されたモデルという． 2つの

コイン投げのモデルが登場したが，前者はコインの表がいつ出るかを考慮したものであり，後者はコインの表

がいつ出るかという情報をそぎ落とし，コインの表が何回出たかについてのみ着目したモデルである．

一般に元のモデル (M,!1,p)から統計星 a:n→Q'によって誘導されるモデル (M,!1', p')は多様体 M は

変わらず，統計量によって可測空間が取り替えられ，測度の族はp’＝広pによって定義される．

次に，Jostらが十分統計量を情報幾何学の分野で再定義するのに用いた Fisher計量を紹介するが，それに

は，測度の根， K次可積分性という概念が必要なので，測度の根を説明した後に K次可積分性の定義を紹介

する．

Q上の有限測度の集合 M(Q)を順序関係さを持つ順序集合として考える．ただし， w1,w2 E M(n)に対

して，叫＜心とは叫が心に dominateされているときをいう． r>Oに対して， M（Q)上の帰納極限

Sr(n) := limL1fr(n, μ) 

を考える．ただし， L1/r(Q,μ)とは，固定された rE (0, l]に対して，J。 |¢11/rdμ < ooを満たすQ上可測

関数全体のなす空間である．ここで μ1:::; μ2のとき，包含写像 L1/r(Q，四） → £1/r(n，四）は Banach空間

の等長写像になっている．したがって， sr(n)はBanach空間の構造を持つ．rpE £1/r(n,μ)に対して，写像

Llfr(n, μ)→sr(n)の像を¢正と表し，このようにしてμの r根りは定義される．また， r>Oに対して，

Mr(n) := { rpμr E sr(n) I μ E M(n), ¢ ~ 0} 
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とおく．

定義1.5.k ENに対して，パラメータ付き測度モデル (M,D,p)が K次可積分であるとは，写像

pl/k: M →Ml／叩），（→p(e)l/k

がび級であるときにいう．

本稿では， 2次可積分モデルに焦点を当てる．（M,D,p)が 2次可積分で，p(e)が密度関数pによって

p(e) = p(w; e)μ。という形で表される場合を考える．このとき， M 上のFisher計鼠は以下で定義される．

定義1.6(Fisher計量）．（M,D,p)を 2次可積分パラメータ付き測度モデルとする．また， 9上の有限測度

μoと密度関数pに対して，pがp(e)= p(w; e)μoと書けるとする．このとき M 上の Fisher計量gは M

上の任意の接ベクトル v,wに対して，以下の式で定義される．

g(v,w) = 1仇 logp(・;t））（ぬlogp(・;t))dp(t). 
゜

(1.1) 

2次可積分性の仮定により，この積分は適切に定義される [5].M 上の接ベクトル vに対して，統計呈代の

(2次）情報損失はg(v,v)-g'(v,v)と定義される［l].ただし，g'はんによって誘導されるモデル (M,O’，応p)

のFisher計量である情報損失は， Fisher計鼠に関する単調性定理［1,3, 4, 12]により非負となり，

g'(v，叫：：：：：g(v,v) (1.2) 

が M 上の任意の接ベクトル vに対して成り立つ． Ay-Jost-Le-Schwachhoferによると，統計量 Kが十分で
あるとは，情報損失がすべての点で 0になる場合，すなわち M 上の任意の接ベクトル vに対して(1.2)の等

号が成立することを意味する．

定義1.7（十分統計量）． 2次可積分パラメータ付き測度モデル (M,!1,p)上の統計量代が十分であるとは， M

上の任意の接ベクトル vに対して，
g'(v,v) = g(v,v) 

が成り立つときにいう．

n回のコイン投げを考えたとき，例1.2で定義した aは十分統計鼠である．ノルムを計算するとそれが確か

められる．

[17]の主結果においてはJostらが定義した十分統計量を定量的に一般化した 6概十分統計量を導入し，そ

の特徴づけを得た．まず， 8概十分統計量の定義を紹介する．

2 6概十分統計量とその特徴づけ

定義 2.1(,5概十分統計量）．（M,O,p)を 2次可積分パラメータ付き測度モデル， 9'を可測空間とし， 0<,5 ~ 1 

とする．このとき，統計量K,:0→ O'が (M,O,p)に対して 6概十分であるとは， M 上のすべての接ベクト

ル vに対して次が成り立つことを意味する．

炉g(v,v)<:::: g'(v,v). (2.1) 

ここで，gとg'はそれぞれ (M,O,p)とんによって誘導されるモデル (M,O’，応p)によって定義される M

上の Fisher計量である．
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単調性定理(1.2)よりg'(v,V):::; g(v,v)であるから，

炉g(v,v):::;g'(v,v):::; g(v,v) 

であり，つまりg'はgと双Lipschitz同値である． 6概十分統計量は，十分統計量が存在しない場合に有用で

ある．いくつかの十分統計量のクラス，例えばベイズ十分統計量 [6]や線形十分統計量［15,8]が研究されてい

ることに留意されたい．

6概十分統計鼠の例を以下に示す．

例 2.2（二項分布）． nENに対して，

• M=(0,1), 

• n = {O, l}n（数え上げ測度を備える），
• p(e)({w}) = ea(w)(1-er-a(w) (e EM, w ED),ただし a(w)は W が含む 1の数とする．）

1:::; m:::;nに対して， D'={O, 1秤とし，またん： Q →n'を

k（叫，．．．，凸） ＝ （叫，．．．，W叫

により定める．すると，，，は《亨概十分である ([17]参照）．実際，舟g(v,v) = g'(v, v)が成り立つ．

以下の例は，浅岡正幸氏によって与えられたものである．

例 2.3.パラメータ付き測度モデルとして，以下を考える． M=(0,古）， n= {O, 1}2, p(() = p(•;()µo, ただ

しμoはQ上数え上げ測度．また，密度関数pを以下で与える． 0＜t<½に対して，

，
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これは、 2回目のコイン投げの結果が最初のコイン投げに依存するような 2枚のコインのトスのモデルとみな

すことができる．

一方， D'={O, 1,2}とし，統計量 K: Q→ 9'をi,,((x,y))= X + yと定義する．すると，誘導されたモデ

ルの応μ。に対する密度関数p'は以下になる．

p'(o;e) =p((o,o);e) = ~— e, 

p'(l;e)=拉(p((O,1); e) + p((l, O); e)) = ~' 
e＋ざ

p'(2;e) =p((1,1);e) = ~―ざ．
2 

よって，

1,  5, 4召
g(8汎） = ll8~logp(·;e)ll2 = R + i + R, 

2 2 

g'(8~,8~) = ll8~log1,,*p'(-;e)ll2 =←  ＋ ＋ 
1 (2e + 1)2 4さ
う―e,2瞑＋ 1)'½ —呼

となり，o< ve < 1;2に対して向賊logp(・;e)伯<|炭log応p'(・;e)ll2となる．さらには， 1|鸞゚；：賃閾輩12→ 
合(<→O)がわかる．よって， K は古万概十分統計鼠であり， 8>計万のとき 8概十分統計鼠でない
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一方で，任意の 0< 8 S: 1に対して 6概十分でない統計量については，例3.5を参照されたい．

Ay-Jost-Le-Schwachhofer [5]は，十分統計量がFisher-Neymanの十分統計量と密接に関連していること
を示すために，条件付き確率の観点から十分統計屋を以下のように特徴づけた．

定理 2.4([11],[3],[5, Chapter 5], Fisher-Neymanの特徴づけ [14]).(M,D,p)を 2次可積分パラメータ付き

測度モデルでpが正なるQ上有限測度μ。に対して

p(() = p(w; ()μ。

と表せるものとする．また，，，，： Q→Q1を統計量とし，が(w;()を応μ。に関する応P（()の密度関数とする．

さらに， M を連結と仮定する．このとき以下は同値である：

(i)，，，が (M,D,p)に対して十分である．

(ii)任意の M 上接ベクトル vに対して， 8vlogp= 8旦og，，，・p'.

(iii)写像： →凶覧．［いが定値写像．

(iv)関数 s:D'xM→賊と関数tEL1(D,μo)が存在して以下を満たす．

p(w; () = s(，，，(w);()t(w), μ0-a.e. w En,¥:/(EM. 

条件(iv)は， Fisher-Neyman十分統計量と密接に関連している．統計量，，，がFisher-Neyman十分である

とは， 9 上に有限測度 µo が存在して，あるq(•；() E L1(D',μも）に対して

p(() = q（社）；()μも

が成り立つことを指す．ここで，μも＝へμ。とする．実際，定義から明らかなように，片がFisher-Neyman

十分であることは，条件(iv) に加えて s(•;e) EL刈Q’ぷ＊μo)がすべての eEMに対して成り立つことと同

値である ([5,Theorem 5.3]). 

パラメータ付き測度モデルの利点の一つは，支配測度の存在を必要としないことである ([5,Chapter 3]). 

しかし，定理 2.4においては，支配測度 μoの存在の仮定が本質的であることが知られている． Ay-Jost-Le-

Schwachhoferは，支配測度が存在しないパラメータ付き測度モデル上の統計量の例を示し，それが条件（i)を

満たすが，他の条件(ii),(iii),および(iv)のいずれも満たさないことを示した ([5,Example 5.6]). 

我々の主結果［17]は，定理 2.4にパラレルな 6概十分統計量の次の特徴づけである：

定理 2.5([17]). (M, n, p)を，密度関数pが正になるようなQ上の有限測度μ。に対してp(e)= p(w; e)μ。

の形で書ける 2次可積分パラメータ付き測度モデルとする．また， M をFisher計量を備える c2級有限次元

多様体とする．さらに，統計量 k:Q→[!'および 0< 8::; 1に対して，以下は同値である．

(i) K,が (M,f!,p)に対して 8概十分である．

(ii) M の任意の接ベクトル vに対して，

8v log-;;_覧)e）さ汀下訊logp(・;.;)II 

が成り立っ．ただし， II・IIはびノルムである．

(2.2) 

(iii)写像 M →び（叫o）；い log戒昂句がFisher-Rao距離，また Fisher計量とび計量によって定義

される距離に対して V了＝戸局所Lipschitzである．
(iv)ヨs: QI X M →屈，ヨt:f!xM→四os.t. logt(•;()EL如， µo) ¥:/(EM, 

• p(w; () = s(t,,(w); ()t(w; () μo-a,e. w E fl, V(EM, 
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•写像 M →び(n,μo); e • logt(•; e)がFisher-Rao距離，また Fisher計量とび計量によって定

義される距離に対して《「ご戸局所Lipschitzである．

ただし， Fisher-Rao距離はFisher計量から誘導される距離である．

定理 2.4は k=2以外の場合の K次可積分パラメータ付き測度モデルに対して成り立つ．しかし，定理 2.5

を2以外の Kに拡張できるかどうかはわかっていない．また，{J= 1の場合，条件(iv)は定理 2.4の条件

(iv)と一致しないことにも注意してほしい．

また dimM< ooであり， Fisher計量がび級であると仮定する必要がある．これより，すべての接ベク

トルは測地線に接し，すべての M の点には開近傍であって，その上のすべての点の組は測地線で繋ぐことが

できるものが存在する．証明が示唆するように， M 上のすべての点のペアが測地線で繋がれている場合，局所

Lipschitz条件を Lipschitz条件に置き換えることができる．

定理 2.4の場合と同様に，支配測度 μoの存在の仮定は定理 2.5で不可欠である．［5，例 5.6]の統計量 Kは

十分であるが，任意の{J> 0に対して条件(iv)を満たさないことがわかる．実際，［5,例5.6]のモデルの密度

関数がp(w;e)= s（1,,(w); e)t(w; e)と分解されるとき logtは e=oで局所Lipschitzではない．

3 二項分布の概十分統計量

この章では指数分布族の基本的な例である二項分布の統計モデルに対する概十分統計鼠の例をいくつか

示す．

有限の標本空間を持つ統計モデルの場合，定義により，統計量 K によって誘導されたモデルの Fisher計量

は，標本空間の分割n= Uw'E〇’k―l(w')のみに依存する．したがって，本質的に，このようなモデルには相
違なる統計量は有限個しか存在しない．定理 2.4を使えば，指数分布族のすべての十分統計量を分類するのは

容易である．実際， K が十分であるとき，各 w'€ Q1に対して，すべての要素 WEK―l(wりは，互いにスカ

ラー倍である密度関数p(w；・）を持つ．二項分布の場合， 1の数を数える統計量 a:n→ {O, 1,...,n}が十分
であることはよく知られている．密度関数ぐ(1-er-iと eパ1-er-j(i=Jj)は万．いの倍数ではないため，
統計量 aは，他の任意の十分統計呈が aによって与えられる分割の細分を定義するという意味で，十分統計

量の中で最小である．したがって，このモデルには唯一の最小十分統計鼠［13]が存在する．

次に，概十分統計量の例を紹介する．二項分布のモデル (M,r!,p)を考える．すなわち，支配測度μ。およ

びP(e)(w)= ea(wl(l -er-a(w) (e EM, w E f!)で M = (0,1), n = {O,l}nとして与えられる． ここで，
a(w)はwの要素に含まれる 1の数を表す．この場合，概十分統計量の典型的な例は例 2.2である． m=lの

場合，この統計量は 0,1の値を取るため，最小になる．最小のものに焦点を当てるために， 0,1の値を持つ統

計鼠を考える．これをバイナリー統計鼠と呼ぶ．

命題 3.1.K: {O,l}n→ {O, 1}を二項分布のモデル上の統計量とする（例 2.2).J(e) =応p(E;)({O})とする．

Kが全射であり，復J(e)が [O,1]上で零点を持たないときかつそのときに限り，んは何らかの o>Oに対して

8概十分になる．

命題 3.1を証明するために，まずJ(e)に関して Fisher計量を次のように計算する．

補題 3.2.1,,が全射である場合， Kによって誘導されるモデルの Fisher計量g'は次のように与えられる．

8gf(e)2 
g'(8g, 0c) = f(e)(1 -f(e)). 

証明仮定により， C。=応μo({O}),C1 =応μo({1})が正である．f（e)=応p(e)({O})= Cop'(0；く）によ
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り，p'(O；.;)=併となる．応P(<)はO'上の確率測度であるため，p'(l;~) = l嘔包となり，したがって

g'(o汎）＝殿log心'(.;)112 

＝ （妃og詈）2f（く）＋ （妃0g1 -C：ほ））2（1-f(C))=f（く覧］2(C）) ロ

M 上の次の非負関数を考える．
殿）＝g＇ (8g,8g)

g(8€, 8€). 

概十分統計景の定義により， Kが,5> 0に対して 6概十分となるのは， h(e)が M 上で正の最小値を持つこ

とと同値である．［9]により，g（8c,8c)= C(ln-C)となる．そして，補題3.2により，次の式が得られる．

h(e) = 
e(1 -C)8gf(e)2 

吋(e)(l-f (e)). 
(3.1) 

補題 3.3.lim~• o h(e)=I=〇は， 8d(O)=I=0のときかつそのときのみに成り立つ．

証明p(w;e)はeの多項式なので，J(e)も多項式である． m2::1とし，多項式g(e)を，J(e)= emg(e) + f (O) 

かつ釘g(e)なるものとする．このとき，（3.1)により，次の式が得られる．

h(e) = 
e(1-e)(mem-lg(e) + em8Eg(e))2 

n(emg(e) + f(O))(l -f(O) -emg(e)) 

すべての wEnに対して，密度関数p(w渇）は多項式であるので， eE [O, 1]に対して定義される．
w = (0,0,...,o)のときp(w;0) = 1であり， VwE n -{ (0, 0,..., 0)}のときp(w;O)= 0であるため，

K((0,0,...,0)) =0のときf(O)= 1,それ以外のときf(O)= 0となる．f(O)= 1と仮定する．すると，

殿）＝ー茫―1(1 -e)(mg(e) +e8gg(e))2 
ng(e)(l十茫g(e)) , 

(l -e)(mg(e) +e8gg(e)(e))2 →厨g(O)# 0 (e → 0), 
g(e)(l十茫g(e)) n 

となるので， m = 1の場合に限り limC→oh(e) =/-0となり，f(O)= 1の場合の補題の証明が完了する．

J(O) = 0の場合の証明も同様である． ロ

同様に， limC→1h(e) =/-0となるのは， 8d(l)=/-0となるときかつそのときのみである．定義により，すべ

ての O<e<lに対して， 8d(e)= oとなることから，命題 3.1が得られる．

命題 3.1を2つの例に適用してみる．

例 3.4.n = 2,3の場合の二項分布の概十分統計量 K:{O, l}n→ {0,1}をすべて書き出す．不要な対称性の

議論をしないで済むように， K((l,1,...,1))=0となる Kのみを考える．この場合， KはK((0,0,...,0))= 1 

を満たす必要がある．実際，そうでない場合は K((0,0,...,0))=0となり，f(O)= f(l) = 1となる．すると，

Rolleの定理により， 8gfは [O,1]上のある点で消えることより，命題 3.1から， Kは概十分でない．

n=2の場合，代で K((O,0)) = 1かつ K((l,1)) = 0のとき，J(e)=茫＋ae(l-e)が成り立っ． ここで

a=#K-1(0) n {(o, 1), (1, o)}である．命題 3.1で 8cfを直接計算すると， Kはa=lのときのみ概十分で
あることが分かる．これは甚本的に例 2.2と一致する．

n=3の場合， Kで K((0,0,0))= 1かつ K((l,1, 1)) = 0のとき，J(e)=ざ＋a1呼（1―e)+ a2e(1 -e)2 

が成り立つ．ここで，

釘＝ ＃K―1(0) n {(O, 1, 1), (1, 0, 1), (1, 1, O)}, a2 = #r;,―1(0) n {(O, 0, 1), (0, 1, 0), (1, 0, O)} 
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である．命題 3.1を用いて 8:fを直接計算すると，

(a1, a2) = (0, 1), (0, 2), (1, 1), (1, 2), (1, 3), (2, 1), (2, 2), (2, 3) 

の場合にのみ Kが概十分であることがわかる．（a1,a叫＝ （2, 1)の場合は本質的に n=3およびm=1の例

2.2と同じであることに注意されたい．

二項分布の概十分統計量は， nが大きいほど多くなる． 2つの概十分統計最の合成は概十分なため， n23

の場合，合成 {O,l}n→{0,1}3→{O, 1}によってバイナリーな概十分統計量を構成できる．ここで，
{O,l}n→{O, 1げは例 2.2のm=3のものであり，｛0,1}3→{0,1}は最後の例の 1つである．
これらの議論により，次の例は概十分ではないことを述べておく．

例 3.5.n 2 3, 0 <::: mさn-lとする．炉 9→{O, 1}を次のように定義する．

心）＝｛： ：以~!:: 
ここで， a(w)は W の 1の数を表す． m<:::n-2の場合，f(() = ~'f:=o nCkざ（1-C）n-K = (1 -

()2ど'f:=onC芯（1-り）n-2-Kより， 8d(l)= 0となる． m = n-lの場合，f（く） ＝ 1 -（1 -く）nか
つ 8d(l)= 0となる．したがって，命題 3.1により， K は概十分でない．
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