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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ABSTRACT

　　　　This　　dissertation　　is　relevant　both　to　various　breaking　conditions　for

progresslve　gravlty　waves　and　to　wave　motion　generated　by　　strong　　wind　　in

shallow　water．　First，　there　　is　　an　　analytical　description　of　breaking

phenomena　for　two　types　of　wave　breaking　of　irrotational　motion，　　with　　and

without　　wind　　effects．　Secondly，　there　are　laboratory　experiments　on　wave

breaking　to　study　possible　internal　breaking　conditions．　Finally、　there　　is

an　　analysis　　of　　wave　　motion　　caused　　by　　strong　　wind，　where　large　scale

”carrier’　wind　waves　are　termed　the　”wind－forced　wavesコー．

　　　　As　tO　the　breaking　of　progressive　gravity　waves　without　wind　effects、　a

breakirlg　　model　is　developed　to　discover　what　kind　of　mathematical　equation

could　describe　the　　whole　　wave　　history　　from　　non－breaking　　to　　symmetric

”peaking”@of　wave　crests，　such　as　Stokes’　crested　configuration．　The

breaking　model　is　developed　from　the　usual　basic　equations　for　wave　　motion

with　　use　　of　　the　　reductive　　perturbation　　method　　and　Thom’s　catastrophe

theory．　It　is　shown　that　the　　wave　　profile　　is　　smooth　　but　　as　　the　　wave

apProaches　　the　　maximum　　steepness，　　it　has　a　sharp　curvature　at　the　crest

becoming　angled　rather　than　rounded　at　just　breaking．　Hydraulic　properties、

such　as　the　breaking　inception，　also　comfirm　the　validity　of　the　model．

　　　　If　there　are　wind　effeets、　surface　drift　in　a　vortical　wind－drift　layer

formed　at　an　air－sea　interface，　generated　by　the　exertion　of　the　wind、　can

be　　determined　based　on　intrinsic　equations，　derived　from　the　Navier－Stokes

equations　of　　motion　　with　　boundary　　layer　　apProximations．　The　　breaking

inception　in　the　presence　of　surface　drift　is　formulated　in　reference　to　the

shear　stress　exerting　on　the　wave　surface　and　to　the　Rankine．・Stokes　　break．．．

ing　　condition．　At　　just　　breaking，　the　shear　stress　changes　sign　becOming
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negative　in　the　leeward　side　of　the　wave　crest．　Then，　spilling　regions　　may

be　formed　from’the　water　there　tumbling　forward．

　　　　Premonitory　　phenomena　　in　breaking　waves　are　also　investigated　experi－

mentally　based　on　the　imbalance　in　the　partition　of　wave　energies，　　leading

to　　internal　　breaking　　conditions．　The　potential　energy　of　waves　begins　to

decrease　in　front　of　the　　breaking　　Point，　　causing　　a　　sharp　　increase　　in

kinetic　　energy　　which　becomes　prominent　in　the　partition　of　wave　energies．

They，　finally，　lead　waves　to　an　unstable　state，　where　the　waves　may　break．

　　　　The　governing　equations　for　the　wind－forced　waves　generated　　by　　strong

wind　　are　　derived　　from　　the　Navier－Stokes　equations　of　motion　through　the

perturbation　method　with　shallow　water　assumptions・　They　are　a　　generaliza－

tion　　of　　the　　Korteweg－deVries－Burgers　equaLion　including　all　physical　and

mathematical　terms　to　be　accounted　for，　such　as　nonlinearity　and　dispersion

of　　waves，　　dissipation　　in　　water，　　wind　stresses，　and　friction　at　the　sea

bottom．　The　hydraulic　quantities　are　expressed　　in　　relation　　to　　the　　wind

stresses．　In　the　equilibrium　state　of　the　internal　and　external　forces，　the

wind－forced　waves　could　occur　and　　result　　in　　cnoidal　　wave　　trains．　They

accompany　　wind－induced　　currents　and　could　become　asymmetric　i　f　the　bottom

friction　is　reasonably　great．　The　pressure，　namely，　Burgers‘　　term、　has　　a

significant　　role　　in　generation　of　the　wind－forced　waves　as　does　the　shear

stress．　The　chief　characteristics　of　the　wind－forced　waves　are　verified　　in

comparison　with　experimental　and　field　data．
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　CHAPTER　l

INTRODUCTION

　　　　An　　accurate　　knowledge　of　the　behaviour　of　water　waves，　especially　the

wave　breaking　on　a　beach　as　the　　last　　stage　　of　　wave　　history，　　is　　often

essential　　in　　coastal　　engineering，　such　　as　　for　the　design　of　nearshore

structures　and　for　the　prediction　of　　sand　　movements　　on　　a　　beach．　As　　a

result，　many　　effor　ts　　have　　been　　made　to　clarify　the　breaking　mechanism．

Because　of　this　central　position　of　wave　breaking　in　coastal　phenomena，　　it

seems　　necessary　　to　　try　to　understand　precisely　some　of　the　mechanisms　of

wave　breaking　and　related　phenomena．

　　　　The　threads　to　be　woven　　into　　the　　fabric　　of　　this　　dissertation　　are

primarily　　three．　There　is，　first，　the　breaking　of　irrotational　progressive

waves．　In　mathematical　wave　theory，　this　wave　form　　is　　assumed　　to　　remain

symmetric　　as　the　amplitude　increases，　until　the　wave　of　maximum　height　for

the　given　wave　period　and　water　depth　is　reached．　This　type　of　breaking　　is

thought　　to　be　governed　by　the　relation　between　the　wave　velocity　and　water

particle　velocity　at　the　wave　crest　or　by　the　radius　of　convergence　of　　the

mathematical　　theory．　　It　may　be，　however，　argued　that　this　breaking　condi－

tion　is　actually　due　to　a　small　scale　phenomenon　occuring　　locally．　Second－

ly，　there　　is　　the　breaking　　of　progressive　waves　in　the　presence　of　wind－

induced　surface　drift．　If　additional　energy　　is　　transferred　　to　　a　　sharp－

crested　　wave，　the　　wave　should　break　first　at　the　wave　crest．　The　complex

process　of　the　wind－wave　interaction　can　lead　to　breaking　caused　by　　energy

transfer　　through　　a　　turbulent　boundary　layer　formed　at　and　just　below　the

wave　surface．　Ocean　surface　waves　are　formed　by　the　superposition　　of　　many

wave　　trains　　of　　different　　direction　　and　　frequency．　Short　gravity　waves

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　［1］
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riding　on　large－scale　”carrier”　waves　play　an　ヰmportant　role　in　　production

of　　surface　　drift．　Finally，　there　is　an　investigation　of　large－scale　waves

generated　by　strong　wind．

　　　　The　problem　of　breaking　of　steady　progressive　surface　waves　is　　one　　of

the　oldest　in　the　literature　of　mathematical　fluid　mechanics　and　one　of　the

most　important　　in　　coastal　engineering．　Pioneers　　of　　theoretical　　fluid

mechanics，　Airy1），　　Stokes2）・3），　Rayleigh4），　and　others，　chiefly　considered

the　elementary　properties　of　surface　waves　in　　terms　　of　　a　　perfect　　fluid

theory，　　based　　on　　the　assumptions　that　the　wave　slopes　were　small　or　that

particle　accelerations　were　negligible　compared　with　gravity，　which　led　　to

wave　　motions　that　were　either　sinusoidal　or　cnoidal　in　form．　However，　such

assumptions　are　not　valid　for　waves　of　great　steepness．　By　a　　simple　　argu－

ment，　Stokes2）・3）　　gave　a　local　solution　which　stated　that　the　highest　free

surface　wave　would　break　with　a　sharp－crested　angle　of　　l20°．　About　　fifty

years　later，　Michel15）　expanded　Stokes’method　to　numerically　calculate　the

periodic　wave　profile　of　greatest　height　for　water　of　　infinite　　depth　　and

found　　the　limiting　height　to　be　attained　at　（wave　　height）／（wave　length）　＝

0．142，　while　Nekrasov6）　demonstrated　that　　these　　wave　　profiles　　could　　be

exp，essed　by　an　i・t・g・al・quati・n．　F・ll・wi・g　hi・，　K・as・vskii7）ce・tifi・d

that　Nekrasov’s　integral　equation　included　Stokes’　limiting　wa∀e．　As　proved

by　　Levi－Civita8）　　and　Struick9），　by　reformulating　the　problem　for　waves　on

water　of　finite　depth，　series　expansions　similar　to　Stokes’do　converge　for

suf’ficiently　　small　　amplitudes．　However，　　they　　did　　not　give　the　maximum

radius　of　convergence．

　　　　Since　Stokes’　argument，　several　valuable　solutions　　for　maximum　　waves

have　been　obtained　by　imposing　his　limiting　configuration　with　the　angle　of

l200．　For　instance，　Yamada　10）・11）　and　Yamada　and　Shiotani12）　　calculated　　the

limiti。g　wave　p・・files・f　s・1it・・y　and　pe・i・dic　waves．　Whil・Lenau13）and

Longuet－Higgins14）　introduced　the　method　of　conformal　mapping　to　obtain　the
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wave　　profile　　of　　the　　solitary　wave．　Byatt－Smith15）　also　der　ived　an　exact

integral　equation　for　the　solitary　wave、　However，　as　proposed　　by　　Grant16）

and　Norman17），　by　investigating　the　free　surface　condition18），　　the　index　of

singularity　at　the　wave　crest　is　irrational，　and　　though　Stokes’　limiting

configuration　　can　　be　　attained　　by　waves　of　the　greatest　possible　height，

waves　with　crest　angle　values　smaller　than　Stokes◆can　also　break．

　　　　Recently，　the　computer－aided　continuation　of　Stokes’　expansion　have

been　carried　out　by　Schwartz19），　Longuet－Higgins　and　Fenton20），　Cokelet21），

Williams22），　and　others．　Schwartz　discovered　first　that　Stokes’　expansion

never　　converges　　beyond　a　certain　wave　steepness　smaller　than　the　maximum．

Schwartz’s　calculation　also　indicates　that　most　waves　in　　deep　　water　　will

break　wi．th　sharp－crested　angles　of　nearly　90°　and　that　waves　with　angles　of

about　1200　are　restricted　to　the　almost　highest　waves；　this　means　that　　the

singularity　at　the　wave　crest　plays　a　significant　role　in　wave　breaking，　In

addition，　Longuet－Higgins　and　Fenton　for　the　solitary　wave，　Longuet－Higgins

for　deep　water　waves，　and　Cokelet　and　Wi　l　l　iams　for　waves　on　water　of　finite

depth，　all　discovered　that　many　characteristics　of　gravity　waves，　　such　　as

wave　　velocity，　　energy，　and　momentum，　do　take　on　maximum　values　before　the

wave　of　　greatest　　amplitude　　is　　reached．　Furthermore，　as　　suggested　　by

Longuet－Higgins　　and　　Cokelet23）　　in　the　calculation　of　the　time－dependent，

free　surface　flow，　water　near　the　wave　crest　of　an　irrotational　wave　surges

forward，　so　　the　　breaking　　can　　occur　　at　　a　wave　amplitude　substantially

smaller　than　Stokes’limiting　configuration　and，　furthermore，　the　　energy

density　becomes　locally　high　when　the　wave　enters　the　breaking　region．

　　　　Although　these　computer－aided　numerical　calculations　may　be　regarded　as

exact　solutions　and　that　　they　　show　　that　　both　　asymmetric　　breaking　　and

symmetric　peaking　are　accounted　for　in　the　equations　of　the　exact　potential

theory，　may　one　conclude　that　these　analyses　are　suitable　for　insight　　into

the　　actual　　breaking　　phenomenon？　　In　addition，　one　could　ask　what　kind　of
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mathematical　equation　could　generate　wave　forms　both　for　non－breaking　waves

as　　well　　as　for　the　limiting　configurations？This　is　a　side　of　the　problem

of　wave　breaking　to　which　we　will　address　ourselves　in　Chapter　2．

　　　　With，eg。，d　t・this，　S・lig・・24）and　Whith・㎡5）P・・p・sed　an　i・tegr・－

differential　　equation　　with　　the　　Fourier　　integral　　combining　full　linear

dispersion　with　long　wave　nonlinearity；　the　Fourier　integral　fills　the　role

of　　the　　dispersion　term　and　behaves　like　Dirac’s　δ一function．　This　equation

reduces　to　the　Korteweg－deVries　equation26）　　in　　shallow　　water　　apProxima－

tions．　Seliger　　was　　able　　to　　show　with　this　equation　that　a　sufficiently

asymmetric　hump　would　break　in　a　manner　analogous　to　gas　dynamics．　However，

an　analytically　exact　solution　of　this　model　equation　is　hardly　obtainable．

　　　　The　　variational　　principle　for　irrotational　wave　motion　established　by

Luke27）　　shows　that　the　Lagrangian　is　the　integral　of　the　dynamical　boundary

condition　　at　　the　　free　　surface，　This　　principle，　therefore，　assures　the

existence　of　the　Hamiltonian　as　a　conservative　　quantity　　of　　wave　　motion，

∨hich　　may　　be　capable　of　expressing　the　wave　profiles　of　both　non－breaking

waves　and　waves　with　sharp－crested　angles．

　　　　While　i　t　is　well　known　that　as　a　wave　approaches　the　breaking　point，　it

steepens　　causing　　the　　velocity　field　to　vary．　The　recent　discoveries　men－

tioned　above　also　indicate　that　near　the　breaking　point　the　energy　　balance

in　　the　　wave　　surely　　has　some　effect　on　the　breaking　phenomenon；　that　is，

there　may　exist　an　internal　breaking　condition　for　progressive　waves　　which

is　dependent　upon　the　individual　characteristics　of　a　wave．　This　is　another

side　of　wave　breaking　investigated　experimentally　in　the　present　work．　The

results　are　presented　in　Chapter　3．

　　　　The　　complex　　energy　　transfer　from　wind　to　waves　can　yet　lead　to　other

type　of　breaking　mechanism．　When　wind　blows　over　a　wavy　surface，　a　vortical

wind－drift　　layer　　may　　be　　generated　at　the　air－sea　interface；　if　the　wind

speed　becomes　great，　the　formation　of　a　spilling　region　ahead　of　　the　　wave
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crest　　occurs　likely　as　”white　caps”　or　”white　horses”．The　effects　of　this

wind－induced　surface　drift　on　wave　breaking　have　been　　considered　　signifi－

cant，　but　the　quantitative　evaluation　has　been　yet　to　be　carried　out．

　　　　Energy　　transfer　　is　　fundamental　　in　　the　　analysis’for　wind－generated

waves．　Most　previous　work　relevant　to　this　investigation　has　in　　fact　　been

direetly　　concerned　　with　questions　how　the　action　of　wind　may　give　rise　to

waves．　　In　　one　　of　　the　　earliest　　attempts　　at　　solving　　　this　　　problem，

Jeffreys28）・29）　　postulated　an　expression　introducing　the　sheltering　　coeffi－

cient．　Jeffreys’ @theory　makes　use　of　the　principle　that　an　already　existing

wave　　train　　will　　grow　if　the　wind　supPlies　energy　to　i　t　at　a　rate　greater

than　that　of　viscous　dissipation　in　　water，　　but　　his　　theory　　provides　　no

estimation　　for　the　sheltering　coefficient．　Internal　effects　and　tangential

stress　due　to　the　wind　are　also　neglected，　and　the　　only　　property　　of　　the

normal　　pressure　distribution，　needed　for　his　calculation　of　average　energy

supply，　is　the　Fourier　component　in　phase　with　the　　wave　　slope．　Jeffreys’

theory　　was　for　a　long　time　held　in　doubt　since　experimental　estimations　of

the　sheltering　coefficient　gave　values　much　too　small　to　explain　　the　　wave

growth．　However，　about　thirty　years　later，　Mi　les30）　calculated　the　induced

pressure　component　in　phase　wi　th　the　wave　slope；　even　　when　　there　　is　　no

separation　of　air　flow，　sufficiently　large　values　of　the　sheltering　coeffi－

cient　can　occur　when　there　is　a　critical　point　away　from　the　　wave　　surface

in　　a　　region　　of　　the　　velocity　　profile　where　the　curvature　is　negatively

large．　Miles31），32）・33）　extended　his　theory，　with　　further　　contributions　　by

Benjamin34）β5）　and　Lighthill36），　　and　　others．　In　　a　careful　and　detailed

analysis　by　Benjamin34），　　it　was　found　that　the　surface　pressure　　varies　　in

phase　　with　　the　　wave　　slope　　and　　the　　shear　stress　changes　sign　becoming

negative　on　the　leeward　side；　that　is，　the　stresses　distribute　in　much　　the

same　way　as　if　the　leeward　slopes　of　the　wave　were　sheltered．　For　instance，

the　pressure　distribution　often　has　a　substantial　component　in　　phase　　with
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the　　wave　　slope，　　just　as　if　a　wake　were　formed　behind　each　wave　crest．　Of

course，　actual　separation　effects　of　air　flow　were　　outside　　the　　scope　　of

their　analyses　which　were　applicable　only　to　short・waves．

　　　　These　　developments　　constituted　a　great　advance，　and　i　t　became　evident

that　the　energy　flux　across　the　surface　to　waves　is　　associated　　both　　with

the　　pressure　　in　　phase　　with　　the　wave　slope　and　with　the　shear　stress　in

phase　with　the　wave　elevation37）．　　In　these　analyses，　air　flow　was　　regarded

as　　quasi－laminar，　although　diffusive　effects　of　turbulence　are　more　real－

istic．　Many　investigatorS37）　have，　since，　attempted　to　evaluate　the　effects

of　　turbulence．　The　recent　calculation　by　Gent　and　Taylor38）　shows　that　if

the　wave　surface　can　　be　　presumed　　to　　be　　rough，　variations　　in　　surface

roughness　　with　　respect　　to　　the　　phase　　of　waves　substantially　modify　the

energy　flux　to　the　waves．　Therefore，　short　waves，　such　as　ripples　riding　on

along　wave，　probably　cause　variations　in　surface　stress．

　　　　In　　connection　　with　　the　surface　drift，　Stewart39）　realized　the　impor－

tance　　of　　wind　　effeets　　intuitively，　and　　his　　theory　　was　　revised　　　by

Longuet－Higgins40）．　　They　　assumed　stress　distributions　similar　to　those　of

Miles　and　Benjamin．　The　essence　of　their　　analyses　　is　　that　　the　　greatest

acceleration　　in　　the　　wind－drift　　layer　　occurs　　where　the　shear　stress　is

greatest　and　that　the　minimum　speed　and　maximum　drift　layer　thickness

attain　　π／2　　1ater　　in　phase，　behind　the　shear　stress，　that　is，　the　leeward

side　of　the　wave　crest．　These　results　are，　of　course，　　basically　　identical

to　　those　of　Miles　and　Benjamin．　By　simple　but　stimulative　analyses，　Banner

and　Phillips41）　and　Phillips　and　　Banner42）　　evaluated　　the　　surface　　drift

distribution　　with　respect　to　the　phase　of　waves　more　quantitatively・　based

on　the　vorticity　balance　in　the　wind－drift　layer　　and　　on　　the　　neglect　　of

viscous　　effects．　Banner　　and　　Melville43）　　also　　certified　their　analyses

experimentally．　They　termed　this　small　scale　Vave　breaking　affected　by　wind

the　”incipient　breaking”．The　results　can　be　summarized　as　follows：Surface
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drift　at　the　wave　crest　becomes　prominent，　at　the　same　　time，　　the　　maximum

wave　　height　　without　　breaking　　diminishes　　rapidly　　with　　the　increase　in

surface　drift・　and　when　the　surface　drift　vanishes，　the　point　of　　incipient

breaking　　corresponds　　to　Stokes　’　limiting　form　with　sharp－crested　angle　of

　1200．　As　they　pointed　out　themselves，　however，　because　the　　viscous　　effect

in　　the　　wind－drift　　layer　　is　　neglected，　underestimation　of　surface　drift

should　be　expected；　and，　　furthermore，　　the　　normal　　distribution　　of　　the

surface　　drift　　in　　the　　wind－drift　　layer　　is　　no　longer　evaluated　at　a11．

Therefore，　this　model　for　incipient　breaking　　offers　　no　　information　　with

regard　to　the　wind－stresses，　This　will　be　taken　up　in　Chapter　2．

　　　　At　　this　　point，　one　　may　　wonder　　if　　steady，　wind－generated　waves　of

large－scale　are　indeed　possible？Such　　waves　　sometimes　　occur　in　　shallow

water　　in　　an　　equilibrium　　state　　between　　external　　forces，　such　as　wind－

stresses・　bottom　friction，　and　dissipation　or　damping　in　　water，　　and　　they

would　　　accompany　　　wind－induced　　currents．　Therefore，　　a　　one－dimensional

analysis　of　wave　motion　may　be　useful　for　suitably　taking　into　account　　the

effects　　of　external　forces．　Such　an　analysis　can　be　derived　by　integrating

across　a　water　depth　and　the　resultant　equations　of　motion　should　　involve

the　effects　of　nonlinear　i　ty，　dispersion，　and　external　forces．

　　　　One　　of　　the　recent　remarkable　developments　in　nonlinear　wave　theory　is

the　discovery　of　explicit，　exact　solutions　for　various　canonical　equations，

such　　as　　the　Kor　teweg－deVries44），　Sine－Gordon45），　and　Schrδdinger46）　equa－

tions，　based　on　the　　inverse　　scatter　ing　　method47）．　　The　　Korteweg－deVries

equation　　is，　of　　course，　one　　of　　the　simplest　prototypes，　that　combines

nonlinearity　and　dispersion．　In　　this　　respect，　　it　　is　　analogous　　to　　the

Burgers　　equation48），　　which　　also　combines　nonlinearity　with　diffusion．　It

is・　therefore・natural　for　the　present　research　to　begin　with　the　Korteweg－

deVries－type　equation．

　　　　The　we11－known　representative　equation，　which　combines　the　nonlinearity
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and　bottom　friction　in　an　open　channel　flow，　1eads　to　the　cnoidal　　wave　　or

bore　solutions　on　moderate　channel　slopes　and　　to　roll　waves　on　a　suf’fi＿

ciently　steep　channel　slope．　The　first　discussion　of　　the　effect　of　bottom

friction　　on　　cnoidal　　waves　enter　ing　still　water　may　have　been　by　Sandover

and　Zienkiewicz49）　in　terms　of　Ch6zy’s　law．　That　of　roll　waves　　was　　origi－

nally　　by　Thomas50）　and　Dressler51）　with　an　apPropriate　jump　condition．　The

first　quantitative　discussion　on　the　effects　of　bottom　friction　and　disper－

sion，　on　　the　　other　　hand，　appears　to　have　been　done　by　Byatt－Smith52）　　to

show　that　a　steady　undular　bore　is　　possible，　　In　　addition，　　diffusion　　or

damping　　in　　water　　combined　　with　　both　　nonlinearity　　and　　dispersion　was

discussed　by　Johnson53）　in　the　analysis　of　the　undular　bore；　　that　　is，　he

dealt　　with　　the　Korteweg－deVries－Burgers　equation．　These　previous　analyses

do　not　take　into　account　any　of　the　effects　of　internal　or　external　forces．

It　　is，　　thus，　　clear　　that　further　research　into　the　problem　involving　all

effects　is　required　for　the　oscillatory　wave　motion　generated　by　wind．　This

will　be　developed　in　Chapter　4．

　　　　In　　concluding　this　chapter　the　organization　of　the　present　work　can　be

described　as　fol　lows：

　　　　Chapter　2　investigates　two　kinds　of　breaking　conditions　for　progressive

gravity　　waves．　The　　first　kind　of　wave　beaking　is　for　purely　irrotational

motion．　The　customary　basic　equations　of　motion　are　　transformed　　into　　the

Hamiltonian　　systems　　through　　the　　variational　principle．　Accordingly，　the

Hamiltonian　exists　as　a　conservative　quantity　of　wave　　motion．　A　　breaking

model　　is　　proposed　　by　　transforming　　the　Hamiltonian　into　a　suitable　form

based　on　Thom’s　catastrophe　theory54）．　This　model　equation　　coincides　　with

the　Korteweg－deVries　equation　in　the　lowest　order　of　approximations　and　can

describe　the　periodic（cnoida1）and　solitary　waves．　For　limiting　waves，　　the

wave　　crest　　ceases　　to　be　rounded　and　becomeS　angled，　with　angles　slightly

less　than　that　of　Stokes　and　Grant．　However，　the　　water　　particle　　velocity
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and　the　wave　velocity　are　fairly　close　together　at　just　breaking．

　　　　The　　second　　kind　　is　　wave　　breaking　　in　　the　presence　of　wind－induced

surface　drift．　The　　governing　　equation　　for　　the　　normal　　distribution　　of

surface　　drift　　in　　the　　wind－drift　layer　is　derived　from　the　Navier－Stokes

equations　of　motion　with　the　aid　　of　　boundary　　layer　　apProximations．　The

breaking　inception　is　given　with　reference　to　surface　drift．　Changes　in　the

normal　distribution　of　surface　drift　in　the　wind　drift　layer　　with　　respect

to　　the　　phase　　of　　waves　are　evaluated　in　terms　of　the　underlying　velocity

field　which　is，　in　essence，　irrotational．　The　shear　stress　and　drift　　layer

thickness　　are　　propor　tional　　to　　the　　inverse　　of　　the　　square　root　of　the

Reynolds　number　as　in　the　boundary　　layer　　theory．　The　　shear　　stress　　and

surface　　drift　　change　sign　and　become　negative　further　on　the　leeward　side

of　the　wave　crest，　indicating　a　tendency　toward　a　reversal　of　　the　　surface

drift，　and　　the　resultant　pressure　has　the　effect　of　suction　near　the　wave

crest．

　　　　Chapter　3　describes　experimentally　the　characteristics　of　wave　behav－

iour　on　a　sufficiently　mild　slope　and　discusses　an　internal　breaking　condi－

tion．　The　energy　balance　in　progressive　waves　is　investigated，　based　on　the

conservation　　law　　of　　energy　flux，　and　partition　laws　of　wave　energies　are

formulated．　Potential　energy　being　only　one　of　the　easily　estimatable　　wave

energy　　properties，　　its　　changes　　over　the　slope　are　evaluated　and　a　sharp

decrease　is　seen　when　a　wave　approaches　the　breaking　　point．　　At　　the　　same

time，　the　　kinetic　　energy　increases　rapidly．　Therefore，　waves　would　break

due　to　this　unstable　state　of　the　energy　balance．

　　　　In　Chapter　4　the　wave　motion　generated　by　　strong　　wind　　is　　described．

These　waves　will　be　termed　the　”wind－forced　waves”．　To　suitably　take　in　the

effects　of　all　external　forces，　a　one－dimensional　analysis　similar　to　　that

for　　storm　　surges　　is　　adopted．　The　　formulation　of　the　problem　set　up　in

preceding　sections　leads　to　the　governing　equation，　which　is　a　　generaliza一
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tion　of　the　Korteweg－deVries－Burgers－type　equation　with　the　bottom　friction

term　given　by　Ch6zy’s　law．　A　　steady　　state　　solution，　accompaning　　wind－

induced　　currents，　　is　constructed　with　use　of　the　method　of　averaging。　The

cnoidal　wave　solution　is　found　to　be　stable　fr㎝the　analysis，　based　on　the

linear　　stability　　theory　　as　　is　usual　in　nonlinear　oscillations．　The　most

stable　wave　motion　is　also　defined　’by　　introducing　　the　　physical　　motion．

Furthermore，　wind　stresses　exerting　on　the　wind－forced　waves　are　determined

in　relation　to　the　friction　at　the　sea　bottom　and　Reynolds　number・　and　　the

shear　　stress　　at　just　breaking　in　the　presence　of　surface　drift　is　decided

using　the　results　in　Chapter　2．　Wave　　profiles　　of　　the　　wind－forced　　waves

become　　asymmetric　　when　　the　　dissipation　at　the　sea　bottom　is　great．　This

asymmetry　is　caused　by　the　phase　shift　derived　from　the　averaging　　process．

Both　　the　　average　velocity　and　shear　stress　distribute　with　respect　to　the

phase　of　waves　showing　profiles　similar　to　wave　profiles．　The　pressure　　has

a　significant　role　in　generation　of　the　wind－forced　waves　as　does　the　shear

stress，　acting　like　a　positive　external　force．　The　　primary　　properties　　of

the　wind－forced　waves　are　ver　ified　in　comparison　with　some　exper　imental　and

field　data．

　　　　Chapter　5，　finally，　gives　the　conclusion　　summarizing　　the　　results　　in

each　chapter．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　References

1）Airy，G．B．：　Tides　and　waves，　In　Encyclopedia　Metoropolitan，　London，
　　　1845．

2）Stokes，G．G．：On　the　theory　of　oscillatory　waves・　Trans・　Camb・　Phil・

　　　Soc．，VoL8，　1847，　pp．441－455．

3） ｣：；宅igCi。言呂Pβ；；羅、t°，9b999？「89111？・t監゜6。：；？1’；鷲w描8：

　　　pp．314－326．

4）Rayleigh，L．：On　waves，　PhiL　Mag．，Ser．1，1876，　pp．257－279．
5）Michel1，A．G．M．：　The　highest　waves　in　water，　Phil．　Mag．，Ser．5，　Vol．36，

　　　1893，　pp．430－437．

6）Nekrasov，A．1．・：On　waves　of　permanent　type　I，　Izv・　Ivanovo－Voznesensk・
　　　Politekhn．　Inst．，　VoL3，　1921，　pp．52－65．

7）Krasovskii，Yu，P．：　On　the　theory　of　steady－state　waves　of　finite　ampli一



11

　　　　tude，　Zh．　Vych．　Mat．，Vol．1，No．5，　1961，　pp．836－855．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ　8）Levi－Civita，T．：　Determination　　rigoureuse　　des　　ondes　　permanentes
　　　　d’ampleur　finie㌧Math．　Ann．，Vol．93，　1925，　pp．264－314．

　9）Struick，D．J．：　Determipation　rigoureuse　des　ondes　irrotationelles　peri－
　　　　odiques　dans　un　canal　a　profondeur　finie，　Math．　Ann．，　Vol．95，　　1926，
　　　　pp．595－634．

10）Yamada，H．：　Highest　　waves　　of　　permanent　　type　　on　the　surface　of　deep
　　　　water，　Rep．　Res．　Inst．　Appl．　Mech．，Kyushu　Univ．，　Vol．5，　　1957，　pp．37－
　　　　52．

11）Yamada，H．：　On　　the　highest　solitary　wave，　Rep，　Res．　Inst．　Appl．　Mech．，
　　　　Kyushu　Univ．，　VoL　5，　1957，　pp．53－67，

12）Yamada，H．　and　T．Shiotani：On　the　highest　water　waves　of　permanent　type，
　　　　Bul1．　Disas．　Prev．　Res．　Inst．，Kyoto　Univ．，Vo1．18，　Part　2，　No．135，
　　　　1968，　pp．1－21．

13）Lenau，C．W．：The　solitary　waves　of　maximum　amplitude，　Jour．　Fluid　Mech．，
　　　　Vol．26，　1966，　pp、309－320，

14）Longuet－Higgins，M．S：　On　the　form　of　the　highest　progressive　and　stand－
　　　　ing　waves　in　deep　water，　Proc．　Roy．　Soc．　Lond．，　A．331，　1973，　PP．445－
　　　　456．

15）Byatt－Smith，J．G．S，：　An　　exact　　integral　　equation　　for　　steady　surface
　　　　waves，　Proc．　Roy．　Soc．　Lond．，A．315，　1970，　pp，405－418．

16）Grant，M．A．：The　singularity　at　the　crest　of　a　finite　amplitude　progres－
　　　　sive　Stokes　waves，　Jour，　Fluid　Meeh．，Vol．59，　1973，　pp．257－262．

17）Norman，A，C．：　Expansions　　for　　the　shape　of　maximum　amplitude　Stokes
　　　　waves，　Jour．　Fluid　Meeh．，Vol．66，　1974、　PP．261－265．

18）Laitone，E．V．：The　second　order　approximation　to　cnoidal　and　solitary
　　　　waves，　Jour．　Fluid　Mech．，VoL9，　1960，　pp．430・－440．

19）Schwartz，L．W、：　Computer　extension　and　analytic　continuation　of　Stokes’
　　　　expansion　for　gravity　waves，　Jour．　Fluid　Mech．，Vol．62，　1974，　pp．553－
　　　　578．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－

20）Longuet－Higgins，t・1．S．　and　J．D．Fenton：　On　the　mass，　momentum，　energy　and
　　　　circulation　of　a　solitary　wave．　II，　Proc，　Roy．　Soc，　Lond．，A．340，　1974，
　　　　pp．471－493．

21）Cokelet，E．D．：　Steep　gravity　waves　in　water　of　arbitrary　uniform　depth，
　　　　Proc．　Roy．　Soc．　Lond．，A．286，　1977，　pp．183－230．

22）Williams，J。M．：Limiting　gravity　waves　in　water　of　finite　　depth、　Phil．
　　　　Trans．　Roy．　Soc．　Lond．，　A．302，　1981，　pp，139－188．

23）Longuet－Higgins，M．S．　and　E．D．Cokelet：　The　deformation　of　steep　surface
　　　　waves　on　water．1，　A　numerical　method　of　computation，　Proc．　Roy．　Soc．
　　　　Lond．，A．350，　1976，　pp．1－26．

24）Seliger．R．：　A　note　on　breaking　waves，　Proc．　Roy．　Soc．　Lond．，A．303，
　　　　1968，　pp，493－496．

25）Whitham，G．B．：Variational　methods　　and　　applications　　to　　water　　waves，
　　　　Proc．　Roy．　Soc．　Lond．，A．299，　1967，　PP．6－25．

26）Korteweg，D．J．　and　G．deVr　ies：　On　　the　　change　　of　　form　　of　　long　waves

　　　　advancing　in　a　rectangular　channel，　and　on　a　new　type　of　long　　station－
　　　　ary　waves，　Phil．　Mag．，Ser．39，　1895，　pp．422－443．

27）Luke，J．C．：　A　variational　principle　for　a　fluid　with　a　free　surface，
　　　　Jour．　Fluid　Mech．，Vol．27，　1967，　pp．395－397．

28）Jeff’reys，H．：On　the　formation　of　waves　by　wind，　Proc．　Roy．　Soc．　Lond．，
　　　　A．107，　1924，　pp．189－206．

29）Jeffreys，H．：　On　the　formation　of　waves　by　wind．II，　Proc．　Roy．　Soc．
　　　　Lond．，　A．110，　1925，　pp．341－347．

30）Miles，J．W．：On　the　generation　of　surface　waves　by　shear　flows，　Jour．
　　　　Fluid　Mech．，Vol．3，　1957，　pp．185－204，

31）Miles，J．W．：　On　the　generation　of　surface　waves　by　shear　flows．　Part　2，
　　　　Jour．　Fluid　Mech．，Vol．6，　1959，　pp．568－582．



12

32）　Mi　les，J．W．：　On　the　generation　of　surface　waves　by　shear　flows・　Part　3・

　　　　Jour．　Fluid　Mech．，Vol．6，　1959，　PP．583－598．

33）Miles，J．W．：　On　the　generation　of　surface　waves　by　shear　flows．　Part　4，
　　　　Jour、　Fluid　Mech．，Vol．13，　1962，　pp．433－448．

34）Benjamin，T．B．：Shear　ing　flow　over　a　wavy　boundary，　Jour．　Fluid　　Mech．，
　　　　Vol．6，　1959，　pp．161－205．

35）Benjamin，T．B．：　Effects　of　a　flexible　boundary　on　hydrodynamic　stabil－
　　　　ity，　Jour．　Fluid　Mech．，Vol．9，　1960，　pp．513－532．

36）Lighthill，M．J．：Physical　interpretation　of　the　mathematical　　theory　　of
　　　　wave　generation　by　wind，　Jour．　Fluid　Meeh．，VoL　14，　1962，　pp．385－398．

37）See　Phillips，0，M．：　The　　Dynamics　　of　　the　　Upper　Ocean，2nd　Ed．，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Camb．

　　　　Univ．　Press，　1977，337p、

38）Gent，P．R．　and　P．A．Taylor，：Anumerical　model　　of　　the　　alr　　flow　　above
　　　　water　waves，　Jour．　Fluid　図ech．，Vo1．77，　1976，　pp．105－128．

39）Stewart，R．W．：Mechanics　of　the　air－sea　interface，　Phys．　Fluids，　Supplパ

　　　　Vol．10，　1967，　S47－S55．

40）Longuet－Higgins，M．S．：Action　of　a　variable　stress　　at　　the　　surface　　of
　　　　water　waves，　Phys、　Fluids，　Vol．12，　1969，　pp．737－740．

41）Banner，M．L．　and　O．M．Phillips：　On　the　incipient　breaking　of　small　scale
　　　　waves，　Jour．　Fluid　Mech．，Vo1．65，　1974，　pp．647－656．

42）Phillips，0．M，　and　M．L．Banner：Wave　breaking　in　　the　　presence　　of　　wind

　　　　drift　and　swell，　Jour．　Fluid　Mech．，VoL66，　1974，　pp．625－640．

43）Banner，M．L．　and　W．K．Melville：　On　the　separation　of　air　flow　over　water
　　　　waves，　Jour．　Fluid　Mech．，　VoL77，　1976，　pp．825－842．

44）Gardner，C，S．，　J．M．Greene，　M．D．Kruska1，　and　R．M．Miura：　Method　for　solv－
　　　　ing　　the　　Kor　teweg－deVries　　equation，　Phys．　Rev．　Lett．，Vol．19，　1967，

　　　　pp．1095－1097．

45）Perring，J．K．　and　T．H．R．Skyrme：Amodel　unified　field　equation，　Nucl．
　　　　Phys．，Vol．31，　1962，　pp．550－555．

46）Zakharov，V．E．　and　A．B．Shabat：　Exact　theory　of　two－dimensional　self－
　　　　focusing　and　one－dimensional　　self－modulation　　of　　waves　　in　　nonlinear
　　　　media，　Soviet　Physics，　J．E．T．P．，VoL34，　1972，　pp．62－69．

47）Lax，P．D：　　Integrals　　of　　nonlinear　　equations　of　evolution　and　solitary
　　　　waves，　Comm．　Appl．　Math．，Vo1．21，　1968，　pp．467－490．

48）Burgers，J．M．：Amathematical　model　illustrating　the　　theory　　of　　turbu－
　　　　1ence，　Adv．　App1．　Mech．，Vol．1，　1948，　pp．171－199．

49）Sandover，J．A．　and　O．C．Zienkiewicz：La　Houille　Branch，　Vol．17，　Grenoble，

　　　　France，　1962，　p．443．

50）Thomas，H．A．：The　propagation　of　waves　in　steep　Prlsmatlc　conduits・
　　　　Proc．　Hyd．　Conf．　Univ．　Iowa　Studies　in　Engrg．，　BulL20，　No．397，　1940，

　　　　pp．214－229．

51）Dr．essler　，R．F：Mathmatical　solution　of　the　problem　of　roll　waves　ln
　　　　inclined　open　channels，　Co㎜．　Pure　Appl．　Math，，Vol．2，1949，　pp．149－
　　　　194．

52）Byatt－Smith，J．G．B．：Effects　　of　　empirical　　dissipation　　terms　　in　　the
　　　　solution　of　the　undular　bore，　Quart．　ApPl．　Math．，　1971，　PP．499－515．

53）Johnson，R．S．：　Shallow　water　waves　on　a　viscous　fluid－The　undular　bore・
　　　　Phys．　FIuids，　Vol．15，　1972，　pp．1693－1699．

54）Thom，R．：Structural　Stability　and　Morphogenesis，　（Trans．　by　Fowler，D．H．
　　　　and　C．H、Waddington），　Benjamin，　Massachusetts，　1975，348pて



　　　　　　　　　　　　　　　　　　CHAPTER　2

BREAKING　CONDITIONS　FOR　PROGRESSIVE　WAVES

　　　　　　　　　　　　　　OF　PERMANENT　TYPE

2．1　1ntroduction

　　　　This　　chapter　　discusses　theoretically　two　types　of　breaking　conditions

for　progressive　waves，　that　is，　　wave　　breaking　　under　　the　　assumption　　of

irrotationality　　of　　motion　　without　　wind　effects　and　wave　breaking　in　the

presence　of　surface　drift　generated　by　the　exertion　of　wind．

　　　　For　irrotational　gravity　waves，　the　transient　breaking　of　　large　　scale

waves　　in　　a　uniform　or　nearly　uniform　water　depth　is　generally　believed　to

occur　when　the　wave　profile　steepens　and　reaches　to　the　l　imiting　configura－

tion　of　Stokes1），2）　and　Michel13），　characterized　by　the　sharp　crest　with　an

included　angle　of　1200，　and　at　the　same　time　the　wave　　velocity　　and　　water

particle　　velocity　　at　　the　　wave　　crest　　approach　　equality，　which　is　the

Rankine－Stokes　breaking　condition1）．　Many　usual　analyses　of　　wave　　breaking

have　　been　　based　on　this　condition．　However，　in　applying　the　finite　ampli－

tude　wave　theories，　when　the　velocities　are　equa1，　the　crested　angle　of　the

limiting　　configuration　　is　　never　generated，　i．e．　the　wave　surface　remains

smooth．　The　reason　is　chiefly　attributed　to　the　lack　of　order　of　apProxima－

tions　　in　the　perturbation　procedure．　Nevertheless，　the　basic　equations　for

wave　motion　surely　should　contain　the　solutions　with　peaking，　too．　There－

fore，　it　is　worth　analyzing　the　systems　and　formulating　solutions　whieh　can

express　the　whole　wave　history　from　smooth　wave　profiles　to　peaking．

　　　　Section　2．2　proposes　a　breaking　model　for　waves　of　permanent　type．　The

variational　　principle　　established　　by　Luke4）　shows　that　the　Lagrangian　is

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　［13］
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the　integral　of　the　nonlinear　dynamical　　boundary　　condition　　at　　the　　wave

surface．　The　　integral　surfaee　for　the　wave　motion，　therefore、　exists　as　a

conservative　quantity　and　is　suitable　for　driving　・characteristics　　of　　the

wave　　solution，　rendering　a　transformation　from　the　Lagrangian　to　Hamilto　n－

ian　systems　possible．　　The　Hamiltonian　of　the　fourth　order　approximation　is

obtained　from　a　wave　equation　expressed　by　only　the　water　surface　displace－

ment，　noting　that　the　　Hamiltonian　　is　　the　　Taylor　　approximation　　of　　the

solution　which　corresponds　to　the　Korteweg－deVries　equation5）　in　the　lowest

order　of　apProximations．　Based　on　the　classification　theorem　by　Thom6）　　for

a　　surface　　with　　singular　points，　the　Hamiltonian　can　be　further　conver　ted

into　the　needed　energy　surface．　The　resultant　model　shows　that　the　　cnoidal

wave　　solution　　can　　exibit　　the　　peaking　of　the　limiting　configuration　and

nearly　satisfy　equality　of　the　velocities　at　just　breaking、

　　　　On　the　other．　hand，　when　wind　blows　over　　a　　wavy　　surface，　　a　　vortical

wind－drift　layer　appears　to　be　dominant　at　and　just　below　the　wave　surface，

and　soon　the　wave　begins　to　break　at　the　wave　crest，　often　as　”white　　caps”

or　”white　horses’．Sections　2．3　and　2．4　deal　with　this　surface　drift　which

may　ehiefly　govern　the　wave　breaking　by　wind．

　　　　Small　scale　wave　breaking　has　been　discussed　by　　Banner　　and　　Phillips，

and　others7）18）’9）．　Their　analyses　show　that，　neglecting　viscous　effects，　the

surfaee　drift　at　the　wave　crest　increases　to　several　times　that　at　the　mean

water　　level　　and　　that　　the　　maximum　　wave　height　reached　without　breaking

diminishes　rapidly　with　this　inerease．　To　the　incipient　breaking　　of’　waves

are　　applied　　the　　finite　　amplitude　wave　theories　in　order　to　evaluate　the

distribut．ion　of　surface　drift　with　respect　to　the　phase　of　　waves　　and　　the

breaking　　．inception　　under　　the　　effective　wind．　Here　comes　in　question　the

relation　between　wind　stresses　and　surface　drift．　However，　　their　　analyses

are　　insufficient　　in　　regard　　to　　this　relation　due　to　the　omission　of　the

viscous　effects．　When　the　duration　and　speed　of　the　wind　become　　reasonably
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great　　compared　　with　　the　　wave　　motion，　the　viscous　effects　are　no　longer

negligible．

　　　　From　this　standpoint，　the　normal　distribution　of　surface　drift　　in　　the

vortical　　wind－drift　　layer　　is　　evaluated　　based　on　intrinsie　equationslo）

derived　fr㎝the　Navier－Stokes　equations　of　motion　with　boundary　layer

approximations．　The　　wind　　stresses　at　just　breaking，　such　as　shear　stress

and　pressure，　are　determined　with　use　of　the　breaking　condition　of　Rankine－

Stokes’　type．　The　surface　drift　distributes　in　much　the　same　way　as　if　the

leeward　side　of　the　wave　crest　were　sheltered，　so　when　the　　effect　　of　　the

shear　stress　becomes　great　compared　with　the　pressure，　the　downward　side　of

the　wave　crest　may　tumble　forward　in　the　usually　understood　sense。

　　　　Section　2．5　summarizes　the　preceding　results　obtained　from　the　theoreti－

cal　investigations　in　this　chapter．

2．2ABreaking　Model　for　Progressive　Waves　of　Permanent　Type

（1）　Wave　Equation　in　Shallow　Water

　　　　When　　a　　perturbation　method　is　applied　to　the　basic　equations　for　wave

motion，　periodicity　is　usually　assumed　for　both　the　wave　　profile　　and　　the

velocity　potential．　This　assumption　restrains　the　fluid　motion　cl　pr｛ori，so

the　wave　motion　cannot　be　formulated　　without　　using　　physical　　conditions，

such　as　Stokes’first　and　second　definitions　for　the　wave　velocityi　1）．　In

this　section，　following　Tsuchiya　and　Yasuda’s　developments12）コ3），　periodic－

ity　is　assumed　for　the　wave　profile，　but　not　for　the　water　particle　veloc－

ity，　and　a　basic　equation　for　breaking．waves　expressed　by　only　　the　　water

surface　displacement　is　proposed．

　　　　Consider　　two－dimensional　surface　waves　propagating　on　water　of　uniform

depth　h　with　constant　density　ρ，　under　the　influence　of　gravity　g．　Assuming
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that　　the　　fluid　　is　　inviscid　　and　　incompressible　　and　that　the　motion　is

irrotational，　there　exists　velocity　potentia1、　A　coordinate　origin　　is　　set

up　at　the　sea　bott㎝，　theコじ＊－axis　being　taken　horizontally　and之＊－axis，

vertically　upward　as　illustrated　in　Fig．2．1．　Positiveコじ＊　is　　taken　　to　　be

the　　same　　direction．　of　　wave　　propagation．　Non－dimensional　variables　are

defined　as

　　　　　　　　φ＝φ＊／hGh，　（コじ，z）＝（コc＊，z＊）／h，　tニt＊．sf5」］iil，　ζ＝く＊／i”，，　　（2．1）

where　the　asterisk　denotes　a　dimensional　variable，　and　¢＊　is　the　　velocity

potential，　　ζ＊　　the　　water　surface　displacement，　and　t＊　the　time．　The　basic

equations　are，　thus，

　　　　　　　　▽2¢　＝0，

　　　　　　　　φt＋（1／2）（φ。2＋φ。2）＋z－1・O　at之・ζ，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　ζt十ζx　¢x一φz　＝　O　　　　at　之＝　ζ，

　　　　　　　　φ～　；　O　　　　at　z　＝　0，

where　▽2　　is　the　Laplacian　and　the　subscripts　denote

〈2、2）

partial　　derivatives．

Z祈

0

Z・ζ

X祷

Fig．2．1　C∞rdinate　syst㎝．

The　　second　and　third　of　Eq．　（2．2）　are　the　dynamical　and　kinematic　boundary

conditions，　respectively．　The　variational　principle4）　for　Eq．　（2．2）　is

　　　　　　　　弧£d・cd・t…£・一∬｛¢・＋（12）（φ～＋φ・2）＋之一1｝d・…2・3）
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where　£　is　the　Lagrangian　and　R　an　arbitrary　region　in　the　（．u，t）space．

　　　　The　first，　third，　and　fourth　of　Eq．（2．2）　are　derived　from　the　variation

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．Nδφ，　and　the　second，　from　the　variationδζ．　The　significance　of　Eq．（2．3）is

that　the　basic　equations　are　the　stationary　conditions　for　the　functional．’

　　　　Now　intro（luce　Gardner－Morikawa’s　transformation14）

　　　　　　　　　ξ　＝　ε1／2（コじ一士），　τ　＝　ε3／2士，　z；之，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．4）

and　take　perturbations　for　the　　water　　surface　　displacement　　and　　velocity

potential　as

　　　　　　　　　ζ（．rc，t）＝1＋εζ1（ξ，τ）＋ε2ζ2（ξ，τ）＋ε3ζ3（ξ，τ）＋．．．，　　　　　　　　　　　（2．5）

　　　　　　　　　φ鶴z，t）一ε1／2｛φ1（ξ，z，τ）＋εφ2（ξ，之，τ）＋ε2φ3（ξ，z，τ）＋＿｝、（2．6）

where　　ε　　is　　a　　small　　parameter．　The　　boundary　conditions　f’or　a　function

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　f（コc，之，t）　at　the　wave　surface　z　＝　ζ　can　be　expanded　　in　　the　　Taylor　　series

around　z　＝　1　such　that

　　　　　f（コc，ζ，t）ニ∫（ξ，1，τ）＋（ζ一1）fz（ξ，1，τ）＋（1／2！）（ζ一1）2fzz（ξ，1，τ）＋。．．　（2．7）

　　　　By　　inserting　　Eqs．　　（2．4），　　（2．5），　and　　（2．6）　into　the　basic　eqations

（2．2），　the　lowest　order　equations　of　approximations　become

　　　　　　　　¢Iz之＝0，

　　　　　　　　ζ「φ1ξ・一（1／2）φ1。2　at之・1，

　　　　　　　　φ1z　＝　O　　　　at之＝　1，

　　　　　　　　¢1z　＝　O　　　　at　z＝　0．

From　the　first　of　Eq．　（2．8）　φ　＝　C1之　＋　（）2，

functions　　of　ξ　and　τ，　arising　from

tion　of　Eq．　（2．8）C1　＝　0、　The　second　and

　　　　　　　　　φ1ξ＝ζ1，　　φ1ニ（r2（ξ，τ）．

Since　φ1　is　independent　of之in　the　first

zontal　　　component　　Of　　Water　　partiCle

throughout　the　water　depth、

　　　　The　second　order　approximations　are

（2．8）

　　　　　　where　Cl　and　C2　are　arbitrary

the　integration．　From　the　fourth　condi－

　　　　　third　of　Eq．　（2．8），　then，　lead　to

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．9）

　　　　　　order　approximation，　　the　　hori－

　　　　velocities　　distributes　　uniformly
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　　　　　　　　　φ2之之　　＝　　一φ1ξξ，

　　　　　　　　　ζ2一φ2ξ　＝　一φ1τ一（1／2）φ1ξ2　　　　at　之　＝　1，

　　　　　　　　　φ2i＝一ζ1ξ　at之＝L

　　　　　　　　　φ2z　＝　O　　　　at之　＝　0．

With　the　aid　of’Eq．　（2．9），　the　first　of　Eq．

　　　　　　　　　φ2・一（1／2）ジζ1ξ＋C4（ξ，τ），

where　the　kinematic　boundary　condition　at　之　＝　1

have　been　used．　From　the　dynamical

　　　　　　　　ぴξ・（）2。＋ζ2＋（1／2）ζ12＋（1／2）ζ1ξξ．

　　　　To　obtain　the　wave　equation，

　　　　　　　　　φ3zz　　ニ　　ーφ2ξξ，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　つ　　　　　　　　く3一φ3ξ　＝　　一　（1／／2）φ2aL一φ1ξφ2ξ一¢2τ十く」1φ2ξz

　　　　　　　　　¢3z　＝　一ζ2ξ一ζ1φ2之z＋ζ1ξφ1ξ＋ζ1τ　　　　at之　＝

　　　　　　　　　¢3z　＝　O　　　　　at　之　二　〇．

The　velocity　potentia1　φ3　easily　integrates　to

　　　　　　　　　φ3・（1／24）z4ζiξξξ一（1／2）z2C4ξξ＋（r6（ξ，・），

and　C6　is　given　by

　　　　　　　　C6ξ＝C4．＋ζ1σ2。＋ζ3＋く1く2＋（1／2）ζ2ξξ

（2．10）　integrates　to

2．10｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．11）

　　　　　　　　　　　　and　the　condition　at　　之　＝　O

boundary　condition，　C4　becomes

（2．12）

third　order　approximations　are　required：

1，

atz＝1，
k2．13）

（2．14）

　　　　　　　　　　　　　　＋（1／2）ζ13＋ζ1ξ2＋（3／2）ζ1ζ1ξξ＋（5，／24）ζ1ξξξξ．　　　　（2．15）

The　　kinematic　　boundary　condition，　the　third　of　Eq．　（2．13），　gi’ves　the　wave

equation　for　ζ1，

　　　　　　　　　ζ1τ＋（3／2）ζKiξ＋（1／6）ζ1ξξξ　＝O，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．16）

by　eliminating　¢1，　φ2，　φ3，　ζ2，　and　C4．　This　　equation　　is　　the　　well－known

Korteweg－deVries　equation5）．

　　　　For　　the　　fourth　　order　　terms　　the　same　pattern　is　followed．　The　basic

equatlons　are

φ4．．＝一φ3ξξ，

ζ4一φ4ξ・ζ2¢2ξ．＋（1／2）ζ12φ2ξ．。＋ζ1φ3ξ．一φ3．一ζtφ2。．一（1／2）φ2ξ2

　　　　　　　　一φ1ξφ3ξ一ζ1φ1ξφ2ξz一ζ｜φ2之φ2zz一φ2zφ3之　　　　　at　之　＝　1， （2．17）
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　　　　　　　　φ4．・一ζ3ξ一ζ2¢PLzz－（1／2）ζ12処。．一ζ1φ3zz

　　　　　　　　　　　　　　十ζ1ξφ2ξ＋ζ2ξφ1ξ＋ζ2τ　　　　　at　z　＝　1，

　　　　　　　　φ4z　＝　O　　　　at之　＝　0，

and　the　velocity　potential　¢4　and　function　C6　can　be　expressed　as

　　　　　　　　¢4・一（1／720）z6ζiξξξξξ＋（1／24）z4C4ξξξξ一　（1／2）z2C6ξξ＋C8（ξ，・），
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．18）

　　　　　　　　Csg・（】6τ十ζ1（〕6ξ一F　（1／2）（r6ξξξ＋（1／2）C4ξ2＋（1／2）91　C4ξξξ・91ξC4ξξ

　　　　　　　　　　　　　一（1／2）ζ1ξξC4ξ一（1／2）C4ξξ。一（1／24）C4ξξξξξ＋ζ4＋〈2ζ1ξξ＋ζ1ζ1ξ2

　　　　　　　　　　　　　－（1／2）ζ・2ζ・ξξ一ζ・ζ・ξ。一（1／8）ζKiξξξξ＋（1／8）ζ1ξξ2－（1／6）ζ1ξζ瞭

　　　　　　　　　　　　　十　（1／2ン1」）ζ1ξξξτ十　（1／㍗（））ζ1ξξξξξξ◆　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．19）

The　wave　equation　for　ζ2　is　similarly　determined　from　the　　kinematic　bound＿

ary　condition：

　　　　　　　　ζ2τ＋（3／2）（ζ1ζ2）ξ＋（1／6）ζ2ξξξ　＝　－Fl，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．20）

・h・・e　Fl　＝（1／15）ζ1ξξξξξ＋（2／3）ζ1ζ1ξξξ＋（3／2）ζ1ξζ1ξξ＋（3／2）9i2C1ξ

　　　　　　　　　　　　　＋（1／6）ζ1ξξτ＋（3／2）ζ1ζ1τ＋ζ1ξ（）2τ＋（1／2）（）2ττ．　　　　　　　　　　　　　　　　（2．21）

　　　　When　　a　　similar　　procedure　　is　　carried　out　up　to　the　order　of’ε11／：　to

obtain　the　wave　equations　for　ζ3　and　ζ4，　the　　velocity　　potential　　φ5　　and

function　Clo　are　given　by

　　　　　　　　φ5・（1／40320）z8　〈tξξξξξξξ一（1／720）z6C4ξξξξξξ

　　　　　　　　　　　　　＋（1／24）z4C6ξξξξ一（1／2）fCsξξ＋C1。（ξ，・），　　　　　（222）

　　　　　　　　Cl　oξ　＝　 （撒i｝τ→一くL　1（）sξ＋　（1／2）Csξξξ十（）4ξ（］6ξ一　（1／2）ζtξξ（】6ξ＋ζ1ξ（撒6ξξ一　（1／2）（】6ξξτ

　　　　　　　　　　　　　＋（1／2）ζ1（】6ξξξ一（1／24）C6ξξξξξ一（1／2）C4ξC4ξξξ＋（1／2ン↓）ζ1ξξξξ伍ξ

　　　　　　　　　　　　　一ζ1ζ1ξξqξ＋2〈』1ζ1ξC4ξξ＋ζ2（）4ξξξ一（1／6）ζ1ξξξC4ξξ＋（11／2）C4ξξ2

　　　　　　　　　　　　　－（1／2）9i2C4ξξξ＋（1／4）ζ1ξξGξξξ一ζ1C4ξξ．一（1／6）C，ξC4ξξξξ

　　　　　　　　　　　　　一（1／8）ζ1　C4ξξξξξ＋（1／24　）C4ξξξξτ＋（1／720）C4ξξξξξξξ＋ζ5＋ζ3ζiξξ

　　　　　　　　　　　　　＋ζ2ζ・ξ2一ζ2ζ・ξ。一（1／6）ζ2ζ・ξξξξ＋（1／2）（9，ζ，ξ）2－（1／2）ζ13ζ1ξξ

　　　　　　　　　　　　　＋（1／2）ζ1く1ξξ2－（1／2）ζi2ζ1ξ。＋（1／72）ζ1ξξξ2－（1／12）ζi2Ciξξξξ

　　　　　　　　　　　　　一（2／3）ζ1ζ1ξζ1ξξξ＋（1／6）ζ1ζ1ξξξτ＋（1／144）ζ1ζ1ξξξξξξ

　　　　　　　　　　　　　一｛一　（1／12（））〈1ξζ1ξξξξξ一　（1／48）ζ1ξξζ｜ξξξξ一　（1／720）ζ1ξξξξξτ

　　　　　　　　　　　　　一（1／40320）ζ1ξξξξξξξξ．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．23）
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The　third　and　fourth　order　wave　equations　are　also　given　as

　　　　　　　ζ3τ＋（3／2）｛ζ1ζ3＋（1／2）ζ22｝ξ＋（1／6）ζ3ξξξ　＝　一　Fz・，

　　　　　　　ζ4τ＋（3／2）（ζ1ζ4＋ζ2ζ3）ξ＋（1／6）ζ4ξξξ　＝　－F3，

where

　　　　　　　F2　＝　（1／15）ζ2ξξξξξ＋（2／3）ζ1ζ2ξξξ＋（2／3）ζ1ξξξζ2＋（3／2）ζ1ξζ2ξξ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　つ　　　　　　　　　　＋（3／2）〈1ξξζ2ξ＋（3／2）（1ムζ2ξ＋3ζ1ζ1ξζ2＋（1／6）く2ξξτ

　　　　　　　　　　＋（3／2）ζ1ζ2τ＋（3／2）ζ2ζ1τ＋ζ1ξC4τ＋ζ2ξ（）2τ＋（1／2）ζ4ττ

　　　　　　　　　　＋（17／630）ζ1ξξξξξξξ＋（2／5）ζ1ζ1ξξξξξ＋（4／3）ζ1ξζ1ξξξξ＋2ζ1ξξζ1ξξξ

　　　　　　　　　　＋（15／2）ζ1ζ1ξζ1ξξ＋（5／4）ζi2ζiξξξ＋（5／2）ζ1ξ3＋（9／4）“3　（：　k－

　　　　　　　　　　＋（1／15）ζ1ξξξξτ＋（5／3）ζ1ξξζ1τ＋（5／6）ζ1ζ1ξξτ＋〈4／3）ζ1ξζ1ξτ

　　　　　　　　　　＋3ζ12ζ1τ＋（1／6）ζ1ξξξC2τ＋（5／2）ζ1ζ1ξ（とτ一（1／12）ζ1ξττ＋ζ1τC2τ

　　　　　　　　　　＋（3／2）ζ1C2ττ，

　　　　　　　F3　＝　（1／15）ζ3ξξξξξ＋（2／3）ζ1ζ3ξξξ＋（2／3）ζ2ζ2ξξξ＋（2／3）ζ3ζ1ξξξ

　　　　　　　　　　＋（3／2）ζ1ξζ3ξξ＋（3／2）ζ2ξζ2ξξ＋（3／2）ζ3ξζ1ξξ＋（3／2）ζ12ζ3ξ

　　　　　　　　　　＋（3／2）ζ22ζ1ξ＋3ζ1ζ2ζ2ξ＋3ζ1ζ1ξζ3＋（1／6）ζ3ξξτ＋（3／2）ζ1ζ3τ

　　　　　　　　　　＋（3／2）ζ2ζ2τ＋（3／2）ζ3ζ1τ＋ζ1ξ（r6τ＋ζ2ξC4τ＋ζ3ξ（）2τ＋（1／2）（】6ττ

（2．24）

（2．25＞

（2．26）

＋（17／630）く2ξξξξξξξ＋（2／5）く2ζ1ξξξξξ＋（2／5）〈1ζ2ξξξξξ＋（4／3）ζ2ξζiξξξξ

＋（4／3）ζ1ξく2ξξξξ＋2ζ1ξξζ2ξξξ＋2ζ2ξξζ1ξξξ＋（15／2）ζiζiK2ξξ

＋（15／2）ζ1ζ1ξξζ2ξ＋（15／2）く1ξζ1ξξζ2＋（5／4）ζi2ζ2ξξξ＋（5／2）ζ1〈2ζ1ξξξ

＋（15／2）（ζ1ξ）2ζ2ξ＋（9／4）ζi3ζ2ξ＋（27／4）ζi2ζ2ζiξ＋ぽ／15）ζ2ξξξξτ

＋（5／3）ζ2ξξζ1τ＋〈5／3）ζ1ξξζ2τ＋（5／6）ζ1ζ2ξξτ＋（5／6）ζ2ζ1ξξτ

＋（4／3）ζ2ξく1ξτ＋（4／3）〈1ξζ2ξτ＋3〈12〈2τ＋6ζ1ζ2ζ1τ⊥（1／6）ζ1ξξξG，

＋（1／6）ζ2ξξξ（r2τ＋（5／2）ζ1〈1ξ（）4τ＋（5／2）ζ2ζ1ξ（）2τ＋（5，／2）ζ1ζ2ξ（r2τ

一（1／12）ζ2ξττ＋ζ1τC4τ＋ζ2τ（r2τ＋（3／2）く1C4ττ＋（3／2）ζ2C2ττ

＋（31／2835）ζ1ξξξξξξξξξ＋（68／315）ζ1ζ1ξξξξξξξ＋（17／18）ζ1ξζ1ξξξξξξ

＋（61／30）ζ1ξξζ1ξξξξξ＋（53／18）ζ1ξξξζ1ξξξξ＋（26／3）ζiζiξζiξξξξ

＋14ζ1ζ1ξξζ1ξξξ＋（151／12）ζ1ξ2ζ1ξξξ＋16ζ1ξζ1ξξ2＋（Or／4）ζ12ζ1ξζ1ξξ

＋（65／4）ζ1ζ1ξ3＋（11／6）ζ13く1ξξξ＋（11／10）9i2ζiξξξξξ＋（15，／4）ζi4ζ1ξ

＋（17／630）ζ1ξξξξξξτ＋（7／15）ζ1ζ1ξξξξτ＋（167／120）ζ1ξく1ξξξτ
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　　　　　　　　　　　　＋（12／5）ζ1ξξζ1ξξτ＋（16／15）ζ1τζ1ξξξξ＋（131／60）ζ1ξτζ1ξξξ

　　　　　　　　　　　　＋（13／6）ζ・29・　t・ξ。＋（121／12）ζ・ζ1ξζ1ξ．＋（61／6）ζ，ζ1．C1ξξ＋9・・：1，ζk－’L）

　　　　　　　　　　　　＋6ζ13ζ1τ一（3／80）ζ1ξξξττ一（1／2）ζ1ζ1ξττ＋（4／3）ζ1τζ1ξτ

　　　　　　　　　　　　＋（5／4）ζ1ξζ1ττ一（1／12）ζ1τττ＋〈1／15）ζ1ξξξξξ（）2τ＋ζKiξξξ（）2τ

　　　　　　　　　　　　＋（7／2）ζ1ξζ1ξξ（r2，＋（1／3）ζ1ξξτ（r2τ＋6ζ12ζ1ξ（）2τ＋5ζ1ζ1τ（）2τ

　　　　　　　　　　　　＋（7／6）ζ1ξξC2ττ＋3ζ12（）2ττ＋ζ1ξ（）2τ2＋（）2，（）2，τ．　　　　　　　’　　　　　　　　　（2．27）

　　　Odd　terms　Cj　　（ゴ　ニ1，3，5，．．．）　vanish　from　the　boundary　condition　at

z＝0，but　even　terms　Ci　（jニ2，4，6，．．．）　must　be　treated　as　non－zero

functions　　because　　of　the　non－periodicity　for　the　water　particle　velocity．

If　both　sides　of　Eqs．　（2．16），　（2．20），　（2．24），　and　　（2．25）　are　　summed　　up

respectively　with　the　aid　of

　　　　　　　　ζ　＝　ζ1＋εζ2＋ε2く3＋ε3く4＋．．．，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．28）

　　　　　　　Ω＝（）2＋εC4＋ε2（）6＋ε3（）8＋．．．，　　　　　　　　　　　　　　　　（2．29）

the　wave　equation　expressed　by　only　the　water　surface　displacement　is　given

by

　　　　　　　　9。＋（3／2）ζζξ＋（1／6）ζξξξ・一εF1一ε2F2一ε3F3　一＿，　　　　（2．30）

with

Fl＝　〈1／15）ζξξξξξ＋（2／3）ζζξξξ＋（3／2）ζξζξξ＋（3／2）ζ2ζξ

　　　　＋（1／6）ζξξτ＋（3／2）ζζτ＋くξΩτ＋（1／2）Ωττ，

F2　＝　（17／630）ζξξξξξξξ＋（2／5）ζζξξξξξ＋（4／3）ζξζξξξξ＋2ζξξζξξξ

　　　　＋（15／2）ζζξζξξ＋（5／4）ζ2ζξξξ＋（5／2）ζξ3＋（9／4）ζ3ζξ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　つ　　　　＋（1／15）ζξξξξτ＋（5／3）ζξξζτ＋（4／3）ζξζξτ＋（5／6）ζζξξτ＋3ζ一ζτ

　　　　一（1／12）ζξττ＋（1／6）ζξξξΩτ＋（5／2）ζζξΩτ＋ζτΩτ＋（3／2）ζΩττ，

F3　＝　（31／2835）ζξξξξξξξξξ＋（68／315）ζζξξξξξξξ＋（17／18）ζξζξξξξξξ

　　　　＋（61／30）ζξξζξξξξξ＋（53／18）ζξξξζξξξξ＋（26／3）ζζξζξξξξ

　　　　＋14＜＜ξξζξξξ＋（151／12）ζξ2ζξξξ＋16ζξζξξ2＋（87／4）〈2ζξζξξ

　　　　＋（65／4）ζζξ3＋（11／6）ζ3ζξξξ＋（11／10）ζ2ζξξξξξ＋（15／4）く4ζξ

　　　　＋（17／630）ζξξξξξξτ＋（7／15）ζζξξξξτ＋（167／120）ζξζξξξτ

（2．31．1）

（2．31．2）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ぴ＋（12／5）ζξξζξξτ＋（16／15）ζτζξξξξ＋（131／60）ζξτζξξξ＋（13／6）ζ」ζξξ，
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＋（121／12）ζζξζξ．＋（61／6）ζζ。ζξξ＋9ζ．ζξ2＋6ζ3ζ．一（3／80）ζξξξττ

一（1／2）ζζξττ＋（4／3）ζτζξτ＋（5／4）ζξζττ一（1／12）ζτττ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　つ＋（1／15）ζξξξξξΩτ＋ζζξξξΩτ＋（7／2）ζξζξξΩτ＋（1／3）ζξξτΩτ＋6ζ←ζξΩτ

＋5くζ．Ω，＋（7／6）ζξξΩττ＋3ζ2Ωττ＋ζξΩ．2＋Ω。Ωττ，　　　（2・31・3）

and

Ωξ・ζ＋・｛Ω．＋（1／2）く2＋（1／2）ζξξ｝

　　　　　＋ε2｛　ζΩτ＋（1／2）ζ3＋ζξ2＋（3／2）ζζξξ＋（5／24）ζξξξξ　｝

　　　　　＋ε3｛　（1／2）Ωτ2＋（3／2）ζ2Ωτ＋（1／2）くξξΩτ＋2ζξζτ＋（5／8）ζ4

　　　　　　　　　　＋（9／4）ζ2ζξξ＋5ζζξ2＋（13／8）ζξξ2＋（8／3）ζξζξξξ

　　　　　　　　　　＋　（25／24）ζζξξξξ一｝一　（61／「T2〔））ζξξξξξξ　　｝

　　　　　　　　　　　　　　十．．，

When　ε　＝　0，　Eq．

　　　Now　consider

that

（2．30）　coincides　with　the　Korteweg－deVries　equation．

the　waves　of　permanent　type，　for　which　i　t　should　　be

（2．32）

held

　　　　　　　　dξ／dτ　＝　co＋εc　1＋ε2c2＋ε3c3＋．．．　＝　const．　＝　c＊，　　　　　　　　　　　　　　　（2．33）

where　　c＊，　　say，　　is　　a　correction　term　for　the　wave　velocity．　Furthermore，

introduce　a　frame　of　reference　moving　with　the　wave，

　　　　　　　　θニξ一c＊τ．　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．34）

Therefore，　the　wave　equation　for　waves　of　permanent　type　in　shallow　　water

finally　becomes　the　ordinary　differential　equation　with　respect　to　θ：

　　　　　　　　－c＊ζθ＋（3／2）ζζθ＋（1／6）ζθθθ　＝　一εF1一ε2F2一ε3F3－．．．，　　　　　　　　　　　（2．35）

where

Fl　・＝　（1／15）ζθθθθθ＋（2／3）ζζθθθ＋（3／2）ζθζθθ＋（3／2）92ζe

　　　　　－（1／6）c＊ζθθθ一（5／2）c＊ζζθ＋（1／2）c＊2ζθ，

F2　＝　（17／630）ζθθθθθθθ＋（2／5）ζζeθθθe＋（4／3）ζθζθeθθ＋2ζθθζθθθ

　　　　　＋（15／2）ζζθζeθ＋（5／4）〈2ζθθθ＋（5／2）ζθ3＋（9／4）ζ3ζθ

　　　　　一（1／15）c＊ζθθθeθ一c＊ζζθθθ一（7／2）c＊ζθζθθ一6c＊ζ2ζθ

　　　　　＋（1／6）c＊2ζθθθ＋4c＊2ζζθ一（1／2）c＊3ζθ，

F3　＝　（31／2835）ζθθθθθθθθθ＋（68／315）ζζeθθeθθθ＋（17／18）ζθζθθθθθθ

（2．36，1）

（2．36．2）
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＋（61／30）ζθθζθθθθθ＋（53／18）ζθθθζθθθθ＋（26／3）ζζeζθθθθ

＋14ζζθθζθθθ＋（151／12）ζθ2ζθθe＋16ζθζθθ2＋（87／4）｛r2〈・θζee

＋（65／4）ζζθ3＋（11／6）〈3ζθθθ＋（11／10）ζ2ζθθθθθ＋（15／4）ζ4ζθ

一（17／630）c＊〈θθθθeθθ一（8／15）c＊ζ〈θθθθθ一（8／3）c＊ζθζθθeθ

一（14／3）c＊ζθθζθeθ一（13／4）c＊ζ2ζθθθ一（53／2）c＊ζζθζeθ一10c＊ζθ3

－（55／4）c＊〈3ζθ＋（1／15）c＊2ζθθθθθ＋（3／2）c＊2ζζθθθ＋（13．／2）c＊2ζθζθθ

＋（63／4）c＊2ζ2ζθ一（1／6）c＊3ζθθθ一6c＊3ζζθ＋（1／2）c＊4ζθ，　　　　　（2．36．3）

and

Ωθ＝ く＋ε｛

＋ε2｛

＋ε3｛

十

一c＊ ﾄ＋（1／2）92＋（1／2）ζθθ｝

c＊2 ﾄ一（3／2）c＊ζ2－（1／2）c＊ζθθ＋（1／2）〈］・3

＋ζθ2＋（3／2）ζζθθ＋（5／24）ζθθθθ　｝

－c＊3 ﾄ＋3c＊2ζ2＋（1／2）c＊2ζθθ一（5／2）c＊ζ3－3c＊ζe2

－（5／2）c＊ζζθθ一（5／24）c＊ζθθθθ＋（5／8）ζ4＋（9／4）ζ2ζθθ

＋5ζくθ2＋（13／8）ζθθ2＋（8／3）ζθζθθθ＋（25／24）ζζθθθθ

十（61／720）ζθθθθeθ　｝

・　　令　　◆　　．　　■
（2．37）

（2）　Variational　Formulation

　　　　First，　Eq．　　（2．35）is　transformed　into　a　form　suitable　for　variational

formulation．　With　the　aid　of　Eqs．　（2．28）　and　（2．33），　the　two　　lowest　　order

eqUat10nS　are

　　　　　　　　　－coζ1θ＋（3／2）ζ1ζ1θ＋（1／6）ζiθθθ　＝　0，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　く2，38）

and

　　　　　　　　　－coζ2θ一c1ζ1θ＋（3／2）（ζ1ζ2）θ＋（1／6）ζ2θθe

　　　　　　　　　　　　＝　一（1／15）〈1θθθθe－（2／3）ζiζiθθθ一（3／2）ζ1θζ1θe－（3／2）ζ12ζ1θ

　　　　　　　　　　　　　　＋（1／6）coζ1θeθ＋（5／2）coζ1ζ1θ一（1／2）co2ζiθ．　　　　　　　　　　　　　　　　（2．39）

The　　higher　　order　　derivatives　ζ1θθθθθ　and　ζ1θθθ　in　Eq．　（2．39）　can　be　elimi－

nated　by　Eq．　（2．38），　hence
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　　　　　　　　－coζ2θ一c1ζ1θ＋（3／2）（ζ1ζ2）θ＋（1／6＞ζ2θθθ

　　　　　　　　　　　　＝　（3／10）ζ1θζ1θθ一（9／10）ζi2ζiθ＋（21／5）coζ1ζ1θ一（19／10）co2ζ1θ．　（2．40）

By　accomplishing　similar　transformations　　f’or　　Eq．　　（2．35：＞　and　　by　　adding

together　　both　　sides　　of　　the　resultant　equations，　such　as　Eqs．　（2．38）and

（2．40），　Eq．　（2．35）becomes

　　　　－c＊ζθ＋（3／2）ζζθ＋（1／6）ζθθθ

　　　　　　　　十．．．

　　　There　is　no　variational　princi．ple　for

that　some　potentia1

　　　　　　　　ζニqξ

as　pointed　out　by　Whitham15）

　　　　－c＊1ρθθ＋（3／2）qθψθθ＋（1／6）Zθθ

ニ　　ε｛　（3／20）ζθ2－（3／10）ζ3＋（21／10）c＊ζ2－（19／10）c＊2ζ　｝θ

　＋ε2｛　一（149／700）ζ2ζθθ＋（13／35）ζζθ2－（36／175）c＊ζθ2－（5967／2800）ζ4

　　　　　＋（1971／350）c＊ζ3－（4869／700）c＊2ζ2＋（576／175）c＊3〈　｝θ

　＋ε3｛　（1157／3500）ζθ2ζθθ一（151／2625）ζ3ζθθ＋（229／350）c＊ζ2ζθθ

　　　　　＋（10123／7000）ζ2ζθ2－（4241／1750）c＊ζζθ2＋（546／975）c＊2ζθ2

　　　　　－（8541／3500）ぐ＋（54003／3500）c＊ζ4－（87141／3500）c＋2ζ3

　　　　　＋（3117／175）c＊3ζ2－（947／175）c＊4ζ　｝θ

　　　　　．．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．41）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　this　equation　as　　i　t　　stands，　　so

　　　　　　　　　　　representations　are　required．　The　simplest　choice　is

　　　　　　　＝　　g）θ，　　　　　　　Z　　＝　　（ρξξ　　＝　　q）θθ，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．42）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　．　Therefore，　Eq．　（2．41）　is　expressed　as

　　　　　　　　十．．．

　　　　It　will

variational　principle

＝　　ε｛　（3／20）Qθθ2－（3／10）ψθ3＋（21／10）c＊qθ2－（19／10）c＊2｛ρθ　｝θ

　＋ε2｛　一（149／700）¢θ2（ρθθθ＋（13／35）ψθψθθ2－（36／175）c＊（ρθθ2－（5967／2800）ψθ4

　　　　　＋（1971／350）c＊（ρθ3－（4869／700）c＊2（ρθ2＋（576／175）c＊3g）θ　｝θ

　＋ε3｛　（1157／3500）¢θθ2（peθθ一（151／2625）qθ3g）θθθ＋（229／350）ca’pθ1’ψeθθ

　　　　　＋（10123／7000）qe2Pθθ2－（4241／1750）c＊Pθqθθ2＋（546／EM5）c’　L’　gDθθ2’

　　　　　一（8541／3500）pθ5＋（54003／3500）c＊g）θ4－（87141／3500）c＊2¢）e3

　　　　　＋（3117／175）c＊3（ρθ2－（947／175）c＊4（ρθ　｝θ

　　　　　．．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．43）

　　　　　be　　sufficient　　to　　consider　the　wave　motion　described　by　the
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　　　　　　　　6ff・（・・・・・・…eθ）dθdθ…　　　　　　2・“）

for　the　pair　of　Eqs．　（2．42）　and　（2．43）　because　Eq．　（2，43）　integrates　　onece

to　give　the　third　derivative　（ρθθθ，　then　this　term　in　the　right－hand　side　of

Eq．　（2、43）　can　be　eliminated．　The　variational　equations　are

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　d　∂£　　　d2　∂£　　　　　　　　∂£　　d　∂£
　　　　　　　　一　一　一　　　　　＝　0，　　　　　　　一　　　　　一　　　ウ　　　　　＝　0．　　　　　　　　　　　（2．45）

　　　　　　　　∂x　　　　　　　　　　　　　　dθ　　　　　　　　　　　　　　　　　∂Xe　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　dθ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∂ψθ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　dθ』　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∂¢θθ

These　equations　can　be　integrated　approximately　as　follows：　from　Eq．　（2．42）

and　the　first　of　Eq．　（2．45），　the　Lagrangian　takes　the　form

　　　　　　　　£・一（1／6）XθePe－（1／12）X2＋£＊（ePe，epθe）　　　　　　　　（2．46）

with　the　correction　term£＊　which　follows　from　the　differential　equation

　　　D£＊　＝　c＊9）θ一（3／4）9Dθ2

where　　Bo　is　an　integral

nation　of　the　third　derivative　ψθθθ

　　　　　　　　D＝
　　　　　　　　　　　　∂ψθ

The　assumptions　that

　　　£＊　＝　£＊1　＝　（or　t　9）e＋β11ρθ2＋・γ1（ρe3）qθθ2＋G1（epθ）＋£＊2（epθ，9）θθ），

　　　Gl（ψθ）　ニ　（1／2）c＊¢θ2－（1／4）¢e3

　　　　　　　　　　　＋ε〔　一（3／40）pe4＋（7／10）c＊（ρθ3－（19／20）c＊2（ρe2　〕

＋ε〔　（3／20）ψθθ2－（3／10）Qe3＋（21／10）c＊（ρθ2－（19／10）c＊2（ρθ　〕

＋ε2〔　（13／35）ψe¢eθ2－（36／175）c＊ψθθ2－（657／560）ψθ4

　　　　＋（762／175）c＊（ρθ3－（4869／700）c＊2Qθ2＋（576／175）c＊3Qθ

　　　　一（447／350）Bo（ρθ2　〕

＋ε3〔　一（1631／7000）ψθ2¢θθ2－（77／175）c＊epe¢θθ2＋（546／875）c＊2ψθθ2

　　　　－（6294／3500）tpθ5＋（33103／3500）c＊ψθ4－（64908／3500）c＊2（pe3

　　　　＋（3117／175）c＊3（ρθ2－（947／175）c＋4Qθ

　　　　＋Bo｛（3471／1750）ψθθ2－（302／875）¢e3＋（687／175）c＊q）θ2｝　〕

＋　　　t－，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．47）

　　　　　　　　　　　　　　　constant　to　be　determined　later，　arising　in　elimi－

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，　D　is　also　the　differential　operator

　　　　∂　　　d　　∂
　　　　　　　　一　一　　　　　．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．48）

　　　　　　　　　　dθ∂ψθθ

（2．49）
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lead

　　　　α1・一（3／20）・＋（36／175）・2c＊一（546／Or5）・3c＊2－（3471／1tS〕）ε2B。，

　　　　β1＝　一（13／70）ε2＋（11／50）ε3c＊，

　　　　γ一（1631／21000）ε3．

The　equation　for　£＊2　in　the　next　order　approximation　is

　　　　　　＋ε2〔　一（657／2800）ψθ5＋（762／700）c＊Qe4－（1623／700）c＋L’￥）θ3

　　　　　　　　　　　　＋（288／175）c＊3（pθ2－（149／350）Bo（pθ3　〕

　　　　　　＋ε3〔　一（1049／3500）¢θ6＋（33103／17500）c＊（ρθ5

　　　　　　　　　　　　－（16227／3500）c＊2g）θ4＋（1039／175）c＊3（pe3－（947／350）♂㌔）θ2

　　　　　　　　　　　　＋Bo｛一（151／1750）¢θ4＋（229／175）c＊Qθ3｝　〕

　　　　　　　十◆．．．．

the　coefficients　α1，　β1，　and　γ1　to

D£＊2 ＝　ε〔

＋ε2〔

＋ε3〔

　　　　　　　　　十．．．．

　　　This　method　o

term　　of　　ε　in

in　deriving　Eq．

ε3　can　be　finally　approximated　by

　　　　£＊　＝　一（1／4）ψθ3＋（1／2）c＊Qθ2

　　　　　　　　　＋ε〔　一（3／20）＠θ＠θθ2＋（21／80）Qθ4＋（1／10）c＊Qθ3－（19／20）c＊2g）θ2

　　　　　　　　　　　　　－（9／10）Botpθ2　〕

　　　　　　　　　＋ε2〔　一（71／1400）ψθ2¢）θθ2＋（36／175）c＊goθQθθ2－（99／2800）ψθ5

　　　　　　　　　　　　　－（33／70）c＊ψθ4－（249／700）c＊2¢）θ3＋（288／175）c＊3g）θ2

　　　　　　　　　　　　　－Bo｛（22／35）¢θ3－（216／175）c＊ψθ2｝　〕

（2．50）

〈2．51）

（27／20）Qθ3－（9／5）c＊g）θ2－（9／5）Bog）θ　〕

一（27／100）ψθψθθ2＋（387／175）¢θ4－（2751／350）c＊（ρθ3

＋（2061／350）c＊2（ρθ2＋Bo｛一（78／35）ψθ2＋（432／175）c＊Qθ｝　〕

一（351／350）epe2Qθθ2＋（648／875）c＊q）θQθθ2＋（29139／14000）Oθ5

－（12518／875）c＊g）θ4＋（105681／3500）c＊2g）θ3－（3168／175）c＊3Qe2

＋Bo｛（36893／1750）Qθ3－（18516／875）c＊Qθ2－（6552／875）c＊2gDθ｝

一（20826／875）Bo2ψθ　〕

．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．52）

　　f　successive　apProximation　can　　reduce　　the　　lowest　　order

the　right－hand　side　of　the　differential　equation　as　was　done

　（2．52）　from　Eq．　（2．47）．　The　Lagrangian　£＋　in　the　　order　　of



27

＋ε3〔（139／420）Qθ3qθe2－（263／1750）c＊9θ2rPeθ2－〈546／Or5）c＊20θ、Pθθ2

　　　　－（331／800）¢θ6＋（862／875）c’Oθ5＋（903／875）c＊2¢θ4

　　　　－（17／175）c＊3g）θ3－（947／350）c＊4ψθ2

　　　　－Bo｛（3471／1750）ψθψθθ2－（5201／875）pθ4

　　　　　　　　　＋（6323／975）c＊¢θ3＋（3276／εrn5）c＊20Pθ2｝

　　　　一（10413／875）Bo2ψθ2　〕

十．．．◆◆ （2．53）

（3）　Harniltonian

　　　Since　the　dynamical　system　at　this　stage　is　for　a　potential　field　under

gravity．　one　can　transform　i　t　into　a　Hamiltonian　system．　If　　the　　momentums

for　Xθ，（ρθ，　and　（ρeθ　are　conj　ugated　as　p，　q，　and　r，．respectively，　the

CanOniCal　tranSfOrmatiOnS　are

　　　　　　　　P＝∂£／∂Zθ＝一（1／6）（ρθ，

　　　　　　　　q＝∂£／∂（ρθ；一（1／6）Xθ十∂£＋／∂9）θ，

　　　　　　　　r＝　∂£／∂ψθθ　＝　∂£＊／∂ψθθ．

The　Hamiltonian　is，　thus，　given　by

　　　　　　　　］C＝PZθ寸q9＞θ＋r（ρθθ一£

　　　　　　　　　　＋ε〔一（3／20）卿θθ2－

　　　　　　　　　　　　　　　＋（9／10）Bo9＞θ2　〕

　　　　　　　　　　＋ε2〔一一　　　　　2　2

（1／4）Oθ3－（1／2）c＊Oθ2＋qg）θ＋（1／12）f

　　　　　　　　　　　　　　　　（21／80）ψθ4－（1／10）c＊gθ3＋（19／20）♂2ψθ2

＋ε3〔

　　（71／1400）¢θ＠θθ＋（36／175）c＊（ρeQθθ2＋（99／2800）（ρe5

＋（33／70）c＊（ρe4＋（249／700）c＊2ψθ3－（288／175）c＊3g）θ2

＋Bo｛（22／35）¢θ3－（216／175）c＊1ρθ2｝　〕

　（139／420）qe3pθe2－（263／1750）c＊ψθ2ψθθ2－（546／875）c＊2　gDθ　coeθ2’

＋（331／800）ePθ6－（862／EM5）c＊Qθ5－（903／875）c’2¢θ4

＋（17／175）c＊3ψθ3＋（947／350）c＊4ψθ2

－Bo｛（3471／1750）pθqeθ2＋（5201／875）ψθ4

〈2．54）
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＿（6323／875）c＊Qe3－（3276／875）c＊2qe2｝

　　　　　　　　　　　　　　　＋（10413／875）Bo2g）θ2　〕

　　　　　　　　　　　十◆，．．楡

Hamilton’s　canonical　equations　are

　　　　　　　　　dx／dθ＝　∂3C／∂p，　　　　　　d〈ρ／dθ＝　∂3C／∂q，

　　　　　　　　　dqθ／dθ　＝　∂3C／∂r，　　　　　　　dp／dθ　＝　一∂3（1／∂Z，

　　　　　　　　　dq／dθ　＝　一∂3C／∂q＝0，　　dr／dθ　；　一∂3C／∂ψθ．

The　fifth　of　Eq．　（2．56）gives　q　ニ　const、，　and　since

explicitly　　contain　　the　　variable　　θ，　Eq．　　（2．55）

surface．　On　the　other　hand，　Eq．　（2．55）　has

deVries　　equation　　in　　the　　lowest　order，　so　that

changing　back　to　two　variables　ζ　and　ζθ，　　the

consequently　expressed　as

　　　ε33C＝　ε3ζ3〔　｛（1／4）一（1／10）εc＊十（249／700）ε2c

　　　　　　　　　　　　　　－｛（22／SS）＋（6323／975）εc＊＋＿｝ε2q

　　　　　　　　　　　　　　－｛（21／80）一（33／70）εc＊＋（903／975）ε2c＊2＋＿｝ε9

　　　　　　　　　　　　　　＋｛（5201／875）＋＿｝ε2q・εζ

　　　　　　　　　　　　　　＋｛（99／2800）一（862／975），c・＋＿｝ε2ζ2

　　　　　　　　　　　　　　＋｛（331／800）＋＿｝ε3ζ3＋．．＿〕

　　　　　　　　一ε2ζ2〔

（2．55　．〉

（2．56）

　　　　　　　　　Eq、　　（2．55）　does　　not

　　　　　　　　　iS　an　integral（．energy：）

to　coincide　with　　the　　Korteweg－

　　　　　　　the　constant　Bo　＝　－q．　By

　　　Hamiltonian　　（2．55）　can　　be

＊2＋（17／175）ε3c＊3＋．．．｝

　　　　　　　　｛（1／2）一（19／20）εc＊＋（288／175）ε2c＊2－（947／350）ε3c＊3＋．．．

　　　　　　＋　｛（9／10）一（216／175）εc＊＋（3276／師5）ε2c＊2＋．．．｝ε2q

　　　　　　－　｛（10413／875）＋．．．｝　（ε2q）2　　〕

＋ε2q・εζ

＋ε3ζθ2〔（1／12）一｛（3／20）一（36／175）εc＊＋（546／875）ε2c＊2＋．．．｝εζ

　　　　　　　　　　　　　＋　｛（3471／1750）＋．．．｝ε2q・εζ

　　　　　　　　　　　　　一　｛（71／1400）＋（263／1750）εc＊＋．．．｝ε2ζ2

　　　　　　　　　　　　　＋｛（139／420）＋＿｝ε3ζ3－．＿．〕．

｝εc＊

（2．57）
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（4）　Breaking　Model

　　　　Eq．　　（2．57）　　is　　the　　approximate　solution　of　basic　equations　（2．2）　and

also　is　the　first　integral　for　the　Korteweg－deVries　equation　in　the　　lowest

order，　　where　　the　energy　surface　is　expressed　by　the　cubic　function　of　the

variable　ζ　and　by　the　quadratic　function　of　くθ．　It　is　　important　　that　　the

coefficient　　of　ζθ2　have　a　positive　root　and　that　this　root　be　the　singular

point　of　the　first　integral　and，　　therefore，　　correspond　　to　　the　　singular

point　　in　　the　　wave　　form　　which　should　occur　at　the　crest　of　the　breaking

wave、　In　the　usual　nonlinear　wave　theory　based　on　the　per　turbation　　method，

this　singularity　is　removed　into　non－homogeneous　terms　as　in　』the　right－hand

side　of　Eq．　（2．30），　so　that　it　does　not　　play　　an　　important　　role．　A　　new

concept　　is，　　therefore，　neccessary　to　discuss　wave　breaking　resulting　from

this　singularity．

　　　　According　to　　the　　catastrophe　　theory6），　　which　　is　　a　　classification

theorem　　of　　singular　　points　on　a　three－dimensional　manifold，　the　types　of

singular　points　on　a　surface　V　represented　　by　　a　　cubic　　function　　of　　two

variables　X　and　Y　are　classified　into　two　types

　　　　　　　　　V輌　＝　X3±XY2＋q｛Y2＋biX＋c｛Y，　　　　i　ニ　1，2，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．58）

where　q輌，　bi，　and　ci　are　parameters．　Positive　and　negative　signs　correspond

to　hyperbolic　and　elliptic　umbilics，　respectively．　By　equating　　（X，Y）＝

（ζ，ζθ）　　and　by　evaluating　the　coefficients　of　ζ3　and　ζζθ2，　it　becomes　clear

that　Eq．　（2．57）corresponds　to　the　elliptic　umbilic，　that　　is，　　the　　energy

surface　　should　　be　　interpreted　　as　the　Taylor　expansion　around　a　singular

point16）．　If　Eq．　（2．57）can　be　transformed　into　the　　form　　of　　Eq．　　（2．58），

which　　would　　mean　that　the　lowest　order（essentia1）singularity　is　reserved

and　others　due　to　the　　higher　　power　　series　　are　　removed，　　the　　resultant

equation　could　be　expected　to　express　the　breaking　of　waves．

　　　　Now，　the　coefficients　of　ζ3　and　ζθ2　contain　the　variable　εζ，　parameters
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εc＊@and　ε2q；　and，　moreover，　there　is　a　relation　between　them．　When　ζθ2　＝　0，

the　　most　　significant　　information　is　obtained，　i．e．　for　the　solitary　wave

this　gives　the　relation　between　the　wave　height　and　wave　　velocity．　There－

f。，e，。ζand　it・p・we・s　i・the　c・effi・ient・・fζ3　and　＜＜θ2　can　b・・eplaced

by，c・andε2q，　P・・vid・dth・t・henζθ2・0，1・2ql《Oand　l・3SC・1《O　f・・

shallow　　water　waves，　that　is，　the　terms　in　higher　powers　of　εζ　are　thrown－

back　to　lower　powers．　The　resultant　Hamiltonian　is

　　　　ε33C　ニ　ε3ζ3〔　｛（1／4）一（5／8）εc＊＋（9／8）ε2c＊2－（2821／1400）ε3c＊3＋．．．｝

　　　　　　　　　　　　　　一｛（2203／1400）一（2497／1000）・c＊＋＿｝・2q〕

　　　　　　　　　一ε2ζ2〔　｛（1／2）一（19／20）εc＊＋（288／175）ε2c＊2

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－（947／350）ε3c＊3＋．．．｝εc＊

　　　　　　　　　　　　　　＋　｛（9／10）一（216／175）εc＊＋（3276／875）ε2c＊2－．．．｝ε2q

　　　　　　　　　　　　　　－　｛（10413／875＞＋．．．｝　（ε2q）2　〕

　　　　　　　　＋ε2q・εζ

　　　　　　　　＋ε3ζe2〔　（1／12）一　｛（3／20）一（73／700）εc＊一（3553／10500）ε2c＊2－．．．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一（6303／3500）ε2q＋．．．｝εζ　〕　．　　　　　　　　（2．59）

　　　　Hydraulic　quantities，　non－dimensionalized　by　the　water　depth　h　and　　the

gravity　　g　as　in　Eq．　（2．1），　are　given　as　follows：　　the　water　surface　dis－

placement，　wave　velocity，　and　frame　of　reference　moving　with　the　wave　are

　　　　　　　　　η＝　εζ，　　　　c　＝　1＋εc＊，　　　　X＝　x－ct，　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．60）

respectively．　Then，　Eq．　（2．59）　becomes

　　　　　　　　　（αo一η）（dη／dX）2　＝α1・（α4一α3η＋α2η2一η3），　　　　　　　　　　　　　　　（2．61）

with

αo（εc＊）

α1（εc＊）

α2（εc＊）

＝　（5／9）＋（73／189）εc＊＋（6040／3969）ε2c＊2＋．．．

　＋　｛（2101／315）＋．．，　｝ε2q，

＝12αo（εc＊）・P（εc＊），

ニ　〔　｛（1／2）一（19／20）εc＊＋（288／175）ε2c＊2

　　　－（947／350）ε3c＊3＋．．．｝εc＊

　　　＋　｛（9／10）一（216／175）εc＊＋（3276／875）ε2c＊2＋．．．｝ε2q （2．62）
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　　　　　　　　　　　　　　　　　一　｛（10413／875）＋．．．｝　（ε2q）2　〕／’P（εc＊），

　　　　　　α3（εc＊）・ε2q／’P（εc＊），

　　　　　　α4（εc＊）・ε玩P（εc＊），

　　　　　　P（εc＊）　＝　（1／4）一（5／8）εc＊＋（9，／8）ε2c＊2－（2821／1400）ε3c＋3－「，

　　　　　　　　　　　　　　一　｛（2203／1400）一（2497／1000）εc＊＋．．．｝ε2q．

Eq．　（2．61）　is　the　basic　equation　for　wave　breaking．　When　　η

must　　be　　real，　so　　ε33C≧　0．　　For　periodic　waves，　orle　of

cubic　equation　in　the　right－hand　side　of　Eq，　（2．61）　must　　be

the　others　　negative，　and　in　addition

the　root　of　the　coefficient　of　（dη／d￥）2．　Let　these　roots　　be

and　η4；　η4　≧　η1≧　O，　η3　≧　η2　≧　0，　respectively．　Fig．2、2

relation　between　these　roots．　Therefore，　Eq．　（2．61）　becomes

　　　　　　　　　（。dη／dY）・．（η・一η）（・・＋η）（η・＋・），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（η4一η）

with　　　　　（～　＝　1／α1（εc＊），

　　　　　　　　　η4　＝　α0（εC＊），

　　　　　　　　a2（εC＊）　＝　η1一η2一η3・

　　　　　　　　α3（εC＊）　＝　一η1η2十η2η3一η3η1，

　　　　　　　　α4（εC＊）　＝　η1η2η3，

and　lntegrates

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　cn2　U

　　　　　　　　η＝一η2＋（η｛十η2）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝　0，　　（d）λ／dY）2

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　the　roots　of　the

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　positive　　and

the　positive　one　must　be　smaller　than

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　η1・　一η2，　一η3，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　illustrates　the

to　give　the　wave　profile　for　periodic　waves

　　　　　　　　　　　　　　　　1－★2sn2γsn2ガ

lXl・2・β｛・・dn2・＋sni÷γn（…）｝・

k2＝

sn2γ＝（η1＋η3）／（η4＋η3）≦1，

k’2sn2γ＝μ2／β2，

β2　＝　（η4十η2）／（η1＋η3），

μ2・（η1＋η2）／（η1＋η3）≦1，

（2．63）

（2．64）

with ｛（η1十η2）（η4十η3）｝／｛（η4十η2）（η1十η3）｝　≦　1・

（2．65）

（2．66）
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where　sn，　cn，　and　dn　are　the　Jacobian　　elliptic　　functions　　of　　the　　first，

second，　　and　　third　　kinds，　respectively，　k　　is　the　modulus，　and　nぐu，丁．）　the

incomplete　elliptic　integral　of　the　third　kind，　defined　by

　　　　　　　　　n（…）・k・snγcn・d・・f，Vn－k，鶉sn，。　d…　　2・67）

The　wave　height　is　given　by

　　　　　　　　”＝η1十η2，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．68）

and　the　wave　length　is　decided　as　follows：　when　η　＝　ηl　and　一η2，　　v　＝　O　　and

K，　respectively，　then

　　　　　　　　L　・　21×1…K　・　4・・13K｛d・2γ・sn…。inγZ（・）｝・　　（2・69・

where　Z（v）is　the　incomplete　elliptic　integral　of　the　second　kind，　defined

by

　　　　　　　　　Z（・）・f。v｛d・2u－…｝d・・　　　　　（2・7・）

andκand　E　are　the　complete　elliptic　integrals　of　　the　　first　　and　　second

kinds，　respectively．

・、

●

＼＼＼

η

Fig．2．2　Relation　between　the　roots　of　the　basic　equation
　　　　　　　　　　　　　　　　　　for　wave　breaking．
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　　　　The　conservative　condition　of　mass

　　　　　　　　　（1砿ηd・…　　　　　　　（2．7い

gives　　the　　trough　depth，　defined　as　the　distance　from　the　mean　water　level

to　the　wave　trough，

　　　　　　　　η・・2・β2｛dnγcnγ｝2［6・｛2－sn2γ一か

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＋c：：着。，｛2－sn2・　一　1・誌｝K・Z（・）］・（2・72）

　　　　In　these　equations　there　are　two　basic　families　of　variables．　The　first

family　　is　the　wave　height　H　and　wave　length　L　or　wave　period　T．　The　second

family　　is　　the　　seven　　　quantities　　　η1，　η2，　η3，　η4，　εc＊，　ε2q，　　　and　　　ε33C、

Corresponding　　equations　　are　the　seven　equations　of　the　second　to　fifth　of

Eq．　（2．64），　and　Eqs．　（2．68），　（2．69），　and　　（2．72）．　The　　waves，　　therefore，

exist　　as　　the　　two－parameter　family　of　wave　height　and　wave　length　or　wave

period，　so　that　the　hydraulic　quantities　relating　to　the　wave　profiles　　can

be　　formulated　with　no　use　of　the　physical　condition，　such　as　Stokes’　first

or　second　definition　for　the　wave　velocity，　as　mentioned　before．

（5）　Occurrence　of　Wave　Breaking

　　　This　section　shows　　how　　the　　basic　　equation　　（2．63）　　constructs　　wave

breaking．　Fig．2．2　illustrates　the　relation　betweenηand　（dη／dY）2．　The　root

of　the　coefficient　of　（dη／dxi）2，　η4，　is　　a　　singular　　point　　of　　the　　energy

surface．　When　　a　　wave　breaks，　the　greatest　root　of　the　r　ight－hand　side　of

Eq．　（2．61）・η1，　apProaches　this　singular　POint，　i．e．　η1→　η4．　　In　　this

critical　　state　the　singularity　is　apparently　removed，　so　that　the　breaking

of　the　wave　can　occur．　Grant17）　has　pointed　out　that　　previous　　theoretical

investigations　on　wave　breaking　assume　that　the　singular　point　of　a　wave　in

べ）＼
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the　physical　plane　is　in　the　upper　region　of　tk｝e　wave　crest　and　moves　　down

to　　the　wave　crest　just　before　breaking．　These　circumstances　are　in　aecord－

ance　with　each　other．　Seliger’s　model18）・19）　for　壷ave　breaking，　which　is　　the

integro－differential　equation　with　the　Fourier　kernel　of　the　phase　velocity

for　linear　waves，　takes　the　same　　standpoint　　on　　the　　singularity　　as　　the

present　theory．

　　　　Fig．　2．3　　shows　　contour　lines　of　equi－energy　level　on　energy　surfaces

for　the　solitary　wave．　The　broken　lines　indicate　contour　lines　of　　a　　lower

energy　　level　　than　　the　　surroundings．　Stable　regions　are　the　shaded　areas

enclosed　by　the　solution　curves．　There　are　three　saddle　　points　　marked　　by

solid　　circles　　on　　the　　energy　surface．　The　saddle　point　at　the　coordinate

origin　corresponds　to　the　point　of　infinity　in　　the　　solitary　　wave　　phase．

When　　η1　→　η4，　　the　other　two　saddle　points　lie　on　the　solution　curve，　and

these　points　also　correspond　to　the　wave　crest　at　just　breaking．　But　　when

the　　wave　breaks，　the　three　saddle　points　lie　in　the　equi－energy　level、　the

critical　state，　indicating　that　the　energy　is　about　to　　overflow　　from　　the

energy　　potential　　well．　This　　may　be　equivalent　to　the　phenomenon　of　wave

breaking．　Fig．2．4　also　shows　contour　lines　of　equi－energy　level　on　an

energy　　surface　for　a　periodic　wave　at　just　breaking．　The　general　aspect　of’

the　energy　surface　is　the　same　as　for　the　solitary　wave　with　the　difference

that　one　　saddle　point　in　phase　with　dη／dY＝　O　is　in　the　external　unstable

reglon．

　　　　For　both　solitary　and　periodic　waves　the　trajectories　pass　two　　of　　the

saddle　　points　at　just　breaking．　However，　it　is　wel1－known　in　the　theory　of

dynamical　systems　that　there　is　no　trajectory　which　　links　　saddle　　points；

therefore，　　the　breaking　wave　profiles　should　show　them　to　be　in　the　l　imit－

ing　state　to　which　waves　approach．

　　　　Fig．2．5　i　l　lustrates　　the　　energy　　surfaces　　for　　the　Korteweg－deVries

equation，　　hyperbolic　　and　　elliptic　　umbilics，　　respectively．　　The　　energy
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Fig．2．3　Schematic　diagrams　of　contour　l　ines　of　equi－energy
　　　　　　　　　　　on　energy　surfaces　for　the　solitary　wave．
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Fig．2．4　Schematic　diagram　of　contour　lines　of　equi－energy　level
　　　　　　　　　　　on　an　energy　surface　for　a　periodic　wave．

surfaces　for　the　Korteweg－deVries　equation　and　hyperbolic　umbilic　are　found

to　　be　homeomorphic，　while　those　for　the　solitary　wave　at　just　breaking　and

the　elliptic　umbilic　are　also　homeomorphic．　The　energy　surfaces　　for　　peri－

odic　waves　at　just　breaking　are　intermediate　ones　as　seen　from　Fig．2．3　to

Fig．2．5．　The　wave　breaking　is　surely　affected　by　this　transiti』on　from　the

hyperbolic　　to　elliptic　umbilics　due　to　the　existence　of　the　singular　point

on　the　energy　surface、

　　　For　breaking　waves，　η1　→　η4，　then　the　wave　profile，　wave　　length、　and

trough　depth　become　，　respectively，

　　　　　　　　∵蕊｛c°sh㌃二lhU｝2’｝　　（2・73）

　　　　　　　　Lb　ニ　2α1n｛（1＋μ）／（1一μ）｝　，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．74）

　　　　　　　　η2ニーη3＋4（α／μ）（Ht）／Lb），　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．75，）

where　　the　　subscript　　b　　denotes　　quantities　at　just　breaking．　The　maximum
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38

crest　height　η4，　defined　as　the　length　from　the　mean　depth　of　water　to　　the

wave　crest，　that　is，　the　root　of　coefficient　of　（dη／dX）2，　is

　　　　　　　　η4　＝　（5／9）＋（73／189）εc＊＋（6040／3969）ε2c＋2＋（2101／315）ε2q＋．．．　　（2．76）

This　　is　　the　　upper　bound　for　crest　heights，　therefore，　gives　the　breaking

condition．　The　breaking　angle　is　also　given　by

　　　　　　　　ω＝π一2tan－1｛Hb／（αμ）｝．　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．77）

（6）　Discussion

a．　Solitary　wave

　　　　The　extreme　case　of　the　solitary　wave　　is　　provided　　by　　k－2　＝　1，L　＝Lb

＝　oo，　　and　　η2　＝　η3　＝　0．　　The　　relation　　between　　the　　wave　height　and　wave

velocity　is　obtained　by　setting　　（dη／dX）2　＝　ε2q　＝　ε33C＝　O　　in　　Eq，　　（2．61），

then

　　　　　　　　　　　　　　　　　1－（19／10）εc＊＋（576／175）ε2c＊2－（947／175）ε3c＊3＋．．．

　　　　　　　　H＝2εc＊・　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．78）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1－（5／2）εc＊＋（9／2）ε2c＊2－（2821／350）ε3c＊3＋．。．　　’

The　breaking　condition　is

　　　　　　　　η4・（5／9）＋（73／189）。c・＋（6040／3969）・2c＊2＋＿　　　　　（2．79）

The　solitary　wave　breaks　at　the　point　where　the　wave　height　－　wave　velocity

curve，　Eq．　（2．78），　intersects　the　breaking　condition　curve，　Eq．　（2．79）．　On

the　other　hand，　the　breaking　condition　derived　from　the　boundary　conditions

at　the　wave　surface　is

　　　　　　　　H・c2／2．　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．80）

The　maximum　values　for　the　solitary　wave　are　given　in　　Table　　2．1　　together

with　previous　results13），20）・21）・22）・23）’24）・25）126）’27）・30）．

　　　　Fig．　2．6　shows　the　changes　in　wave　height　with　respect　to　the　wave

ve1ocity　given　by　Eq．　（2．78）．　Longuet－Higgins　　and　　Fenton’s　　value27）　　is

shown　　by　an　open　circle．　Fenton’s　ninth　order　solution25）　　is　also　shown　by

the　heavy，　broken　line．　In　the　others，　solid　　and　　broken　　lines　　show　　the
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Table　2．1　Physical　properties　of　the　highest　waves．

Authors H c

McCowan（1894〕 0．78 1，249

Yamada〔1957） 0，828 1，287

Lenau〔1966） 0，827 1，286

Byatt－Smith（1970） 0．86 1，311

Strelkoff（1971） 0．85 1，304

Fenton（1972） 0．85 1，304

Longuet－Higgins（1974） 0．8296 1，288

Longuet－Higgins

and　Fenton（1974） 0，827 1，286

Tsuchiya　and

Yasuda（1974〕 0，846 1，364

Williams（1981〕 0．8332 1．2909

Breaking　mode1 0，814 1，304

breaking　conditions　（2．79）　and　（2．80），　respectively．　Furthermore，represent－

ative　　values　of　the　maximum　wave　height　and　the　corresponding　wave　veloc－

ity，　given　in　Table　2．1，are　also　in　the　figure．

　　　　Eq，　　（2．78）　agrees　　well　　with　　Fenton’s　ninth　order　solution　over　the

whole　range　of　wave　velocity．　On　the　other　　hand，　　the　　curve　　by　　Longuet－

Higgins　　and　Fenton　　takes　　on　　the　multi－valued　profile　and　its　curvature

sharply　changes　near　the　breaking　point．　These　properties　have　been　recent－

ly　found　for　finite　amplitude　waves　by　some　authors28）・29）’30）　and　recognized

as　important　characteristics　of　waves．　　　　　　　　　　　　　　　　　　・

　　　　Now，　for　some　discussion　on　these　　properties，　　the　　inversion　　of　　Eq．

（2．78）　is

　　　　　　　　　　　＊　　H　　　　　　　1－（5／4）H＋（3／2）H2－（2543／1400）H3＋．．．

　　　　　　　　　εc21－（19／e。）H．（1、551／14。。）H・．（178。7／14。。。）H・＋．．．・　（2・81）

and　the　expansion　in　a　power　ser　ies　becomes

　　　　　　　　　εc＊　＝　（1／2）H－（3／20）H2＋（3／56）H3－（309／5600）〃4＋．．．　　　　　　　　　　（2．82）

Fenton’s　equation　for　the　wave　velocity
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　9

　　　　　　　　　c2＝（1＋εc＊）2＝ΣAn（H）・　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．83）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n＝O

is　also　expanded　as

　　　　εc＊　＝　0．5H－0．15H2＋0．053571　H3－O．055179　H4＋0．019866　H5

　　　　　　　　　　－0．034284116＋0．009655H7－O．027688　H8＋0．007258　H9－．．．　　　　（2．84）

Fig．　2．7　shows　　the　comparison　of　E（i．　（2．81）to　Eq．　（2，84）with　Longuet－

Higgins　and　Fenton’s　value．　In　the　figure，　the　　variable　　n　　indicates　　the

adoption　　of　　n　　terms　in　both　the　denominator　and　numerator　of　Eq．　（2．81）．

The　power　ser　ies　approximation　（2．82）　coincides　　with　　Eq．　　（2．84）　　to　　the

fourth　　order，　which　is　the　maximum　order　of　approximations　in　the　present

theory．　It　is　found　that　when　the　order　of　　approximations　　increases，　Eq．

（2．81）　may　　approach　Longuet－Higgins　and　Fenton’s　curve，　but　the　degree　of

convergence　may　be　slow．　This　shows　that　　the　　relation　　between　　the　　wave

height　　and　　wave　velocity　sensitively　depends　on　whether　the　wave　velocity

is　an　independent　variable　or　not．　Remembering　　that　Longuet－Higgins　　and

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノFenton’s　　results　　were　　determined　　by　the　Pade　apProximation　for　the　same

equation　as　Eci．　（2．83），　Eq．　（2．81）may　take　on　the　　multi－valued　　property．

Therefore，　the　　discrepancy　　is　chiefly　caused　by　the　lack　of　higher　order

terms．

　　　　The　breaking　condition　（2．79）gives　　slightly　　fewer　　values　　than　　Eq．

〈2．80）　near　　the　breaking　Point．　However，　the　maximum　wave　height　and　wave

velocity　in　the　present　Work　agree　fairly　closely　with　the　others　　as　　seen

in　Table　2．1．

　　　　The　wave　profile　for　the　sol　i　tary　wave　is　expressed　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　sech2v

　　　　　　　　η＝H
　　　　　　　　　　　　　　1－（1／β2）tanh2・v’

　　　　　　　　　lXl　＝　2αβ｛　v－（1／β）1n　　（β＋tanhv）／（β一tanhv）　｝・，

and　the　breaking　wave　profile　is　given　by

　　　　　　　　ηb　ニHt）exp（－lXl／α）．

（2．85）

（2．86）
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Fig．2．8　shows　wave　profiles　for　the　solitary　wave　approaching　the　breaking

wave　profile　with　an　angled　crest．　Fig．2．9　gives　the　　comparison　　of　wave

profiles　　with　various　wave　heights，　for　which　Bayatt－Smith23）　has　compared

his　theoretical　results　with　Fenton’s．　Bayatt－Smith’s　　profiles，　although

not　　plotted　in　the　figure，　are　indistinguishable　from　Fenton’s　ninth　order

solution．　In　the　figure，　wave　profiles　　based　　on　　Grimshaw’s　　third　　order

apProximation3D　　　and　　Tsuchiya　　and　　Yasuda’s　　third　　order　　apProximation

（NC－3）13）　obtained　for　the　l　imiting　case　　of　　the　　enoidal　　wave　　are　　also

plotted．　The　wave　profiles　in　the　present　work　are　slimmer　than　the　others

and　differences　between　wave　profiles　are　nearly　constant　　even　　for　　great

values　of　wave　height　near　the　breaking　point　because　the　breaking　angle　is

100．4°　which　is　less　than　Stokes’　angle　of　1200．　Notice　that　　the　　cuspidal

profile　at　just　breaking　cannot　be　obtained　by　Fenton’s　ninth　order　apProx－

imation　for　lack　of　more　higher　　order　　terms．　For　　instance，　Schwartz二8）

worked　generally　to　the　order　of　48　but　only　to　the　order　of　117　for　the

deep　water　waves，　while　Cokelet29）　　worked　throughout　to　the　order　of　110．

η

’
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　　　　　H＝0．8’4rJロsf　break’ngノ

、2ミ・＼σ7

　　　　　　　　　　　　　　　゜

o．3　　　×＼
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　　　　　　＼．．
　　　　　　　　　　＼．．

So川σry脚ves
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Fig．2．8　Wave　profiles　for　the　solitary　wave．
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b．　Periodic　waves

　　　　Wave　properties　for　per　iodic　waves　are　　discussed　　here　　in　　comparison

with　　those　　based　　on　　the　Stokes　wave　theory　of　third　order　approximation

（S－3）32），　the　　Quasi－Stokes　　wave　　theory　　of　　fourth　　order　　approximation

（QS－4）12），　　and　　also　　the　cnoidal　wave　theory（NC－3）13），　the　last　two　being

developed　by　the　reductive　per　turbation　method．

　　　　Fig．2．10　shows　wave　profiles　for　periOdic　waves　of　　the　　dimensionless

wave　period　Tニ　20　with　various　wave　heights　H，　which　approach　the　breaking

wave　profile　with　an　angled　crest．　Some　comparisons　of　these　wave　　profiles

for　various　　T　　and　H　　are　shown　in　Fig．2．11．　Wave　profiles　based　on　the

breaking　model　are　sli㎜er　than　the　others　as　was　the　case　with　the　soli－

tary　wave．

　　　　Figs．　2．12，　2．13，　and　2．14　respectively　show　the　changes　in　wave

height，　in　wave　velocity，　and　in　crest　height　at　just　breaking　with　respect

to　　the　　dimensionless　　wave　　period　　T．　The　curves　based　on　the　three　wave

theories　above　are　obtained　by　the　adoption　of　the　Rankine－Stokes　　breaking

condition1）．　　The　values　in　Figs．2、12　and　2。13　are　for　the　solitary　wave．

The　differences　of　breaking　wave　height　　between　　the　　breaking　　model　　and

other　　theories　　are　　nearly　　constant．　The　reason　results　chiefly　from　the

discrepancy　in　values　of　wave　　height　　for　　the　　solitary　　wave．　The　　wave

velocities　for　values　of　T　greater　than　25　are　slightly　less　than　those　for

cnoidal　waves，　while　for　small　T　the　breaking　　model　　has　　wave　　velocities

about　15　％　greater　than　the　others　do，　in　spite　of　smaller　values　for

breaking　wave　heights．　Similarly，　the　crest　heights　at　　just　breaking　　are

also　greater．

　　　　The　breaking　angle　of　finite　amplitude　waves　is　shown　in　Fig．2．15．　The

solitary　wave　at　the　maximum　wave　height　has　a　　crested　　angle　　of　　100．40．

Fig．　2．15　suggests　that　breaking　angles　are　nearly　constant　for　dimension－

less　wave　periods　greater　than　15　and　sharply　increase　to　1800　for　the
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Fig．2．15　Changes　in　breaking　angle　at　just　breaking．

smallest　wave　period，　that　is，　no　wave．

　　　　Fig．2．16　shows　a　comparison　of　various　breaking　inceptions12），13）・33）’34）．

The　breaking　model　agrees　closely　with　other　breaking　inceptions　　over　　the

whole　range　of　1／Lb　〈　0．18　　because　the　discrepancies　in　wave　height　and　in

wave　velocity　seen　in　Figs．2。12　and　2．13　have　apparently　vanished　　due　　to

the　adoption　of　the　representation　Hb／Lb．
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　　　　Asimilar　comparison　of　the　changes　in　wave　velocity　and　in　crest

height　for　the　smaller　values　of　wave　height　H＝0．7　and　O．5　are　given　in

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　、

Figs．　2．17　　and　2．18，　respectively．　Wave　velocities　based　on　the　breaking

model，　as　before，　take　on　greater　values　than　the　others　for　small　　T，　　but

the　　attention　must　be　paid　to　the　fact　that　the　corresponding　wave　heights

are　much　closer　to　the　breaking　wave　heights　than　the　　others　　as　　seen　　in

Fig．　2．12．　Fig．　2．18　　also　　shows　that　the　crest　heights　are　higher　than

those　obtained　from　previous　theories．

　　　　The　breaking　model，　as　discussed　above，　gives　longer　period　waves　whose

crest　　heights　　and　　wave　velocities　are　a　little　greater．　The　reasons　stem

from　the　formulation　procedure　of　the　breaking　model　described　　in　　Section

2．2（4），　the　　assumption　that　ε2q　《　1　and　ε33C《　1　when　dη／dY＝　0，　and　from

the　lack　of　higher　order　terms．

　　　　Finally，　we　turn　to　a　discussion　on　the　water　particle　velocity．　There

exists　a　singular　point　in　the　equation　for　the　wave　profile　as　seen　in　Eq．

（2．65），　and　this　equation　cannot　be　expanded　in　a　power　ser　ies．　Therefore，

the　　proper　　expression　　for　　the　water　particle　velocity　is　still　unknown．

This　is　a　disadvantage　of　　the　　breaking　　mode1．　Nevertheless，　the　　chief

difficulty　　in　the　wave　theory　is　that　an　unknown　wave　profile　is　contained

in　the　boundary　conditions　at　the　free　surf’ace，　and　if’the　wave　profile　　is

known　αpriori，　physical　quantities，　such　as　water　particle　velocity・mass

flux，　and　wave　energy，　can　be　determined　　as　　an　　external　　boundary　　value

problem．　For　　an　　apProximate　　solution　　for　　this　problem・　the　use　of　the

stream　function　theory35）　possesses　manifold　advantages．　According　to　　this

theory，　　the　　wave　　profile　　and　　the　horizontal　and　vertical　components　of

water　particle　velocities　can　be　expressed，　respectively，　　in　　the　　present

notatlon，　as

　　　　　　　　　η一（1／・）［・・一堀・i・h（・－2）・hiη



where

wave　surface，

surface

coefficients　X∫

kinematic

The　degree　of　satisfaction

in　which

values

tlon　at

The　gross　error

standard　deviation

　　　　　　　　　・，・涯，E、・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　t

　　　　　　　　Q＝（1／1）ΣQ、，

　　　　　　　　　　　　　　　　　i＝1

where　　Qi　are　Bernoulli’s

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　51

　　　　　　　　　　　　　　　　　　・｛Xn・・s（n－2）・÷・Xn・1si・（－2）・÷｝］・（2・・r）

。．一

ﾊ（n．2）Z。。sh（。．2）。　h・z

　　　　　　　n＝4，6，．．．　　　　　　　　　L　　　　　　　　　　　　　　　　　　L

　　　　　　　　　　　　　・｛Xn・・s（・－2）・÷・X・・1si・（・－2）・三｝・　（2・99）

　　　　　　　　　N二1

w・一
ｰ（n－2）1。i。h（。－2）。h＋z

　　　　　　　n＝4．6，．．．　　　　　　　　　L　　　　　　　　　　　　　　　　　　L

　　　　　　　　　　　　　・｛Xn・i・（・－2）・÷－Xn＋1c・s（・－2）・ヂ｝・　（2・89）

コcl　＝　．lt’－ct，～V　　　is　　an　　odd　number，　¢o　is　the　stream　function　at　the

　　　　　　　and　Xj　are　coefficients　of　the　Fourier　series．　　If　　the　　wave

　　η，　wave　　period　　T，　and　　wave　　velocity　c　are　given，　the　Fourier

　　　　　　　　and　the　value　of　the　stream　function　q）o　　must　　satisfy　　the

　　　　boundary　　condition　　by　means　of　the　least　square　approximation．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　is　evaluated　by　the　standard　deviation

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　l

・、・・何，E1・（1／1）Σ（ηrη。、）2，　　　　　　（2．90）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　｛ニ1

　　the　subscript　i　is　a　phase　index　for　a　sequence　consisting　of　I

　and　　m　indicates　a　measured　quantity．　The　dynamical　boundary　condi－

　the　wave　surface　is

（1／2）｛（。．c）・＋ω・｝＋η。c。nst．＝Q，　say．　　　　　（2．91）

　　　　　　　　for　this　boundary　condition　is　similarly　evaluated　　by　　the

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　l

（1／1）Σ（Q－Q、）2，

　　　　i＝1

Qi・η。i＋（1／2）｛（Ur　c）2＋IV～｝，

constants　at　the　wave　surface．　On　the　other

（2．92）

hand，
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the　dynamical　boundary　condition　in　the　present　theory，　the　second　　of　　Eq．

（2．2），　becomes

　　　　　　　　　（1／2）｛（u－c）2・t・」2｝＋η・（1／2）c2　　　　　　　　　（2．93）

at　　the　　wave　surface，　that　is，　an　arbitrary　function　of　time　士　is　included

in　the　potentia1　φt．　Here　exists　the　difference　in　the　definition　for　　the

dynamical　boundary　conditions　between　the　two　wave　theories，　Eqs．　（2．91）

and　（2．93）．　The　function　Q－（1／2）c2　is，　then，　an　index　of　the　accuracy　　of

the　　approximation　for　this　boundary　condition　based　on　the　stream　function

theory．

　　　　Fig．2．19　shows　the　changes　in　Q－（1／2）c2　with　　respect　　to　　the　　wave

height　　for　　T＝　　10，　20，　and　30，　where　the　kinematic　boundary　condition　is

satisfied　to　the　order　of　o1　〈　10－5　for　the　sequence　of　l　＝　128．　The　figure

indicates　　that　　Eqs．　（2．88）　and　（2．ee）　can　estimate　water　particle　　veloc＿

ities　satisfying　the　dynamical　boundary　condition　within　an　error　of　　1　　％．

Fig．2．20　shows　the　relations　between　the　wave　height　and　both　the　horizon－

tal　component　of　water　particle　velocities　at　the　wave　　crest　　uc　　and　　the

wave　　velocity．　This　　figure　　can　　be　　used　　to　examine　the　Rankine－Stokes

breaking　condition．　Open　circles　are　evaluated　values　of　the　wave　　velocity

based　on　the　breaking　model　as　well　as　those　of　the　water　particle　velocity

at　wave　crests　based　on　the　stream　function　theory．　The　solid　　bireles　　are

quantities　　at　　just　　breaking．　Broken　lines　are　extrapolation　curves　using

Lagrange’s　interpolation　polynomia1．　Fig．2．21　is　the　enlargement　of　Fig．

2．20．　The　　water　particle　velocities　uc　approach　the　breaking　point　asymp－

totically，　although　the　values　are　about　a　few　percent　less　than　　the　　wave

velocities　　at　just　breaking．　Figs．2．20　and　2。21　suggest　that　the　breaking

model　with　peaking　has　the　property　of　uc　－　c　at　just　breaking，　　that　　is，

the　Rankine－Stokes　breaking　condition　holds．
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2．3Small　Scale　Wave　Breaking　by　Wind

　　　　　　　－　Incipient　Breaking　一

（1）　Vorticity　Equations

　　　　In　　this　　section　　small　　scale　　wave　　breaking　　by　　wind，　termed　　the

”incipient　breaking”　by　Banner　and　Phillips7），　is　discussed　in　　detail　　and

some　questions　are　raised．

　　　　Take　　a　local　coordinate　（s㌔n＊）　≡　　（s1＊，s2＊，n＊）　such　that　the　s’k－axis　is

parallel　to　a　wave　surface　η＊　with　the　coordinate　origin　on　it　and　n：←－axis，

normally　upward　as　shown　in　Fig．2．22，　and　consider　the　behaviour　of　a　thin

sheet　of　vorticity　w＊　parallel　to　the　　wave　　surface．　　In　　this　　wind－drift

layer，　the　tangential　velocity　u＊　≡　　（u｜㌔u2＊）　varies　rapidly　with　depth　and

・pP・・aches　th・tangenti・l　vel・ci・ty　U＊ №?@th・1・wer　fl・id・hi・h　can　b・

assumed　to　be　irrotational．　Non－dimensional　variables　are　used　as　follows：

　　　　（X，Z）。（X㌔Z・）／h，（。，。）・（。㌔。・）／れ，亡・t・疏，η・η・／h，

　　　　（。，。）。（．㌔。・）／偏，U．U・／V67，，。．C・／偏，

　　　　　P・P・／P・」h　，・・τ・／pgh，・…偏，　R・れ九／・，

where　　the　　asterisk　　indicates　　a　　dimensional　variable，　and　’1’is

depth　of　water，　t＊　the　time，　g　the　acceleration　of　gravity，　Iv＋

of　　11＊－component，　c＊　　the　　wave　　velocity，　p＊　　the　pressure，　τ＊

stress，　ρ　the　density　of　water，　R　the　Reynolds　number，　and　　u　　the

VISCOSlty　Of　Water．

　　　　The　vorticity36）　can　be　approximated　by

　　　　　　　　　w　　≒　　（　一　∂u2／∂n，　　∂u1／∂n，　0　　）．

With　　the　　aid　of　the　equation　of　continuity，　the　vorticity

tion，　then，　becomes

（2．94）

　　　　the　mean

the　velocity

　　　the　shear

　　　　kinetic

　　　　　　　　　（2．95）

transport　equa一
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　　　　　　　　貴…㌣∂慧叫窒｝・芸｛ω慧≒；蒜・　　　　（2・96）

in　the　notation　of　Cartesian　tensors．　By　　integrating　　Eq，　　（2．96）　　in　　the

wind－drift　　layer　　with　respect　to　n　from　一δ　to　O，　and　by　using　the　condi－

tions　that　the　normal　velocity　w　vanishes　at　the　wave　surface　and　that　　the

vorticity　　∂uj／∂n　≒　0　（ゴ　＝　1，2）　　below　　the　　layer，　　the　second　and　third

terms　become

　　　　　　　　fl∂…、｛　　∂UiUi　　∂n｝dn・1∂e、｛・・（・）2－Ui（一δ）2｝≡1∂言4U・2・

　　　　　　　　∫隠ぽ｝d…（・）∂巻i°）一・（一δ）∂uち：δ）≒・・

in　which　δ　is　the　drift　layer　　thickness　　and　　A　　　denotes　　the

across　i　t．　Therefore，　Eq．　（2．96）becomes

　　　　　　　　畜∠・・最4・・2害き・

This　equation　is　expressed　generally　in　the　vector　form

　　　　　　　　畜4∪＋▲M・1・≒嬬・

where　▽s≡（∂／∂s1，∂／∂s2）．

（2．97）

difference

（2．98）

（2．99）
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　　　　Now，　define　a　local　drift　q　as　the　difference　of　velocities　between

n　ニ　O　and　n　ニ　ーδ　in　the　vortical　wind－drift　layer　as

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　qニAu．　　　　　　　　　　　　　　　〈2．100）

Since　at　the　wave　surface　u　＝U＋q，　while　below　the　layer　u　＝U，

　　　　　　　　　∂q／∂t＋▽s｛U・q＋（1／2）q2｝　≒A（∂τ／∂n），　　　　　　　　　　　　（2．101．）

where　τ　＝　（1／R）（∂u／∂n）　is　the　tangential　component　of　　viscous　　stresses．

Eq．　　（2．101）　consists　　of　　the　same　directional　component　of　U　with　q．　The

variations　in　component　of　U　normal　to　q　stretch　the　vortex　lines，　but　the

drift　　layer　　thickness　　decreases，　then　the　relative　drift　qmay　be　un－

affected．　Phillips　and　Banner8）　have　evaluated　the　right　hand　side　of　Eq．

（2．101）　as　the　order　of　dτ／δ　on　the　consideration　that　when　waves　exist，　T

varies　with　the　shear　stress　of　wind，　but　the　distortions　of　the　layer　　are

sufficiently　　rapid　　such　that　the　viscous　diffusion　of　vorticity　in　a　wave

period　can　be　neglected．　Therefore，　if　the　assumption

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　dτ／δ《q　　　　　　　　　　　　　　（2．102）

holds，　Eq．　（2．101）　is　approximated　by

　　　　　　　　　∂q／∂t＋▽s｛U・q＋（1／2）q2｝　≒0．　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．103）

This　equation　specifies　the　distribution　of　surface　drift　q　in　terms　of　the

underlying　velocity　field　U．

（2）　Surface　Drift　at　Just　Breaking

　　　　In　a　single　wave　train　with　a　wave　velocity　c，　the　motion　is　steady　in

the　frame　of　reference　moving　with　the　wave，　so　that　Eq．　（2．103）　integrates

to　glve

　　　　　　　　Uq　＋（1／2）q2　＝　（uo－cs）qo＋（1／2）qo2，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．104）

where　the　subscript　s　denotes　a　component　parallel　to　a　stream　l　ine，　and　qo

and　uo　are，　respectively，　ちhe　surface　drift　　and　　tangential　　component　　of

orbital　velocities　at　the　mean　water　leve1．　Therefore，　the　surface　drift　is
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given　by

　　　　　　　　q　＝　一し1－　U2－2（cs－uo）qo＋qo2，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．105）

in　which　the　sign　is　chosen　negative　since　　q＝qo　when　し1＝　110－cs．　At

arbitrary　phases　of　the　wave　U　＝　u－cs，　then　E（i．　（2．105）　reduces　to

　　　　　　　　q・c。－u－（c。－u）2－2（c。－uo）qo・qo2．　　　　　　　（2．106＞

　　　　If　　the　Rankine－Stokes　breaking　conditioni）　is　assumed，　qc＋Uc、＝　qc＋uc

－c　ニ　O　at　the　wave　crest，　so　that　Eq．　（2．106）gives

　　　　　　　　（c－uc）2　＝　qo｛2（cs－uo）－qo｝．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．107）

Therefore，　Eq．　（2．106）together　with　　Eq．　　（2．107）　can　　determine　　surfaee

drift　at　just　breaking．

　　　On　　the　　other　　hand，　corresponding　breaking　wave　heights　are　evaluated

from　the　equation　of　momentum．　The　　variations　　of　　pressure　　in　　the　　thin

vortical　　surface　drift　layer　usually　have　l　i　ttle　influence　on　the　propaga－

tion　speed　of　a　wave．　Furthermore，　the　response　time　of　the　vortical　　layer

under　　influence　　of　　the　variations　in　shear　stress　on　the　wave　surface　is

considered　great　compared　with　the　wave　period．　Namely，　　when　　a　　vortical

layer　　is　　formed　　in　a　scale　of　time　larger　than　the　time　in　which　a　water

particle　travels　from　a　wave　crest　to　a　trough，　the　effects　of　viscosity　on

the　　already　　vortical　　fluid　　generated　in　a　wave　period　can　be　neglected．

Under　these　conditions，　the　equation　　of　　momentum　　for　　the　　steady　　state

becomes

　　　　　　　　W・V・▽｛（1／2）y2＋z＋P｝・（1／R）▽2V≒0　　　　　　（2．108）

in　the　　（ξ，Z）≡　（X－c士，Z）coordinate，　where▽　≡　（∂／∂ξ，∂／∂Z）．Both　the

velocity　vector　V　and　vorticity　vector　W　are　on　the　wave　surface，　then　the

product　W×V　is　normal　to　the　wave　surface．　Furthermore，　if　the　var　iations

of　pressure　along　the　wave　surface　can　be　neglected　compared　with　those　　of

velocity　field，　the　tangential　component　of　Eq．　（2．108）　is

　　　　　　　　∂｛（1／2）V2＋η｝／∂s≒0，　　　　　　　　　　　（2．109）
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　so　that

　　　　　　　　　　（1／2）y2＋η＝const．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．110）

　along　the　wave　surface．　This　means　that　the　velociしy　V　takes　on　the　minimum

　value　when　the　water　surface　displacement　η　　is　　maximum，　　then　　separation

　occurs　　first　at　　the　　wave　　crest．　Since　　V＝　qo＋uo－cs　　at　η　＝　O　　and

　y＝　qc＋uc－c　＝　O　at　η　＝　ηmax，　Eq．　（2．110）　reduces　to

　　　　　　　　　　2ηmax　＝　（Cs－Uo－qo）2．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．111）

　　　　　For　the　lower　fluid，　assumed　　to　　be　　approximately　　irrotational，　　the

　stream　l　ine　is　given　by
ヤ

　　　　　　　　　　tanφ　＝ω脚／（u脚一c），　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．ll2）

　where　　uw　　and　　初q　are　orbital　velocities　and　φ　　is　the　slope　of　the　stream

　　line　at　the　origin　o’．Then，　it　holds　that

　　　　　　　　　　Cs－uニ　　（c－Uw）2＋鋤2．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．113）

　Thus，　Eqs．　（2．106），　（2．107），　and　（2，111）become

　　　　　　　　　　q／c＝λ一　λ2－2λo（qo／c）＋（qo／c）2，　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．114）

　　　　　　　　　　　｛1－　（％／c）｝2　＝　（qo／c）｛2λo－　（qo／c）｝，　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．115）

　　　　　　　　　　（2／c2）ηmax　＝　　｛λo－　（qo／c）｝2，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2，116）

　where

　　　　　　　　　　λ　＝　　｛1－　（Uw／c）｝2＋　（ωw／c）2，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．117）

　and　λo　is　a　value　of　λ　at　η　＝　0．　These　　equations　　are　　also　　expressed　　in

　terms　of　qc　as

　　　　　　　　　　q／c・λ一λ2－（q。／c）2，　　　　　　　　　　　　（2．118）

　　　　　　　　　　qo／c＝λo＿　λ、02＿（qc／c）2，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．119）

　　　　　　　　　　（2／c2）ηmax・λ02－（q。／c）2．　　　　　　　　　　　（2．120）

　　　　　Now，　some　remarks　on　the　paramter　λ　are　given．　For　irrotational　motion，

　　　　　　　　　　λo　＝　1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．121）
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holds　exactly37），　while　the　dynamical　boundary　condition　at　an　irrotational

wave　surface　is

　　　　　　　　　（c－uu，）2＋loω2＋2η　＝　c2＋const．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．122）

Thus，　at　η　＝　0

　　　　　　　　　λ02≡｛1－（u。o／c）｝2・（uhao／c）2・1・c・nsし／c2．　　　　（2．123）

In　the　Quasi－Stokes12）　and　cnoidal13）　wave　theories，　the　eonstant　is　　taken

to　　be　uniquely　zero，　while　in　the　Stokes　wave　theory32）　it　is　expressed　as

a　power　series　of　the　small　parameter　approximately　satisfying　Eq．　（2．121）．

Equating　　Eq．　　（2．122）　at　η　＝　O　and　η　二　ηmax　gives　Eq．　（2．120）．　Therefore，

the　analysis　above　for　the　breaking　wave　height　corresponds　to　small　　scale

wave　　breaking，　　in　　which　　the　　dynamical　　boundary　condition　without　wind

effects　is　approximately　applicable．　When　λo　＝　1，　the　results　correspond　to

those　of　Banner　and　Phillips　and　others．

（3）　Discussion

　　　　Figs．　2．23　　and　　2．24　　show　　the　　breaking　　conditions　in　terms　of　the

surface　drift　qo　given　by　Eqs．　（2．115）　and　（2．116），　that　　is，　　the　　maximum

water　　particle　　velocity　　at　the　wave　crest　and　the　maximum　wave　elevation

above　the　mean　water　level　that　can　be　attained　without　　breaking，　　respec－

tively．　When　surfaee　drift　vanishes，　these　figures　give　the　Rankine－Stokes

breaking　condition　with　no　　wind；　but，　as　　qo／c　　increases，　　the　　maximum

unbroken　　crest　　height　　and　water　partiele　velocity　at　the　wave　crest　both

diminish　rapidly．　Similarly，　Fig．2．25　gives　　the　　maximum　　wave　　elevation

ηmax　　as　　a　function　of　surfaCe　drift　at　the　wave　crest　q．．　The　relation　of

surface　drift　qc　to　qo　is　shown　in　Fig．2．26，　indicating　　that　　for　　small

qo／c　surface　drift　chiefly　occurs　near　the　wave　crest　and　predominates．

　　　　Fig．　2．27　　shows　　distributions　of　surface　drift　at　just　breaking　with

respect　to　the　phase　of　waves　for　three　　finite　　amplitude　　waves　　obtained
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Fig．2．23　Relation　between　the　maximum　water　particle　velocity
　at　the　wave　crest　and　surface　drift　at　the　mean　water　leve1．
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Fig．2．24　Relation　between　the　maximum　wave　elevation　without　breaking
　　　　　　　　　　　　　and　surface　drift　at　the　mean　water　leve1．



65

～。＼x。εξ

’

0，5

0 O．5 ’

qc／c

Fig．2．25　Relation　between　the　maximum　wave　elevation　without　breaking
　　　　　　　　　　　　　　　　and　surface　drift　at　the　wave　crest．
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Fig．2．26　Relation　of　surface　drift　at　the　wave　crest
　　　　　　　　　to　that　at　the　mean　water　leve1．



Qo

后．N．bo己

のΦ＞m3

Od

』＼×

ΦΦ．、
㌔ミ。・

oo．O旬O＼o●

OO“トn－O～

OO．O

、
o＼●

0．O

』＼×

oo

ｳ
助。ミ“

oo．O鮪O＼O●

Yg
o》1‘

◎ト

OO．O

～ o＼●

妨．O

」＼×

oo
ｳ．～

㌔ミ。・

◎D．O胞O＼O●

O、“ト

めー⑩

Oり．O

～ o＼●

66



67

Table　2．2　Physical　properties　of　breaking　waves　of　permanent　type
　　　　　　　　　　　　　　　in　the　presence　of　surf’ace　drift．

Theories T qc／C qo／C qc／qo Hb C λ　O

S－3 10

0．2

O．4

O．6

O．8

0．0211

O．0875

O，191

O，404

9．50

S．57

R．15

P．98

0，653

O，549

O，422

O，255

1，044

P，020

O，992

O，959

0，960

O，958

O，975

O，995

QS－4 10

0．2

O．4

O．6

O18

0．0208

O．0869

O．0206

O，404

9．60

S．61

Q．91

P．98

0，686

O，566

O，427

O，255

1，070

P，037

P，000

O，960

0，970

O，964

O，977

O，995

NC－3 20

0．2

O．4

O．6

O．8

0．0213

O．0873

O．0204

O，401

9．39

S．58

Q．94

P．99

0，731

O，605

O，446

O，248

1，222

P，172

P，111

P，039

0，950

O，960

O，983

O，998

Hb

’

0．8

0．6

O．4

0．2

0
2

竃

／／

　　　　　／

QS－4
　　　　／

　汐L

　　　　〇プ／

4

o摯／／ノー一’
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2

τ
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　　’0

Fig．2．28　Breaking　inception　for　progressive　waves　of　Permanent　tyPe

ce　o　　sur　ace　　r1　　．
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from　　the　　Stokes，　Quasi－Stoke，　and　cnoidal　wave　theor　ies．　Table　2．2　gives

corresponding　physical　properties．　Fig．　2．27　and　Table　　2．2　　indicate　　that

when　　surface　　drift　　qc／c　　is　　small，　qc／qo　is　reasonably　great，　therefore

surf’ace　drift　predominates　near　the　wave　crest．　However，　as　qc／c　increases、

great　　surface　　drift　occurs　throughout　the　phase　of　waves　and　the　breaking

wave　height　becomes　smal1．　Furthermore，　note　that　　positive　　surface　　drift

alvays　occurs，　even　in　the　wave　trough．

　　　　The　　breaking　　inception　for　progressive　waves　of　permanent　type　in　the

presence　of　surface　drift　is　shown　in　Fig．　2．28，　where　　breaking　　inception

with　　no　　wind　has　also　been　added．　Wave　profiles　at　just　breaking　affected

by　surface　drift　are　theoretically　symmetric，　but　wave　profiles　　for　　great

surface　drift　would　become　asymmetric，　so　that　the　criterion　of　this　figure

does　exist　for　suitable　surface　drift　　qc／c．　This　　model　　also　　offers　　no

information　about　the　wind　stresses　in　connection　with　surface　drift，　about

which　further　investigation　is　required．

2．4Wave　Breaking　in　t　le　Presence　of　Surface　Drift

（1）　Intrinsic　Equationsio）

　　　　To　investigate　the　normal　distribution　of　surface　drift　　in　　the　　wind－

drift　　layer　　along　　the　　surface　of　a　single　wave　train，　consider　a　stream

line　o’s　and　its　orthogonal　trajectory　o’n　　as　　shown　　in　　Fig．　2．29，　the

motion　being　two－dimensional　and　steady　in　the　（ξ，Z）≡≡　（X－ct，Z）frame　of

reference　moving　with　the　wave．　Let　ds　and　dn　be　elements　of　　the　　arcs　　of

o’s　　and　　o’n，　　and　　let　　κs　　and　κn　be　the　corresponding　curvatures　at　the

origin　o’．　We　need　the　intrinsic　equations　at　o’

　　　　Temporarily　introduce　a　rectangular　coordinate　（コじ，之），　taking　エー　and　　こ一

axes　at　o’　to　be　tangent　and　normal　to　the　stream　l　ine，　and　let　the　tangent
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at　s　make　the　angle　θ　with　the　エーaxis．　Thus，

　　　　　　　　κ、＝∂θ／∂s，κ。＝∂θ／∂n，　forθ一

　　　　　　　　∂工／∂S　＝　COSθ，　　∂之／∂S　＝　sinθ，

　　　　　　　　∂τ／∂n＝－sinθ，∂Z／∂n＝COSθ．

Therefore，　differentiating　and　putting　θ　＝　0，

　　　　　　　　∂2コc／∂s2・0，∂2之／∂s2・κ。，∂2．ltr／∂n2

1f　f　is　any　functioh　of　コc　and　z，

　　　　　　　　∂f／∂x　＝　∂∫／∂s，　　∂∫／∂之　＝　∂f／∂n，

　　　　　　　　∂2∫／∂［I」2・∂2∫／∂S2一κ、（∂f／∂n），

　　　　　　　　∂2f／∂之・∂2∫／∂n2＋κ。（∂f／∂S）．

　　　　　　　　　　　　　　　　　Z

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　5

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　d“　　　　　　　θ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Sfreσm”ηe
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　o・

φ

0，

　　　　　　　　　　　　＝一κ。，∂2z，／∂n2・0．

derivatives　of　f　at　θ　＝　O　are

φ＋7／2

q

eピ∬／2

下

ξ

（’

Q．124）

（2．125）

（2．126）

　　　　　　　　　　　　　　　　O

　　　　　　　　　　　　Fig．2．290rthogonal　curvilinear　coordinate　system．

　　　With　the　aid　of　these　relations，　the　convection　and　　viscous　　terms　　in

the　Navier－Stokes　equations　of　motion　in　the　（コ〔，之）plane　become，　respec－

tively，

｛・念・w－lilz7｝（qe｛θ）・qii・i…q2　and

｛∂2　　∂2　　　十∂コじ2　∂ジ｝（・e・θ）・［ll？llq・iき一長駕・㍑一q（Ks・・Kn・）］

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＋i・［2・・ii・2・・き・q｛…÷・芸｝］・

（2．IM）



　　　　　書・qii÷1［露き環・輪駕一q（Ks・・Kn・）］・

　　　　　9／1…q2÷；［2・・ii・2・・駕・q｛芸・芸｝］・

whereΩis　the　potential　of　the　external　force．　ln　addition，　the

Of　eOntinUity　iS

　　　　　　　　　∂q／∂s＋κnq　＝　0．

The　vorticity　is　also　given　by

　　　　　　　　　ω　＝　一　∂q／∂n＋　Ksq．

Eq．　（2．128）　can　be　written　in　terms　of　the　vorticity　as

　　　　　芸｛・・（1／2）q2・Ω｝・：［÷q｛帯6÷｝一　q（…2＋・・2）］・

　　　　　芸｛P・（1／2）q2・Ω｝・－q・・去［－2・・ω＋q｛1／s・…：）｝］・

with　　the　　aid　　of　　Eqs，　（2．129）and　（2．130）．　Therefore，　if

vorticity，　and　their　derivatives　　are　　small　　compared　　with　　the

number，　Bernoulli’s　theorem　holds　as　a　first　approximation．

vortical　surface　drift　layer　is　formed，　viscous

　　　　Similarly，　the　shear　stress　and　pressure　in　the　wind－drift

evaluated　as

　　　　　　　　τ＝（1／R）（∂q／∂n＋★sq），

　　　　　　　　Pn　ニP－（2／R）knq．

　　　　Since　the　form　of　equations　above　is　independent　of　the　position

coordinate　origin，　they　are　valid　for　all　points　on　the　stream　line．
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・tθ・0，wh・・eu・u・i・w・q・ie　and　q・Vil7．　Th・・eal　and　imagi－

nary　　parts　　are　the　required　components．　Similarly，　the　other　terms　can　be

expressed　in　the　（s，n）coordinate．　Therefore，　intri・nsic　equations　of　motion

at　　the　origin　of　the　orthogonal　curvilinear　coordinate　（s，n）　are　expressed

by

（2．128）

equatlon

（2．129）

（2．130）

（2．131）

　　　　　　　　　　　the　curvatures，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　Reynolds

　　　　　　　　　　　However，　if　the

terms　have　important　roles．

　　　　　　　　　　　　　　　　1ayer　　are

（2，132）

（2．133）

of　the



a．　Boundary　layer　approxlmatlons

　　　　Making　the　apProximation　　of

reduces　to

　　　　　　　　　∂P　　　∂q　　∂Ω　　　1∂2q

　　　　　　　　－＋q－＋一≒一　　り・
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∂s　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　R∂ll’一　　　　　　　　　∂s　　　∂s

　　　　　　　　gLP．。、q・．璽≒・，

　　　　　　　　　∂11　　　　　　∂n

provided　　that　the　curvatures　are

eqUatlOnS　g1VeS

　　　　　　　　吉｛　∂qq－　∂s｝・き・

Banner　and　Phillips’

in　　this　equation．　With　the　help　of

becomes

　　　　　　　　蓋｛1∂2q　 2A∂。・＋κnq｝…

This　equation　is　also　written　in

　　　　　　　　　∂　　　　　　1∂2ω

　　　　　　　　示（qω）＝云∂。・・

which　expresses　the　balance　between

diffusion　by　viscosity．

b．　Boundary　conditions

　　　　Since　　the　　water　　particle

vertically，　boundary　conditions

distribution　at　the　lower　edge　of

　　　　q≡一λ・一（Ulv－　c）2＋lv。2，

　　　　∂q／∂n＝　∂Uw／∂Z
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　the　　boundary　　layer　　theory，　Eq．（2．128）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．134）

　not　large．　Eliminating　P　andΩfrom　these

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．135）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　term

　　　the　equation　of　continuity，　Eq．　（2．135）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．136）

terms　of　the　vorticity　as

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．137）

　　　the　convection　　of　　vorticity　　and　　the

　velocity　　in　　the　　lower　fluid　distributes

require　smooth　contact　with　　this　　velocity

　　the　surface　drift　layer，　i．e．

results　can　be　obtained　by　neglecting　the　viscous

一　｛∂Uu，／∂ξ　一　λ　Ks（∂η／∂ξ）｝　（∂η／∂ξ），

atn＝
δ． （2．138）
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（2） Normal　Distribution　of　Surface　Drift

　　　　Transformations

　　　　　　　　　q＝一λ（s）・f（n）　　and　　Re＝λ・R　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．139＞

turn　Eqs．　（2．136）and　（2．138），　respectively，　into

　　　　　　　　　ユ｛（1／R。）（d・f／d。・）一。。f・｝．0，　　　　　　，2．140）

　　　　　　　　　∂n

and

　　　　　　　　　f＝　l　　and　　df／dnニ　ー　（1／λ）（∂q／∂n）　　at　n＝　一δ．　　　　　　〈2．141）

Eq．　　（2．140）　together　　with　boundary　conditions　（2．141）　specify　the　normal

distribution　of　surface　drift　in　terms　of　the　underlying　velocity．

　　　　First，　whenκn　≒　0，　Eq．　（2．140）integrates　to

　　　　　　　　　（1／Re）（d2f／dn2）－t〈］T1∫2　＝　互（s），　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〈．2．142）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　．

where　A（s）　1s　independent　of　n　and，　therefore，　an　unknown　function　of　s　　to

be　　determined　　from　　the　　conditions　of　wind　stresses　exerting　on　the　wave

surace．　Since　the　surface　drift　layer　can　be　considered　　thin　　enough　　com－

pared　　with　　the　　water　depth，　the　curvature　κn　may　be　assumed　to　be　nearly

constant　across　the　layer，　so　that　Eq．　（2．142）　integrates　twice　to　give

　　　　　　　　　（df／dn）2　＝　F（f），　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（．2．143）

where　F（f）　is　the　cubic　polynomial

　　　　　　　　F（f）・（f－1）｛（2／3）κ。　Re（f2＋f・1）＋2R廷｝・B2，　（2．144）

with召　＝　d∫／dn　at　nニ　ーδ．

　　　　The　equation　F（f）　＝　O　has　real　coefficients，　thus　there　are　three　roots

a，　　b，　and　c．　One　at　least，　say　α，　is　real　and　other　two　are　either　real　or

conjugate　complex．　The　relations　between　these　r∞ts　can　be　　determined　　as

follows：

〈α）When　κn　＞　0，　　　　F（f）　＝　（2／3）κn　Re（f一α）（f－b）（f－c）．　　　　　　　（2．145）

In　　case　　of　　only　　one　real　root，　b　and　c　are　conjugate　complex　and，　then，

（f－b）（f－c）　＞　O　　for　real　f．　Thus，α　is　a　lower　bound　of　　f，　and　　ct＜　1
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because　　F（1）　＞　0．　　In　the　case　of　three　real　roots，　number　them　such　that

α＞　b　＞　c．　Sinceα＋b＋c　＝0，　c　　becomes　　negative．　When　b　・、、1，　　the

inequality　　b　＜　α　＜　1　　holds　from　the　condition　that　17（1）　＞　0，　so　that　（t

is　a　lower　bound　of　f．　Similarly，　b　is　an　upPer　bound　of∫when　b　＞　1．

（b）When　κn　〈　0，　since　F（1）　＞　0，　there　is　at　least　one　real　root，　say　　（1，

in　f　＞　1．　Thus，

　　　　　　　　F（f）　ニ　ー　（2／3）κnRe（α一f）（∫－　b）（f－c）．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．146）

In　　case　　of　only　one　real　root，α　is　an　upPer　bound　of　f．　Wherl　b　and　c　are

real，　α　＞　1　＞　b　＞　c　provided　that　c　＜　0，　thus　α　also　　becomes　　an　　upper

bound　of　∫。

　　　　Fig．　2。30　illustrates　the　possible　five－types　of　F（f），　and　correspond－

ing　solutions　are　given　by　following　equations　expressed　in　　terms　　of　　the

Jacobian　elliptic　functions：

κn＞O　F

ﾖ〃

α ’

f

Kn　＞O F

ω2ノ

σ

c b ’

κh＞0 F　　fO3，

σ

c ’

κhく0 F　の4，

@　　σ
’

f

f

κh＜O

b

F　の5ノ

σ

’

f

f

Fig．2．30　Schematic　diagrams　of　the　cubic　function　F（f）．
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（D　1）Whenκn　＞　0，α　＜　1，　and　b　and　c　are　conjugate　complex：

　　　　　　　　f＝α＋A（1－cnv）／（1＋・cnv）　　for　df（一δ）／dn〈0，

　　　　　　　　f＝α＋A（1＋cnv）／（1－cnu）　　for　df（一δ）／dn＞O，

　　　　　　　　1，二蕊∵＋∵∴9／4）。，一（1／4）（b．万、，．｝

（D2）Whenκn＞Oand　1＞α＞b＞c：
　　　　　　　　f　＝　b＋　（ct－b＞／cn2　v　　　　　　　　　　　for　　df（一δ）／dn　〈　O、

　　　　　　　　f＝一（α＋b）＋（2α＋b）／sn2v　　for　df（一δ）／dn＞0，

：㌫1∵’（n＋δ）＋V”｝

＞Oandα＞b＞1＞c：
（α・2b）sn2v　一（α・b），

〈2．147．11＞

（2．147．2）

　　　　　　　　v　＝

　　　　　　　　k2＝

（D3）Whenκn

　　　　　　　　f＝

（1／6）K，　Re（2α＋b）・（n＋δ）＋vい

（2．147．3）

　　　　　　　　v　＝

　　　　　　　　大2＝

（D4）Whenκn

（α＋2b）／（2α＋b）。

＜O，α＞　1，

　　　　　　　　∫＝Ct　－A（1＋cn’v）／（1－cnv）

　　　　　　　　∫＝α一A（1－cm戊）／（1＋cnv）

　　　　　　　　v　＝　　一（2／3）κnReA・（n＋　δ）＋　Vl，

　　　　　　　　k2　＝　（2　A＋3α）／（4　A），　　A2　＝　（9／4）α2－

（D5）Whenκn＜Oandα＞　1＞b＞c：
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　り
　　　　　　　　f＝b＋（α一b）cn“v，

　　　　　　　　v＝一（1／6）K。Re（2α＋b）・（n＋δ）＋Ul，

　　　　　　　　　む　　　　　　　　k‘＝（α一b）／（2α＋b）．

In　　Eqs．　　（2．147）　　to　　（2．151），　　I」1

denotes　a　complex　conjugate，

functions　o

and　b　and　c　are　conjugate　complex：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　δ）／dn　〈　0，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　δ）／dR　＞　0，

for　df（－

for　df　（一

　　　　　　　　　　　ぴ
（1／4）（b－b）L．

｝

（2．148．1）

（2．1482）

（2，148．3）

（2．149）

（2．150．1）

（2．150．2）

（2．150．3：〉

（2．151）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　is　a　value　of　t戊for∫＝1、　the　over－bar

　　　　　　　　　　　　　　　　and　also　sn　and　cn　are　the　　Jacobian　　elliptic

f　the　first　and　second　kinds　with　the　modulus　k，　　respectively．
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　　　　Secondly，　when　　Kn　＝　0，　　∂q／∂s　＝　O　　from　the　equation　of　continuity，

thus　surface　drift　takes　on　locally　either　the　maximum　or　minimum　value．　A

sixth－type　of　surface　drift　is，　therefore，　admittable：

（D6）When　Kn　＝　0，　Eq．　（2．140）　becomes　d3f／d3n＝　O　and　integrates　to

　　　　　　　　　f　＝　（1／2）Reλ（n＋δ）2　＋　奮　（n＋δ）　＋　1，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．152）

with　the　aid　of　boundary　conditions　and　because　this　equation　must　coincide

with　the　limiting　form　of　Eq．　（2．143）　when　κn　→　0　．

　　　　Now，　the　analysis　needs　to　be　completed　by　deciding　the　　unknown　　func－

　　　　　　　tion　　A（s）　and　the　drift　layer　thickness　δ．　The　first　of　the　basic　equation

（2．134）　is　transformed　into

　　　　　　　　　∂P／∂s＋∂Ω／∂s　＝　一λ2｛（1／tRe）（d2f／d2n）－Knf2｝，　　　　　　　　　　　　（2．153）

　　　　　　then　A　is　identical　to　the　　gradient　　of　　pressure　　exerting　　on　　the　　wave

surface，　i．e．

　　　　　　　　λ（s）　＝　一（1／λ2）（∂P／∂s）　　　　　at　n　＝　0．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．154）

The　pressure　can，　as　usual，　be　assumed　as

　　　　　　　　　Ps　＝　Cs（ρα／ρ）（IVa－c）2・（∂η／∂ξ）　≡　σp・（∂η／∂ξ），　　　　　　　　　　　（2．155）

・h・・elVa≡1ん・／痂i・the　wi・d・peed，　C、　the　sh・lt。，i。g。。effi。ient，　and

ps　≡　ps＊／pgh　and　pa　are　the　pressure　　and　　density　　of　　air，　respectively．

Therefore，　　the　　gradient　of　pressure　at　the　origin　of　the　（s，n）coordinate

becomes

　　　　　　　　　∂p／∂s　＝　一σpκs｛1＋　（∂η／∂ξ）2｝．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．156）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Av　　　　　From　Eqs．　（2．154）and　（2．156），　A　ls　given　by

　　　　　　　　A（s）　＝　κ、（σρ／λ2）｛1＋　（∂η／∂ξ）2｝　　　　　　　at　n　＝　0．　　　　　　　　　　　（2．157）

　　　　On　the　other　hand，　the　equation　of　continuity　（2．129）may　be　applicable

at　the　lower　edge　of　the　drift　layer；　then，

　　　　　　　　　∂（qδ　一　q）／∂s＋Kn（qδ　一　q）　＝　0，　　　qδ　≡　一λ，　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．158）

provided　　that　　the　curvature　k・n　is　nearly　constant　across　the　layer，　where

qδ　is　surface　drif’t　at　n　＝　一　δ．
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　　　　By　the　definition　for　the　displacement　thickness　δ1

　　　　　　　　　…δ1・f2（・・－q）d…　　　　　　2．159・

Eq．　（2．158）　takes　the　form

　　　　　　　　　∂（qδ・δ1）／∂s＋κn（qδ・δ1）　＝　0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．160）

and　integrates　exactly　to

　　　　　　　　　δ1／δ1c　＝　（λc／λ）／　1　＋　（∂η／∂ξ）2，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．161．l

where　the　condition　that　qδ・δ1　＝　qδc・δlc　at　the　wave　crest　has　been　used．

（3）　Breaking　Conditions

　　　　Physical　properties　of　wave　breaking　can　be　determined　as　　follows：　At

the　　wave　　crest　κn　＝　0，　therefore　the　normal　distribution　of　surface　drift

is　given　by　Eq．　（2．152）．　If　f　＝　fo　at　n　＝　0，　the　drift　layer　　thickness　　at

the　wave　crest　δc　is　the　greater　root　of　the　equation

　　　　　　　　　（1／2）Reλδc2　＋　彦δc　＋　（1－fo）＝0，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．162）

i．e．

　　　　　　　　　δ。・2（1ゴo）／｛B2－2Rea（1－∫o）－9｝，　　　　　（2．1631）

because　the　direction　of　surface　drift　at　the　wave　crest　should　be　the　same

as　the　wave　propagation，　i，．e．　df（一δ）／dn　〈　0，　and　because　A　is　negative　at

the　　wave　　crest　as　seen　in　Eq．　（2．157）．　The　displacement　thickness　δlc　is，

thus，　given　by

　　　　　　　　　δlc　＝　（1／3）　（1　－fo）δc－　（1／6）召δc2、　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．1　64　’）

　　　　The　Rankine－Stokes　breaking　condition，　i．e，∫o　＝　0，　gives

　　　　　　　　　δ。・2／｛B2－2Reλ一9｝，　　　　　　　　　　　（2．165）

　　　　　　　　　δ1c　＝　（1／3）δc－　（1／6）彦δc2．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．166）

Furthermore，　since　the　shear　stress　on　the　wave　surface　is　given　by
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　　　　　　　　　　　　　　　り　　　　　　　　τ＝一（λ∠／Re）（df／dn＋ksf），　　　　　　　　　　　　　　　（2．167）

the　shear　stress　at　just　breaking　becomes

　　　　　　　　τ。・（λ2／1～e）B2－2Reλ．　　　　　　　　　　（2．168）

Therefore，　δc，　δlc　，　and　τc　are　all　proportional　to　Re｝1／2　as　is　usual　in　the

boundary　layer　theory．

　　　When　　the　　pressure　exerting　on　a　wave　surface　is　given，λ　is　evaluated

based　on　Eq．　（2．157）．　Thicknesses　at　the　wave　　crest　　δc　　and　　δ1c　　can　　be

determined　　by　　either　Eqs．　（2．163）　and　（2．164）　or　Eqs．（2．165）　and　（2．166），

respectively．　Furthermore，　δ1　at　arbitrary　phases　of　the　wave　is　　evaluated

by　Eq．　（2．161），　so　that　δ　is　determined　so　as　to　satisfy　the　definition　for

the　displacement　thickness

　　　　　　　　δ1・（d・／d・）－1・fl（1－f）d・f・・∂f（一δ）／∂・〈・・

　　　　　　　　δ1　＝一（d・／d・）－1・fl（f－1）d・f・・∂f（一δ）／∂・〉・・

Finally，　the　normal　distribution　of　surface　drift　in　the

is　found　from　the　corresponding　solutions　（D　1）　to　（D　6），　and

tion　of　shear　stress　with　respect　to　the　phase　of　waves，　from　Eq．

（2．169）

wind－drift　　layer

　　　　the　distribu－

　　　　　　　　（2．167）．

（4）　Discussion

　　　　In　the　analysis　above，　　there　　are　　four　　parameters；　wave　　period　　T，

surface　　drift　at　a　wave　crest　qc／c，　Reynolds　number　R，　and　pressure　σp．　To

combine　the　Reynolds　number　R　with　the　wave　period　　T，　the　　wave　　Reynolds

number　　Rw　＝　σ／（u★2），　　where　　σ　　is　the　frequency　and　k　the　wave　number，　is

introduced．　Thus，　the　relation　of　Reynolds　numbers　R　and　　Rw　　to　　the　　wave

period　7▼becomes

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　む　　　　　　　　R／’Ru，＝　2π／（c∠T）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．170）
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in　dimensionless　form．　For　surface　drift　at　just　breaking　qc／c，　Eq．　（2．170）

varies　with　the　wave　period　as　shown　　in　　Fig．　2．31，　while　　the　　Reynolds

number　takes　on　values　within　from　105　to　108　for　water　at　a　temperature　of

20°C　as　the　water　depth　varies　from　10　cm　to　20　m，　Therefore，　it　is　suffi－

cient　for　the　wave　Reynolds　number　to　be　within　from　105　to　l　O8　to　cover　the

overall　range　of　the　Reynolds　number；　consequently，　the　Reynolds　number　for

agreater　wave　period　corresponds　to　a　shallower　water　depth．
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　　　　Fig．　2．32　　shows　　the　distributions　of　displacement　thickness　δ1，　gra－

　　　　　　　　　　　　　　　　　　dient　of　pressure　A，　shear　stress　τ，　and　substantial　surface　drif’t　1－f　with

respect　to　the　phase　of　waves　based　on　the　Stokes（S－3），　Quasi－Stokes（QS－4），

and　cnoidal　wave　theories（NC－3）．　The　surface　drift　　and　　shear　　stress　　are

values　　at　the　wave　surface，　n　＝　O，　and　all　values　are　normalized　by　values

at　the　wave　crests．　Corresponding　wave　profiles　have　also　been　shown　in　the

figure．

　　　　Both　　the　displacement　thickness　and　gradient　of　pressure　are　indistin－

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＋　　　　　　　　　　　　　　　ぴ
guishable　from　the　other　　changes　　for　　various　　pressure　　σp　＝　σρ／c』．　　The

displacement　　thickness　takes　on　a　maximum　value　at　the　wave　crest　and　from

Eq．　（2．157）　the　gradient　of　pressure　is　clearly　negative　there，　so　that　the

pressure　is　manifested　as　suction　near　the　wave　crest．　On　the　contrary，　the

shear　stress　and　surface　drift　are　sensitively　affected　both　by　the　changes

in　pressure　and　by　underlying　velocity　fields．

　　　　As　　to　the　velocity　fields　given　by　the　Stokes　wave　theory，　as　shown　in

Figs．　2．32（1）　and　（2），where　slight　secondary　waves　are　present，　for　　small

values　　of　pressure，　the　shear　stress　and　surface　drift　are　positive　in　the

leeward　side　of　the　wave　crest　and　negative　in　the　windward　　side．　　As　　the

pressure　　inceases，　　the　influence　of　underlying　velocity　fields　appears　to

be　effective；　that　is，　both　the　　shear　　stress　　and　　surface　　drift　　become

positive　near　the　secondary　wave　crests　and　negative　in　these　wave　troughs．

This　circumstance　is　predominant　in　Fig．2．32（3），where　secondary　waves　　in

the　　primary　wave　trough　are　apparent．　Positive　regions　of　the　shear　stress

and　surface　drift　vary　evidently　corresponding　to　the　primary　and　secondary

wave　　crests，　Accordingly，　the　shear　stress　and　surface　drift　distribute　in

much　the　same　way　as　if　the　leeward　side　of　the　wave　crest　were　　sheltered．

There　　exist　　positions　　where　the　shear　stress　is　greater　than　that　at　the

wave　crest，　1τ／τc　l　＞　1，　but　　water　　particles　　are　　not　　spilled　　forward

because　surface　drift　there　is　less　than　unity，　11－f1　＜　1．
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　　　　For　　the　　velocity　　field　given　by　the　Quasi－Stokes　wave　theory　without

apparent　secondary　waves，　the　distributions　of　　shear　　stress　　and　　surface

drift　may　　show　　a　little　difference　from　that　for　Stokes　waves，　but　basic

characteristics　are　the　same；　the　shear　stress　and　surface　drift　vary　as　if

there　were　sheltered　regions　in　the　leeward　slopes　of　the　wave　crests．

　　　　Of　the　Stokes，　Quasi－Stokes，　and　cnoidal　wave　theories，　the　velocity

field　based　on　the　cnoidal　wave　theory　gives　representative　stress　　distri－

butions　　because　　this　　theory　　offers　　no　　possibility　for　the　presence　of

secondary　waves　in　the　wave　trough．　Both　the　shear　stress　and　surface　drift

are　　slightly　　negative　in　the　trough　region　and　take　on　negative　minima　in

the　windward　and　leeward　sides　of　the　wave　crest．

　　　　These　characteristics　of　　wind　　stresses　　fundamentally　　coincide　　with

those　determined　by　Benjamin38），　who　calculated　the　stress　distributions　of

air　flow　over　a　wavy　boundary．　In　his　analysis，　the　　pressure　　distribution

has　　a　　substantial　component　in　phase　with　the　wave　slope、　the　same　as　for

the　present　mode1，　and　the　similar　stress　distributions　for　　a　　solid　　hump

with　Fig．2．32．（7）　are　given，

　　　　However，　　it　　is　　notable　　that　　for　small　pressure　the　reversal　of　the

shear　stress　and　also　of　the　surface　drift　occurs　just　at　the　leeward　　side

of　　the　　primary　　wave　　crest．　When　　the　pressure　increases，　this　reversal

diminishes　gradually．　To　investigate　this　　feature，　the　　ratios　　of　　shear

stress　at　the　wave　crest　to　pressure　are　given　in　Table　2．3．　It　can　be　seen

that　the　shear　stress　for　small　pressure　is　stronger　than　　that　　for　　great

pressure．　Therefore，　when　the　effect　of　the　shear　stress　at　the　wave　crest

is　much　greater　in　comparison　with　that　of　the　pressure，　a　reversal　of　　the

shear　　stress　　and　　surface　　drift　　occurs　at　the　leeward　side　as　described

above，　and　the　region　may　turn　into　a　spilling　one．

　　　　Generally，　the　shear　stress　and　surface（1．rift　change　sign　　and　　become

negative　　in　　the　　leeward　　side　　of　　the　wave　crest，　indicating　a　tendency
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Table　2．3　Ratios　of　shear　stress　to　pressure
　　　at　the　crests　of　just　breaking　waves．

Theories Rw T qc／C 百P τc！δP

0．05 1．89×10’3

0．1 1．33
106 6 0．1

0．3 0．77

0．5 0．59

0．05 2．47

0．1 1．74
S－3 106 6 0．2

0．3 1．03

0．5 0．90

0．05 2．33

0．1 1．64
106 10 0．1

0．3 0．95

0．5 0．73

0．05 1．69

0．1 1．19
106 6 0．1

0．3 0．69

0．5 0．53

0．05 2．22

QS－4 106 6 0．2
0．1 1．56

0．3 0．90

0．5 0．70

0．05 2．77

0．1 1．95
106 10 0．1

0．3 1．21

0．5 0．87

0．05 5．87

0．1 4．13

NC－3 106 20 0．1
0．3 2．37

0．5 1．83
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towards　a　reversal　of　the　surface　drift．　This　feature　has　the　same　　general

character　　as　　if　　the　air　flow　were　separated　on　the　downstream　side，　thus

causing　a　sheltered　region　in　the　usually　understood　sense．

　　　Fig．　2．33　shows　the　changes　in　shear　　stress　　at　　the　　crests　　of　　j　ust

breaking　　waves　τc　for　various　σp，　qc／c，　and　Rw．　The　shear　stress　increases

monotonically　with　respect　to　the　wave　period　because　the　required　　surface

drift　　qc　　is　　greater　than　that　for　smaller　wave　periods．　It　is　elear　from
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Fig．2．34　Changes　in　drift　layer　thickness
　　　at　the　crests　of　just　breaking　waves．
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Eq．　（2．168）　that　the　shear　stress　varies　in　proportion　　to　　Ru，－1／2　　and　　the

term　　in　the　order　of　R脚一1　has　little　effect　on　the　stress　distribution，　so

these　curves　are　nearly　identica1．　Judging　from　　the　　fact　　that　　the　　drag

coefficient　is　of　the　order　of　10－3，　the　values　for　the　shear　stress　in　the

figure　are　physically　reasonable　ones．

　　　Changes　in　drift　layer　thickness　at　the　crests　of　j　ust　　breaking　　waves

δc　are　shown　　in　Fig．2、34．　This　thickness　is　also　proportinal　to　R，－1／2，
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thus　only　the　curves　for　Rw　ニ　105　are　presented．　For　　a　　given　　qc／c、　　the

greater　the　wave　period　and　the　smaller　the　pressure，　the　thieker　the　drift

layer．　The　displacement　thickness　is　about　one－third　　of　　the　　drift　　layer

thickness，　as　given　by　Eヒ1．　（2．166）．

　　　Finally，　let　it　be　　noted　that　the　applicability　of　the　distribution

model　for　surface　drift　is　dependent　upon　the　evaluation　　of　　the　　pressure
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2．5Conclusion

　　　　This　chapter　has　dealt　with　two　types　of　breaking　conditions．　The　first

is　wave　breaking　of　irrotational　motion　without　wind　effects　and　the　second

is　that　in　the　presence　of　wind－induced　surface　drift．

　　　　First，　a　　breaking　　model　　for　progressive　waves　of　permanent　type　has

been　presented，　which　is　capable　of　showing　both　　non－breaking　　waves　　with

rounded　　crests　　and　　breaking　　waves　　whose　　crests　are　angled　rather　than

rounded．　The　derivation　of　the　model　and　　chief　　resultant　　properties　　are

summarized　below：

　　　　The　　wave　　equation，　　expressed　by　only　the　water　surface　displacement，

can　be　derived　from　the　usual　　basic　　equations　　for　　irrotational　　motion，

based　　on　　the　　reductive　perturbation　method．　The　dynamical　system　here　is

for　the　potential　field，　thus　the　system　can　also　be　transformed　　into　　the

Hamiltonian　．system　　through　　the　variational　principle．　The　Hamiltonian　is

found　to　be　an　approximate　solution　of　　the　　basic　　equations　　and　　is，　　in

essence，　a　　cubic　　function　　consisting　　of　three　parameters．　There　is，　in

addition，　a　singular　point　in　the　solution　which　corresponds　　to　　the　　wave

crest　　at　　just　　breaking　　and，　　therefore，　　has　an　important　role　for　wave

breaking；　the　usual　perturbation　procedure，　on　　the　　contrary，　　loses　　this

singularity　　because　of　the　quasi－linearization　of　the　governing　equations，

then　the　solution　has　no　possibility　of　being　a　breaking　model．　Since　　the

Hamiltonian　　is　regarded　as　a　Taylor　approximation　of　the　solution　near　the

stationary　point　for　the　variational　　principle　　and，　　therefore，　　contains

topologically　　significant　　properties，　the　Hamiltonian　should　be　converted

into　a　form　of　the　elliptic　umbilic－type　suitable　　for　　a　　breaking　　mode1，

based　on　the　catastrophe　theory．

　　　　When　　waves　　break，　wave　crests　cease　to　be　rounded，　becoming　crested，

and　the　so－called　Rankine－Stokes　breaking　condition　may　hold．　The　　maximum
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wave　　heig二．t　and　wave　velocity　generated　by　the　model　agree　well　with　thos∩

fourld　by　Byatt－Smith，　Fenton，　and　others．　The　　breaking　　wave　　heights　　for

periodic　　waves　are　slightly　smaller　than　those　based　on　the　Stokes，　Quasi－

：Stokes　．　and　cnoidal　wave　theories，　but　the　breaking　inception　is　in　accord－

ance　　with　　that　found　by　Miche，　Shuto，　and　those　based　on　the　Quasi－Stokes

and　cnoidal　wave　theories．　However，　the　breaking　angle　of　the　solitary　wave

is　　about　　100．40，　　which　is　less　than　Stokes’　angle　of　1200，　thus　the　wave

profiles　given　by　the　breaking　model　are　generally　slimmer　　than　　those　　in

other　　theoretical　　discussions　　and　　the　　wave　　velocities　　for　small　wave

periods　are　greater．

　　　　Secondly，　wind　stresses　exerting　on　waves　produce　　additional　　velocity

near　　the　　wave　　surface，　that　　is，　surface　drift．　To　investigate　the　wind

stresseぺ　at　just　breaking，　shear　stress　and　pressure，　the　normal　　distribu－

t．ion　　of　surface　drift　has　been　f’ormulated　based　on　intrinsie　equations，　in

the　orthogonal　curvilinear　coordinate　system　along　the　stream　l　ine，　derived

from’the　Navier－Stokes　equations　of　motion　with　boundary　layer　approxima－

tions．　Following　characteristics　　of　　wave　　breaking　　in　　the　　presence　　of

surface　drift　have　been　found．

　　　　The　　shear　　stress　and　drift　layer　thickness，　which　are　propor　tional　to

the　inverse　of　the　square　root　of　the　Reynolds　number　as　is　　usual　　in　　the

boundary　　layer　　theory，　　increase　monotonically　with　the　decrease　in　water

depth．　The　displacement　thickness　at　the　wave　crest　is　about　　one－third　　of

the　　drift　　layer　　thickness．　The　shear　stress　and　surface　drift　distribute

with　respect　to　the　phase　of　waves　as　if　the　leeward　side　of　the　wave　crest

were　　sheltered．　　When　　the　　shear　stress　is　reasonably　great　in　comparison

with　the　pressure，　there　occurs　　the　　reversal　　of　　the　　shear　　stress　　and

surface　　drift　　just　　at　　the　　leeward　　side　of　the　wave　crest　and　they　may

become　negative　there．　The　pressure　acts　like　suction　near　the　wave　　crest．

Thus，　a　spilling　region　may　be　formed，　where　the　water　tumbles　forward．
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　CHAPTER　3

EXPERIMENTS　ON　INTERNAL　BREAKING　COND工TIONS

　　FOR　PROGRESSIVE　WAVES　OF　PERMANENT　TYPE

3。1　1ntroduction

　　　　Observing　　waves　　from　　a　　beach，　　one　　sees　waves　pushing　sand　as　they

advance，　and　then　the　sand　is　thrown　ahead　　simultaneously　　with　　breaking．

After　　breaking，　the　　waves　　flow　　up　on　the　beach．　What　happens　as　a　wave

breaks？．

　　　　Var　ious　breaking　　conditions　　have　　been　　proposed，　　for　　example，　　the

so－called　　Rankine－Stokes　　breaking　condition1）　with　a　cuspidal　crest　angle

of　1200　and　the　breaker　inde）F）；　The　former　　deals　　with　　local　　conditions

relating　　to　　the　breaking　phenomena，　and　the　latter　is　usually　obtained．by

experiments　to　determine　breaking　　conditions，　so　　that　　i　t　　may　　well　　be

impossible　to　describe　the　whole　history　of　a　beaking　wave；　there　may　exist

breaking　conditions　subject　not　only　to　the　local　breaking　　conditions　　but

also　　to　the　internal　breaking　conditions．　However，　if　some　of　the　internal

properties　of　a　wave　can　be　evaluated，　it　may　be　possible　　to　　discuss　　the

internal　characteristics　of　the　wave　train．

　　　　There　　are　　some　　physical　　quantities，　such　　as　potential　and　kinetic

energies，　mass　flux，　energy　flux，　and　radiation　stresses、　which　are　proper－

ties　　of　　the　　wave　　train　　that　　have　been　completely　defined、　and　several

relations　between　these　integral　properties3）・4）・5）　have　been　explained．

　　　　In　this　chapter，　experimental　　investigations’on　　wave　　breaking　　are

presented，　　and　　fundamental　　phenomena　　occurring　　in　　breaking　　waves　are

discussed　to　propose　an　internal　breaking　condition　based　on　the　instabil－

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　［99］
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ity　of　waves．　Section　3．2　describes　an　experiment　on　wave　breaking、　where

the　breaking　waves　are　generated　in　such　a　waV　that　the　mass　f’lux　　accompa－

nied　　by　　progressive　　waves　　is・not　restrained　by　the　endwalls　of　the　wave

tank．　Characteristics　of　the　　shoaling　　waves，　such　　as　　changes　　in　　wave

profile，　　in　　wave　height，　and　in　wave　length，　are　shown　in　comparison　with

theoretieal　estimations．　Section　3．3　discusses　some　of　the　usual　breaking

conditions．　The　mass　transport　induced　by　breaking　waves　is　investigated　in

Section　3．4，　where　the　behaviour　of　water　particles　is　observed　by　simula－

tions　　using　　tracers，　and　the　resultant　motion　of　water　particles　near　the

breaking　point　is　found　to　be　very　active．

　　　　Section　3．5　sets　out　the　formulation　of’an　internal　breaking　mechanism

and　　discusses　　the　　mechanism　　in　　comparison　　with　　experimental　results．

Partition　laws　of　wave　energies　are　derived　based　on　the　　conservation　　law

of　　energy　flux（energy　flux　method），　The　radiation　stress　and　wave　set－down

are　also　investigated．　The　radiation　stress，　defined　as　the　excess　momentum

flux　　of　　waves，　gradually　　inereases　with　the　decrease　in　water　depth　and

leads　to　a　depression　of　the　mean　water　level　　in　　front　　of　　the　　breaking

point，　that　　is，　the　wave　set－down．　This　phenomenon　may　strongly　affect　on

wave　breaking．　Nevertheless，　only　a　formula　for　the　wave　set－down6）　der　ived

from　　the　　Stokes　wave　theory　has　been　proposed．　Therefore、　it　is　neccesary

to　develop　a　formula　for　the　wave　set－down　applicable　in　shallower　regions．

Formulae　　are　　derived　　based　　on　the　balance　of　the　momentum　flux　of　waves

with　use　of　　shallow　　water　　wave　　theories．　The　　ever－changing　　potential

energy，　　which　　is　　the　only　single　property　directly　measurable　by　experi－

ments，　can　be　estimated．　Changes　in　the　potential　and　kinetic　　energies　　of

shoaling　waves　are　discussed　in　reference　to　the　imbalance　of　the　partition

rate　of　these　two　energies　to　investigate　　phenomena　　which　　may　　occur　　in

just－breaking　　waves．　By　　．the　　comparison　　of　experimental　and　theoretical

results，　the　essential　point　of　difference　is　considered　with　　the　　conclu一



sion　　that　　there　　possibly　　exists　an　internal　breaking　condition、

tioned　before．

　　　　In　Section　3．6　the　preceding　characters　related　to　the　internal

ing　conditions　are　summarized．

　　　　101

as　men一

break一

3．2Experiments　on　Wave　Breaking

（1）　Experimental　Apparatus　and　Procedures

a．　Wave　tank

　　　　If　　physical　　properties　　in　　breaking　waves　abruptly　change　，　it　may　be

impossible　to　measure　breaking　properties，　such　as　water　　particle　　　veloc－

ities　　near　the　　wave　　surface　　and　　wave　profiles．　Furthermore、　it　is　also

well－known　that　a　wave　of　breaker－type，　which　can　be　discussed　based　on　the

shallow　water．　wave　theory，　is　a　so－called　spilling　breaker　forming　on　water

of　gradually　varying　depth．　It　is，　therefore，　convenient　in　　an　　experiment

that　the　gradient　of　a　slope　be　as　mild　as　possible．　In　the　present　work　it

was　set　at　1／150．

　　　　The　wave　tank　is　a　double－deck　type　as　illustrated　in　Fig．3．1，　belong－

ing　　to　　the　　Uj　igawa　　Hydraulic　　Laboratory，　Disaster　Prevention　Research

Institute，　Kyoto　University．　The　slope　is　located　in　the　middle　portion　　of

the　　wave　　tank．　Water　depths　at　the　front　and　rear　sides　of　the　slope　are

fixed，　the　latter　having　been　determined　so　that　waves　should　break　at　　the

end　　of　　the　　slope．　The　mass　flux　accompanied　by　waves　returns　to　the　wave

generator－side　through　a　circulating　　duct　　between　　the　　upper　　and　　lower

decks．　By　　using　　this　apparatus，　the　mass　transport　of　waves　is　not　　con－

s　trained　by　the　endvalls　of　the　wave　tank；　furthermore，　the　breaking　proper－

ties，　　such　　as　　breaking　　points，　　wave　heights，　and　wave　profiles、　remain

steady．　This　wave　tank　can，　then，　be　used　to　properly　carry　out　the　purpose
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Fig．3．2　Measuring　points．

of　the　present　study．

　　　　There　　is　a　glass　observatinal　window　on　one　side　of　the　wave　tank　with

2cm　high　and　4　cm　long　meshes．　These　meshes　were　used　as　the　base　l　ine　for

measurements　of　the　water　surface　displacements　on　photographs．

b．　Measurements　of　breaking　properties

i＞Steadiness　of　wave　properties

　　　　Wave　　gauges　　were　set　up　at　six　locationS　in　the　∨ave　tank　as　shown　in

Fig．3．2，　and　wave　records　were　continuously　taken　from　　the　　beginning　of
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wave　generation．　Steadiness　was　conf’irmed　from　the　wave　records　by　checking

that　wave　heights　were　uniform　at　measured　points　and　that　harmonic　changes

in　wave　height　did　not　appear　at　the　breaking　point．　Changes　in　wave　height

withir12mm　at　the　breaking　point、　however，　were　considered　allowable．

Measurements　were　taken　one　hour　after　wave　generation　began　in　all　runs．

ii）Wave　profiles　in　time　and　in　space

　　　　Wave　　profiles　　in　time　were　measured　by　wave　gauges　set　up　in　the　wave

tank　as　illustrated　in　Fig．3．2、　and　wave　profiles　in　space　　were　　measured

by　　the　　photographical　method　　as　illustrated　in　Fig．3．3．　A　motor－driven

carriage　is　set　up　about　3　m　away　from　the　observation　window，　parallel　to

the　　axis　of　the　wave　tank．　This　carriage　moves　at　a　constant　speed、　nearly

equal　to　the　measured　mean　wave　velocity．　Photographs　of　wave　profiles　over

the　　slope　　are　　taken　with　a　35　mm　camera（3　frames　per　second）　through　the

glass．　This　procedure　was　carried　out　three　　times　　during　　each　　run．　The

negatives　　were　　magnified　to　life－size　projected　on　a　screen　and　the　water

surface　displacements　were　measured　at　l　cm　intervals　near　the　wave　　crests

and　2　cm　intervals　near　the　wave　troughs．

　　　　A　simple　device　was　used　to　make　these　photographs　sharper，　as　shown　in

Fig．3．3．　A　10　cm　strip　of　aluminum　foil　is　pasted　to　the　bottom　of　the

Lamρ

Carr’age

　　　　　　　　　　　　　　　　　　Alminum

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　fo〃

　　　　　　　　　Wave　tank

Fig．3．3　Photographical　method　for　wave　profiles　in　space、
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wave　　tank　　to　　reflect　the　light　from　above．　This　reflected　l　ight　is　again

scattered　by　the　meniscus　on　the　glass　and　caught　　by　　the　　camera　　on　　the

carrlage．

iii）　Wave　length

　　　　Awave　length　was　defined　as　the　distance　between　two　adjacent　wave

crests　of　wave　prof’iles　in　spaCe．

iv）　Wave　set－down

　　　　Depression　of　the　mean　water　level，　that　is，　wave　set－down　　defined　　as

the　　dif’ference　　between　the　still　and　mean　water　levels，　was　measured　from

waVe　prOfileS　in　SpaCe．

v）Water　particle　velocity

　　　　The　tracer　method　using　neutrally　buoyancy　particles　　was　　adopted　　for

measurements　　of　　traject6ries　　of　　water　　particles　　under　the　still　water

level．　The　　neutrally　　buoyancy　　particles　　used　　were　　　made　　　of　　　white

polystyrene（1．72　　mm　　in　mean　diameter　and　1．093　in　specific　weight　l、　which

were　heated　to　be　a　specific　weight　of　very　close　to　1、　and　those　　suitable

for　　remaining　neutrally　in　water　f’or　a　long　time　were　selected．　The　photo・－

graphical　method　used　is　illustrated　in　Fig。　3．4（1）．　Neutrally　buoyancy

particles　　are　　added　　t6　　the　water　through　a　syringe　at　measuring　Points、

taking　scrupulous　care　not　to　disturb　the　water．　Particles　in　the　light｛3－4

cm　　in　width）　from　an　ellispotlight　are　caught　in　the　middle　portion　of　the

lense　of　the　35　mm　camera，　possibly　decreasing　aberration．　The　particles　are

photographed　　together　with　a　scale（10　cm　in　total　length　with　intervals　of

2　cm），　the　top　of　the　scale　being　set　　up　　at　　the　　still　　water　　level　　to

determine　the　base　l　ine　for　the　vertical　coordinate．

　　　Behaviour　　of　　water　particles　on　the　wave　surface　were　measured　photo一



Wave
gaug

　E〃isρot〃ght

Scale

　　　　　　　　　　　　Wave　tankl

（1）Neutrally　buoyancy　particles　under

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　l

s’robosco

Wσve
XαJge　　SCO’e

7 1

　　　　　　　　　｜Wdve　fσnk

Camera

the　still　water　level

　　Camera

　　　　　　　　　　　　　　　（2）Floats　on　the　wave　surface

Fig．3．4　Photographical　method　for　water　particle　velocities．

　　　Table　3．1　Experimental　conditions　at　the　breaking　point．

Run T〔sec） hb（cm） T画 Hb／hb

1．00

P．40

O．79

5．12

T．06

S．97

13．8

P9．5

P1．2

0，734

O，734

O，684

105
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graphically　with　a　stroboscope　as　illustrated　in　Fig．3．4（2）　using　　floats

of　styro－foam（about　3　mm　in　diameter）as　the　tracer．　And，　for　both　measure－

ments，　a　wave　gauge　was　set　up　at　the　same　place　to　measure　　wave　　profiles

ln　tlme．

　　　　Negatives　were　magnified　to　about　double　and　projected　on　a　screen、　and

the　mass　transport　velocity　was　defined　as　the　ratio　of　horizontal　distance

to　　wave　　period，　　in　which　the　distance　was　that　from　one　vertical　tangent

f’or　a　trajectory　to　the　next．　In　measuring　the　　distance，　　trajectories　　of’

neutrally　　buoyancy　　particles　　were　　selected　　such　that　they　moved　nearly

horizontally　over　several　wave　periods　and　were　within±5　cm　from　the　each

measurlng　Polnt．

　　　　The　　experimental　　conditiorls　　at　the　breaking　point　are　given　in　Table

3．1，vhere　T　is　the　wave　period，〃the　wave　height，れ　the　water　depth、　and

g　　the　　acceleration　　of　gravity．　The　subscript　b　denotes　quantities　at　the

breaking　Point．

（2）　Wave　Properties　over　a　Mild　Slope

　　　　In　this　section，　properties　of　breaking　waves，　such　as　changes　in　　wave

profiles　　in　　time　　and　in　space，　in　wave　length，　and　in　wave　h’eight　due　to

the　wave　shoaling，　are　shown　in　　comparison　　with　　theoretically　　evaluated

orles．　Theories　adopted　are　the　Stokes　wave　theory　of　third　order　apProxima－－

tion　（S－3）7）　based　on　the　Stokes　first　definition　for　　the　　wave　　veloeity、

the　　Quasi－Stokes　wave　theory（QS－4）8），　and　the　cnoidal　wave　theoryぐNC－3）91‘、

the　last　two　being　derived　by　the　reductive　perturbation　method．

a．　Wave　profiles　in　time

　　　　Fig．3．5　shows　compari§ons　of　the　exPerimental　wave　　P「ofiles　　in　　time

with　theoretical　ones、　where　．1じ　is　the　distance　from　the　brealくing　point、　arld
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η　the　water　surface　displacement．　In　the　figure，　experimental　and　theoreti－

cal　　wave　crests　are　arranged　in　phase　to　draw　attention　to　characteristics

of　the　changes　in　wave　profile．　Thus，　the　coordinate　origin　is　taken　at　the

end　　point　　of　　the　slope　for　the　convenience　of　comparison　of　exper　imental

and　theoretical　results．

　　　　In　Run　1，wave　profiles　near　the　wave　crest　are　　roughly　　symmetric　　at

all　measured　points　and　become steep near　the　breaking　point．　A　weak

secondary　wave　is　seen　at　x／hb＝52．7　in　the　phase　of　the　main　wave　trough

and　i　t　grows　with　shoaling．　In　Run　2，　a　secondary　wave　has　already　oecurred

in　the　offshore　region　x／hb＝120．4．　This　wave　is　outrun　by　the　main　wave

approaching　　the　　breaking　　point．　This　　phenomenon　　is　chiefly　due　to　the

nonlinearity　of　waves　in　the　shoaling　　process　　as　　also　　seen　　in　　Run　　1，

Representative　　asymmetry　　of　wave　profiles　near　the　breaking　point　is　seen

in　Run　3，　vhere　the　occurrence　of　the　secondary　wave　is　not　as　　conspicuous

compared　with　the　others，　and　the　development　of　the　shoaling　wave　into　the

breaking　wave　is　clearly　shown．　Reasonable　agreement　of　　wave　　profiles　　in

the　　bffshore　　region　　is　　presented，　but　the　theories　cannot　simulate　the

steep　wave　profiles　near　the　breaking　points．

b．　Wave　profiles　in　space

　　　　Secondary　waves　apparently　occurred　in　Run　2，　which　cannot　be　simulated

theore£ically　　as　　mentioned　above．　Thus，　wave　profiles　in　space　except　for

those　in　Run　2　are　now　discussed．　Physical　quantities　of　the　first　wave　for

Runs　　l　　and　　3　　0ver　the　slope　are　given　in　Table　3．2，　where　I－‘is　the　wave

length　and　the　subscript　o　denotes　quantities　of’corresponding　　deep　　water

waves．　An　example　of　wave　profiles　in　space　is　presented　in　Photo．　3．1、　and

Fig．3．6　shows　representative　wave　profiles　in　space　measured　　with　　these

photographs　　for　Runs　l　an（］3，　where　コじ’　is　the　distance　when　the　coordinate

origin　is　taken　in　phase　with　the　wave　crest．　The　　curves　　are　　theoretica1
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Table　3．2　Physical　quantities　of　incident　waves　in　space．

Run T／ξπ H／h h／Lo H。／L。
Adopted
狽??盾窒奄?

1－1

P－2

P－3

10．3

P0．3

P0．3

0，313

O，300

O，323

0．0589

O．0596

O．0594

0．0182

O．0181

O．0189

QS－4

3－1

R－2

R－3

8．15

W．08

W．26

0，295

O，312

O，293

0．0938

O．0954

O．0914

0．0293

O．0315

O．0283

S－3

Photo．3．1　Example　of　wave　profiles　in　space　（Run　3）．

ones　based　on　the　energy　flux　method．

　　　　Wave　　profiles　　near　　the　wave　crests　in　Run　l　are　roughly　symmetric　in

the　deeper　region　and　conserve　this　symmetry　even　in　the　shallower　　region、

but　the　symmetry　of　wave　profiles　is　slightly　marred　at　the　breaking　point．

Run　3　shows　typical　wave　profiles　which　are　symmetric　in　the　offshore

region　　but　become　asymmetric　due　to　the　wave　shoaling．　In　both　these　runs、

the　theoretical　wave　profiles　are　in　accordance　with　experimental　　ones　　in

the　　offshore　　region．　However，　it　is　remarkable　that　the　asymmetric　waves

near　the　breaking　point　cannot　　be　　simulated　　theoretically　　even　　on　　the

sufficiently　mild　slope　of　1／150．

　　　　In　　the　　previous　　studies　on　wave　breaking，　wave　profiles　in　time　have

frequently　been　adopted　as　the　experimental　wave　profiles．　but　　wave　　pro－

files　　in　　time　and　in　space　may　differ．　Therefore，　it　is　important　for　the
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clarification　of　the　breaking　phenomenon　that　these　two　　wave　　profiles　　be

compared．　Fig．3．7　shows　examples　of　wave　profiles　in　time　and　in　space　for

Runs　l　and　3，　where　the　measured　points　コじ／hb　are　nearly　equal．　Two　　values

of　　コc／hb　　and　　H／h　are　given　in　the　figure．　Values　in　parentheses　are　those

corresponding　to　wave　profiles　in　space．　In　these　runs，　　the　　asymmetry　　of

wave　　profiles　　in　　space　　is　　more　　remarkable　　than　those　in　time．　It　is、

however，　necessary　to　investigate　this　relation　more　in　detail．

c．　Changes　in　wave　length

　　　　Changes　in　wave　length　over　the　slope　are　shown　in　Fig．　3．8．　The　　heavy

line　　in　　each　　figure　is　the　experimental　curve，　and　the　lighter　solid　and

broken　l　ines　are　theoretical　ones　based　on　the　energy　　flux　　method．　These

broken　　and　　solid　　lines　show，　respectively，　wave　lengths　evaluated　by　the

adoption　of’the　wave　height　of　the　first　wave　in　space　over　the　　slope　　and

by　　that　　of　　the　　wave　　height　in　time　at　the　measuring　point　5．　There　are

differences　in　the　theoretical　curves　because　of　the　discrepancy　　in　　these

incident　wave　heights．

　　　　Experimental　　wave　　lengths　in　Runs　l　and　3　agree　well　with　theoretical

ones　in　the　deeper　region，　and　the　former　becomes　slightly　shorter　than　the

latter　　with　　the　　decrease　　in　water　depth．　The　measurement　errors　in　wave

length　are　within　about　5％．　In　Run　　2，　there　　exist　　differences　　between

these　　results；　　the　reason　is　basically　due　to　the　occurrence　of　secondary

waves　as　shown　out　in　Fig　3．5．

　　　　Fig．3．9　shows　the　changes　in　wave　　length　for　　the　particular　waves

given　in　Table　3．2．　In　both　Runs　l　and　3，　measured　wave　lengths　are　shorter

than　theoretical　ones　near　the　breaking　point，　but　　the　　experimental　tend－

ency　　of　　the　changes　in　wave　length　due　to　the　decrease　in　water　depth　is

very　similar　to　the　theoretical　tendency．
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Fig．3．9　Changes　in　wave　length　of　particular　waves　given　in　Table　3．2，

d．　Changes　in　wave　height

　　　　Fig．’3．10　shows　the　changes　in∨ave　height　over　the　slope，　which　　were

obtained　from　　wave　profiles　in　time　at　each　measuring　point．　The　curves　in

the　figure　are　theoretical　ones　based　on　the　energy　flux　method　using　　wave

heights　at　point　5　as　incident　waves．　ln　all　runs、　wave　heights　in　the

offshore　region　are　slightly　depressed　because　　of　　bottom　　friction，　　thus

experimental　　wave　　heights　　are　smaller　than　theoretically　estimated　ones，

but　these　results　agree　fairly　well　over　the　whole　range　of’i’1／Lo．

　　　Changes　in　wave　height　for　the　particular　　waves　　in　　space，　given　　in
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Table　　3．2，　are　　also　　shown　in　Fig．　3．11　together　with　theoretical　curves

drawn　by　solid　lines，　where　solid　circles　denote　wave　heights　obtained　from

wave　　profiles　in　time，　the　broken　lines　show　the　corresponding　theoretical

curves，　and　the　steepness　of　deep　water　　waves　　is　　given　　in　　parentheses．

Apart　　from　　some　　slight　　irregularity　　in　　wave　height，　experimental　wave

heights　coincide　with　theoretical　ones　in　the　offshore　region　in　both　　Runs

l　and　3，　the　former　being　slightly　smaller　than　the　latter　near　the　break－

ing　point．　This　is　nearly　the　same　tendency　　as　　in　　the　　changes　　in　　wave

length．　The　chief　cause　of　this　irregularity　of　wave　height　in　space　may　be

due　to　the　photographical　measurement　error　for　wave　profiles．　Seen　from　an

observational　　point，　　as　　waves　　approach　　the　breaking　point，　wave　crests

become　steep　and　the　dynamical　condition　near　the　wave　crests　on　the　　glass

window　　is　　similar　　to　　that　　of　　wave　　fronts　propagating　over　a　dry－bed．

Therefore，　these　phenomena　occasionally　　occur　　near　　the　　breaking　　point、

where　pictures　taken　very　close　to　the　wave　crests　lack　clarity．

e．　Changes　in　steepness

　　　　Fig．　3．12　　shows　　the　relation　between　the　wave　height　and　wave　lerlgth

for　the　waves　given　in　Table　3．2．　As　shown　above　in　　Figs．　3．9　　and　　3．11，

experimental　　wave　　lengths　and　wave　heights　are　both　slightly　smaller　than

theoretical　ones　near　the　breaking　Point，　Nevertheless、　these　　experimental

values　　of　　steepness　　agree　　very　　closely　　with　the　theoretical　ones　over

almost　the　whole　range　of　wave　　length．　Theoretical　　breaking　　depths　　are

shallower　　than　the　experimental　ones　as　seen　in　Fig．　3．12．　However、　by　the

adoption　of　the　representation　h／〃　versus　L／h，　the　inf’luence　of　　discrepar1－．

cies　　in　　breaking　　depth　does　not　apparently　arise、　and　this　is　the　reason

the　　experimental　　and　　theoretical　　characteristics　　of　　the　　changes　　　in

steepness　due　to　the　varying　depth　coincide．
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　3．3Some　Usual　Breaking　Conditions

（1）R。。kine．S［。kes　B．eaki。g　C。。diti。n

　　　　Photo．3．2　shows　the　representative　behaviour　of　the　floats　orl　the　wave

surf’ace．　The　maximum　horizontal　component　of　the　water　particle　　velocities

on　　the　　wave　　surface　umax　was　derermined　from　the　maximum　gradient　of　the

travel＿time　curve　of　the　f’10at，　obtained　from　these　photogiraphs．　Fig．　3．13
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shows　　the　　comparison　of　these　water　particle　velocities　with　wave　　veloc－

ities　defined　as　the　ratio　of　wave　length　to　wave　period．　The　ratio　　umax／c

often　　takes　　on　greater　values　than　unity　near　the　breaking　point，　but　the

discrepancies　are　about　10　％，　which　may　be　considered　the　　maximum　　accept－

able　error　for　　experimental　　measurements．　Therefore，　it　can　be　concluded

that　the　ratio　umax／c　　becomes　equal　to　unity　at　the　　breaking　　point，　　that

is，　the　Rankine－Stokes　breaking　condition　is　satisfied，

（2）　Breaking　Wave　Height

　　　　Fig。　3．14　shows　the　comparison　of　experimental　breaking　wave　heights

with　the　breaking　inception　　calculated　　with　　use　　of　　the　　Rankine－Stokes

breaking　condition　and　with　the　breaker　index．　The　breaking　wave　height　for

the　solitary　wave　evaluated　by　the　breaking　model（see　Chapter　　2）　is　　also

plotted　in　the　figure．　Experimental　breaking　wave　heights　have　values　about

10　％　smaller　than　theoretically　evaluated　　values．　Moreover，　experimental

results　　have　　4％smaller　values　than　those　of　the　breaker　index．　However，

considering　the　accuracy　of　the　breaker　index，　both　of　　these　　experimental

and　theoretical　values　may　well　agree．

（3）　Breaking　Angle

　　　　This　　type　　of　　breaking　wave　was　for　a　so－called　spilling　breaker，　and

the　angles　of　wave　crest　at　just　breaking　were　　within　　from　　900　　to　　930，

determined　from　photographs　as　shown　in　Photo。　3．3．　The　breaking　model　（「see

Chapter　2，　Fig。2．15）　indicates　　that　breaking　　angles　　for　　the　　present

experimental　　waves　　are　　of　　about　　1020　　to　　l　O40，　　while，　according　　to

Schwartzlo），　waves　vith　breaking　angles　of　about　900　　predominate　　in　　deep

water．　These　experimental　breaking　angles　may，　therefore，　be　reasonable．
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（1）3〔／hb二〇 Breaking　Point

（2）　x／hb　＝　7．8

Photo．3．2　Behaviour　of　floats　on　the　wave　surface　（Run　2｝．

Photo．3．3　Wave　profile　at　just　breaking（Run　2＞．



121

O＼誉ε

’

0．5

0

鵬。

0 5 to

τ厄砺H／hb
’3．8　　　0．734

’5

x／hb

Fig．3．13　Changes　in　maximum　horizontal
　　　　　　　　　of　water　particle　velocities．

component

’

　　0．8
a
ミ

主
　　O．6

0．4

0．2

o
　一3
’o

8r竺望堕！旦迦≦…C画onf些m“●c九内◇3

2

θ・θ・k…i・d・xo

4

一　一　～一～s

　　　●

Breaking　modet
‘Solitary　wav●）

＼．esNK9
　　　＼

一一一一@tanθs’／’50　t　Aρprox．，

6　8　－2
　　　　’0

2　　　　4

hb／』

6　8　－’
　　　’0

2

Fig．3．14　Comparison　of　breaking　wave　heights
with　theoretical　ones　and　the　breaker　index．



122　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・

　　　　　　　　　　　　　　3．4Mass　Transport　Induced　by　Breaking　Waves

　　　　Photo．　3．4　shows　the　trajectories　of　neutrally　buoyancy　particles　under

the　still　water　level．　It　is　notable　that　the　shallower　　the　　water　　depth、

the　　more　active　the　motion　of　water　particles．　The　horizontal　component　Of’

water　particle　velocities　on　the　wave　surface　also　amounts　to　several　times

the　vertical　one，　as　seen　in　Photo。　3．2．

　　　　The　vertical　distributions　of　mass　transport　velocity　Um　for　Runs　L　2，

and　3、　obtained　from　these　photographs，　are　shown　in　Figs．3．15，3．16、　and

3．17、respectively，　where　the　vertical　coordinate　z　is　measured　upward　from

the　mean　Water　leVel．

　　　　Theoretically　evaluated　values　by　the　Stokes，　Quasi－Stokes、　and　cnoidal

wave　　theories　　are　　indicated　　by　　「chain，　broken，　and　solid　lines、　respec－

tively．　Furthermore，　in　the　pairs　of　　curves，　the　　heavy　　line　　shows　　the

vertical　　distribution　　estimated　　based　　on　the　shoaling　of　the　first　wave

over　the　slope，　and　the　light　　line，　estimated　　using　　the　　measured　　wave

heights　　from　　wave　　profiles　　in　　time　at　each　measuring　point．　The　dotted

lines　at　the　breaking　point　．lr／hb　＝　O　were　evaluated　with　the　Rankine－Stokes

breaking　condition，　and　the　bouble　chain　lines，　with　the　breaker　index．

　　　　工n　　Run　　1、　　in　　the　　region　apart　from　measuring　point　5、　x／’1＞　52．7、

experimental　mass　transport　velocities　distribute　nearly　uniformly　through－

out　the　whole　water　depth　and　give　slightly　smaller　values　than　theoretical

ones　in　the　upper　zone　of　the　water。　In　the　shallower　region，　from　points　l

to　3，　experimental　and　theoretical　values　roughly　coincide　near　the　bottom，

but　near　the　still　water　level　the　former　approaches　5　times　the　latter．

　　　　The　deviations　of　the　experimental　values　in　Run　　2　　are　　of　　the　　same

order　　as　　in　Run　1，as　shown　in　Fig．3116，　and　the　experimental　values　are

greater　than　the　theoretieal　ones　for　almost　the　whole　　region．　The　　chief

reason　stems　from　the　nonlinearity　of　shoaling　waves　and　from　the　resulting
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（1）x／hb　＝　0　：　Breaking　point

（2）x／hb＝8．0

（3）コじ／hb　＝　124．5

Photo． 3．4Trajectories　of　neutrally　buoyancy　particles
　　under　the　still　water　leve！　（、Run　3）．
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0ccurrence　of　secondary　waves，　as　mentioned　before．　Mass　transport　　veloc－

ities　at　the　breaking　Point　take　on　values　of’about　7　times　theoretical　ones

near　the　still　water　level．

　　　　In　Run　3，　which　is　the　case　of　the　veakest　nonlinearity　of　waves　　here、

the　　results　　in　the　off’shore　region　are　similar　to　those　of　Run　L　and　the

deviations　are　smaller　than　in　Runs　l　and　2．　From　　points　　2　　to　　7、　8．0　・、

1／～～～，〈　124．5，　　experimental　　and　theoretical　results　agree　well　except　for

in　the　upper　zone　of　the　water．　At　the　breaking　point　x／hb　＝　0，　experimen－

tal　values　amount　to　several　times　theoretically　evaluated　ones．

　　　　All　　runs　　show　　that　　the　　shallower　　the　water　depth、　the　greater　the

deviation．　This　fact　is　due　to　the　activity　of　　water　　particles　　near　　the

breaking　　Point　　as　　seen　　irl　Photos．3．2，　and　3．4．　It　is　also　notable　that

there　exists　mass　transport　in　the　direction　of　　wave　　propagation　　and　　i　t

extends　　over　　the　whole　depth　f’or　the　shoaling　waves　on　a　slope　as　well　as

for　waves　on　a　uniform　depth　of　water11）．

　　　　Fig．　3、18　shows　the　changes　in　mass　flux　with　respect　to　the　dimension－

less　wave　p・・i・d砺万，wh・・e　the　mass　flux　was　evaluat・d　f・・m　the　ve・ti－

cal　distributions　of　mass　transport　velocity　shown　in　Figs．3．15，3．16，　and

3．17．The　theoretical　curves　represent　the　total　mass　flux　Q　and　the　Stokes

drif’t　Q2　induced　by　the　nonlinear　interaction　　between　　the　　water　　surf’ace

displacement　and　water　particle　velocity．　The　difference　Q－Q2　is　the　mass

flux　caused　by　the　existence　of　the　mean　water　　particle　　velocity　　in　　the

Eulerian　　coordinates　for　　the　Quasi－Stokes8）　and　cnoidal　waves9）．　The　mass

flux　at　just　breaking，　the　upper　bound　of’Q、　is　also　drawn　into　the　　figure

with　use　of　the　Rankine－Stokes　breaking　condition　and　the　breaker　index．

　　　　It　　is　　theoretically　　natural　that　evaluated　values　for　Q　based　on　the

Quasi－Stokes　wave　theory　smoothly　coincide　with　　cnoidal　　theory’s　　because

these　two　wave　theories　are　derived　standing　upon　the　same　physical　assump－

tion，　non－periodicity　of　water　particle　velocities，　and　they　are　closely　in
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accodance　　near－by　　their　bounds　of　validity．　The　experimental　mass　flux　in

Runs　l　and　3　agree　well　with　the　Stokes　drif’t　Q2．　The　results　in　Run　2，　0n

the　　contrary，　are　　similar　　to　　values　　of　total　mass　flux　Q　because　mass

transport　velocities　take　on　greater　values　than　theoretical　　ones　　due　　to

the　　occurrence　　of　　secondary　　waves。　The　　mass　flux　can　be　theoretically

estimated　in　the　deeper　region．　However，　in　the　shallower　region　where　　the

nonlinearity　　of　　waves　　becomes　　strong，　the　theoretical　estimation　of　the

mass　flux　gives　values　about　30　％　smaller　than　experimental　ones　as　seen　in

Fig．　3．18．
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　　　　Generally，　　the　　theoretical　　estimation　of　the　mass　flux　is　not　always

possible　near　the　breaking　point，　but　one　can　　obtain　　approximate　　values．

Theoretical　results　indicate　that　the　mass　flux　at　just　breaking　takes　on　a

maxi。。m　val。e　nea・th・p・i・t　Ta／E］lll≒10．

3．51nternal　Breaking　Conditions

（1）　Partition　Laws　of　Wave　Energies　for　Progressive　Waves

　　　　Consider　two－dimensional　surf’ace　waves　propagating　on　　water　　of　　grad－

ually　　varying　　depth　～～　with　　constant　densityρ，　under　the　influence　of

gravity　g．　Assume　that　the　fluid　is　inviscid　　and　　incompressible　　and　　the

motion　　is　　irrotational，　Let　the　potential　and　kinetic　energies、　and　group

velocity　be　denoted　by　Ep，　Ek，　and　cg，　respectively．

　　　　If　the　energy　flux　of　the　progressive　waves　is　　conserved、　　the　　energy

conservation　law　（Ep＋Ek）cg　＝　const．　1eads　to

　　　　　　　　Ek／Ek｛　＝　Cgi／Cg＋（Er、　i／Ek　i）（Cgi／Cg－Eρ／’Epi），　　　　　　　　　　　　　　　　　　　く、3．11

where　the　subscript　i，　denotes　quantities　of　offshore　waves（incident　waves）．

The　partition　rate　of　wave　energies，　defined　as　the　　ratio　　of　　kinetic　　to

potential　energies，　becomes

　　　　　　　　Ek　／Ep＝（c。i／Cg）（Epi／Eρ）（Eki／Epi＋　1）－1．　　　　　　　　（32）

　　　　Now　consider　the　waves　in　the　region　where　the　condition

　　　　　　　　kh》　1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（：3．3．）

is　　satisfied，　　where　　k　　is　the　wave　number．　In　this　region．　the　partition

rate　in　the　incident　waves　car！be　evaluated　as

　　　　　　　　Ek　i／Ep’i　≒　1．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（．3・4）

Therefore，　Eqs．　（3。1）and　（3．2）　reduce　to

　　　　　　　　Ek／Eki＝2（Cg　i／Cg）．－Ep／Epi，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．5）

　　　　　　　　Ek／Ep＝2（Cgi／Cg）（Epi／Eρ）－1．　　　　　　　　　　　　　　　　ぐ3．6）
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These　equations　govern　the　partition　laws　of　wave　energies　until　the　　waves

break．

　　　　Fig．3．19　shows　an　example　of’the　partition　rates　of　wave　energies．　The

changes　in　physical　properties，　such　as　wave　length，　wave　height，　and　group

velocity，　are　also　shown．　The　coordinate　origin　is，　in　the　figure，　taken　at

apoint　on　the　shoreline　with　the　x－axis　horizontally　offshoreward、　and　θ

is　　the　　slope　of　a　beach．　The　breaking　conditions　adopted　are　the　Rankine－

Stokes　breaking　condition　and　the　breaker　index．
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　　　　This　figure　shows　that　the　wave　length　and　group　velocity　　decrease　　in

shallow　　regions　コc／hb　〈　103　as　the　wave　propagates　over　the　beach，　but　the

other　quantities，　on　the　contrary，　increase　monotonically　　until　　the　　wave

breaks．　The　example　of　Ek／Ep≒　1．14　at　the　breaking　point　leads　to　the

fact　that　the　kinetic　energy　is　slightly　greater　than　the　potential　one．

　　　　To　verify　these　　theoretical　　internal　　characteristics，　the　　physical

quantities　　in　　Eqs．　（3．5）and　（3．6）should　be　investigated　experimentally．

However，　the　changes　in　potential　energy　　Ep／’Epi　　can　　only　　be　determined

directly　　in　　these　　quantities　　because　when　the　shoaling　wave　profiles　in

space　are　measured　experimentally，　the　potential　energy　can　be　estimated　by

the　definition

　　　　　　　　　E，・（ρ9叫L（1／2）1子　d・1・　　　　　（3・7・

As　　the　　wave　　energy　　flux　　is　conserved，　if　the　changes　in　group　velocity

cg／cgi　is　evaluated　properly，　it　is　possible　　to　　determine　　the　　partition

rate　　of　　wave　　energies　　Ek／’Ep　near　the　breaking　point　based　on　Eq．　（3．6）．

Consequently，　through　discussion　of　　the　　partition　　of　　wave　　energies　　of

shoaling　waves，　one　might　find　an　internal　breakirlg　condition．

（2）　Wave　Set－Down

　　　　One　　of　　the　　most　　impor　tant　　wave－driven　　effects　　occurs　　when　waves

encounter　a　sloping　beach．　The　　waves　　shorten，　steepen，　　and　　eventually

break．　In　the　steady　state，　the　shoreward　flux　of　momentum　must　be　independ－

ent　　of　Lv，　which　is　taken　perpendicular　to　the　shore．　It　is　well－known　that

the　　resulting　　change　　in　　radiation　　stress　produces　a　change　in　the　mean

water　level，　that　is，　wave　set－down．

　　　　Let　the　horizontal　and　vertical　components　of　　water　　particle　　　veloc－

ities，　the　　pressure，　and　　the　　time　　be　u，　Iv，　p，　and　t，　respectively．　The
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radiation　stress12）　　is　defined　by

　　　　　　　　S・（批l／励（・・ρ…d・d乏一（1／2）ρ・バ

　　　　　　　　　　　　　ー（1・ρ1川｛（1硯㌦・d・df｝2・　　　　・3・8）

where　之　is　the　vertical　coordinate　measured　upward　from　the　sea　bottom．　For

Stokes　waves，　Eq，　（3．8）　leads　to

S／・・t…1｛αh、｝2｛1＋λ・8cll≒…青1～2＋9｝

　　　　　　　　・［1・1，ll；ii．，i’ii，、・，／・｛。：1≒、・－2°cl’8’36ci㌶ch4＋5ci～2｝9

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・2°　ch6一誓i；，35　ch2－　18－21れ2s：，11～｝］－3・9・

where　　α　　and　　λ　　are　　parameters　　concerned　　with　wave　properties，　and　the

notation，　for　brevity，　is　made　such　that　s1τ　＝　sinhkh　and　c～1．＝　coshk’？．

　　　　Longuet－Higgins　and　Stewart6）　have　integrated　the　equation　of　horizon－

tal　momentum　balance　to　yield　the　formula　for　the　wave　set－down　」」～　as

　　　　　　　　　4れト1｛…｝2siξ讐kd・　　　　　・3・1・・

where　　d　　is　the　local　depth　of’water．　In　Eq．　（3．10），　the　lowest　order　term

of　the　radiation　stress　of　Eq．　（3．9）　is　adopted　and　the　local　　depth　　d　　is

assumed　　to　be　nearly　equal　to　the　mean　water　depth　1「～．　This　formula　has　the

validity　only　in　the　region　where　the　Stokes　wave　theory　is　applied．　Thus、

similar　formulae　for　the　wave　set－down　must　be　developed　in　shallow　regions

where　proper　wave　theories，　for　　example，　　the　　cnoidal　　wave　　theory、　　are

applicable．

　　　　Based　on　Eq．　（3．8），　the　radiation　stresses　for　Quasi－Stokes　and　cnoidal

waves　are　expressed13），　respectively，　as

S／ρg1↓2　＝　（λ02／16）〔　3－（2／3）（k‘h）2＋（14／45）（lcれ）4－（57／1890）（大’1）6

　　　　　　　　　　　　　　　　　　＋（3／64）λ02｛　3（kl～汀4→10（k’i）－2　｝〕，　　　　　　　　　　　　　（3．11．1



136

　S／Pgh2＝　（1／2）（λ2／k4）〔　一（E／7〈）｛3（E／1〈）＋2★2－4｝）＋k2－1　〕

　　　　　　　　　＋（1／10）（λ3／k6）〔　100（E／7〈）2｛（E／κ〉＋k2－2｝＋2（E／K）（11k：4－61★Li＋61）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－11（k4－3k2＋2）　〕

　　　　　　　　　＋（1／168）（λ．4／k8）〔　－3（E／κ）3｛1113（E／1ぐ）＋1496　k2－2968｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－2（E／κ）2（861k4－4200　k2＋4200）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－28（E／7〈’）（7k－6－72　k’4＋174た2－116）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＋（k2－1）（98　k4－413k2＋413）　〕，　　　　　　　　　　　（3．12：）

where　k　　in　Eq．　（3．12）　is　the　modulus　of　the　Jacobian　　elliptic　　functions，

qnd　　I〈　and　　E　　are　the　complete　elliptic　integrals　of　the　first　and　second

kinds，　respectively．　λo　and　λ　are　also　the　parameters　which　　are　　functions

of　wave　properties．

　　　　Since　　these　　two　　expressions　for　the　radiation　stress　are　too　compli－

cated　to　lead　formulae　for　the　wave　set－down　　as　　by　　the　　direct　　integral

method　　used　　by　　Longuet－Higgins　　and　　Stewar　t6），　　following　　other　simple

arguments　by　them14），　1et　us　　investigate　　the　　general　　relation　　for　　the

vertical　momentum　flux　arld　propose　a　formula　for　the　wave　set－down．

　　　　Consider　the　vertical　momentum　balance　in　a　section　of　water　bounded　by

the　wave　surface之＝h＋η，ahorizontal　plane　2r＝之o，　and　two　vertical

planes　　コc＝　コco　andコc＝コco＋dx　as　illustrated　in　Fig．3．20．　The　mean　flux　of

vertical　momentum（per　unit　cross－section）　across　the　horizontal　plane　is

　　　　　　　　三＋ρ1・2一ぱ〕ρ・・d之

in　terms　of　the　pressure　and　　Reynolds　　stresses，　　in　　which　　the　　over－bar

denotes　　the　　time　　average．　This　average　flux　of’momentum　must　balance　the

total　weight　of　the　section　of　water，　so　that　the　relation　for　the　vertical

momentum　flux　can　be　obtained

　　　　　　　　P＋ρ・2一訂ηρ・・d之・P・＋ρ9（h＋η一・・）・…ρ・（h－・・）・（3・13・

　　　　On　the　other　hand，　the　time　average　in　the　Bernoulli　equation　gives
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　　　　　　　　　ρ∂φ．万＋（1／2）ρ（、・＋tu2）．ρ9（之。－」の．∫（t）．c。nst．，　　，3．14）

　　　　　　　　　　　∂t

where　　φ　　is　the　velocity　potentia1，　f（t）a　certain　function　of　time．　From

Eqs．　（3．13）and　（3．14），

　　　　　　　　・・（九一d）・一（1・2）・（・・－iV2）一・昔訂ηρW・C　（3・15、

at　the　still　water　level　zo　＝　d，　where　　C　　is　　a　　constant．　This　　equation

expresses　the　time　average　of　the　vertical　momentum　flux　at　the　still　water

level，　thus　likely　giving　the　wave　set－down　at　any　point　of　（1’．

dx

Z＝h＋η

　　　Z＝d

P・w＋昔fμ叫d・

ρ＋pw2

Fig．3．20　Vertical　momentum　balance　in　a　shoaling　wave．

　　　　The　terms　contained　in　Eq．　（3．15）　can　　be　　evaluated　　as　　f’ollows；　　the

velocity　potential　for　Stokes　waves　is　determined　such　that　the　relatiorl

C＝ρ∂φ／∂tmust　be　held7）㌦2），　while　in　the　Quasi－Stokes　and　cnoidal　wave

theories13），　　the　horizontal　water　particle　velocity　is　given　by

　　　　　　　　　・・X／．・lii・Σ（…i・di・t・・ms）…（1／T）f。T・　dtキ・－3・16・

thus，　the　velocity　potential　becomes

　　　　　　　　　φ・亘＋∫Σ（…i・di・t・・m・）d…　　　　　（3．17・
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in　　whieh　　the　　secular　term　is　determined　to　have　vanished．　Therefore、　the

time　averaged　term　∂φ／∂t　vanishes　in　these　two　wave　　theories．　The　　con－

stant　C　is　also　null　in　the　basic　equations．

　　　　In　　evaluatirlg　the　third　term　of　Eq．　（3．15），　the　slope　is　assumed　to　be

suf’ficiently　gentle　such　that　the　reflection　　of　　waves　　is　　of　　negligible

importance　in　the　calculation　of　shoaling　waves．　So　the　order　of　approxima－

tion　of’the　derivative　with　respect　to　エmay　lead　to

　　　　　　　　念』㌦・d・≒念∫㌦・d・・　　　　（3・18’・，

This　is　higher　than　the　highest　order　of　the　theories　adopted，　so　that　this

term　　is　also　negligible；　consequently，　the　wave　set－down　d　i’t＝　h－d　can　be

evaluated　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　つ　　　　　ぴ
　　　　　　　　　gJ～1≒　一（、ユ／2）（u一一wL）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3，19）

under　the　condition　that　之　二　d　≒　h　．

　　　　Substituting　the　known　expressions　of　the　water　particle　velocities　for

the　Stokes，　Quasi－Stokes，　and　cnoidal　waves　in　Eq．　（3．19），　required　expres－

sions　are　written　f’or　the　Stokes　wave　theory　as

刷・－
P｛デ｝2。…1≒、｛1・λ・8cll≒…葦バ＋9｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・｛1・λ・－2°c］it6＋iliil＋4clt2＋9｝・　・3・2・、

for　the　Quasi－Stokes　wave　theory

　　　　」h，／れ　＝　一（λ02／16）〔　1－（2／3）（大九）2＋（14／45）（krh）4－（461／3870）〈、kh）6

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＋（3／64）λ02｛3（た九）－4－7（1cん）－2　｝〕，　　　　　　　　　　（3．21）

and　for　the　cnoidal　one，

　　　　」h／’1＝一（1／6）（λ2／jc4）〔　一（E．／κ）｛3（E／K）＋21c2－4｝＋」～－1　〕

　　　　　　　　　　　一（1，／30）（λ3／た6）〔　75（E／κ）2’｛（（E／κ）＋た2－2）1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＋（E／κ）（14k4－89k2＋89）－7（k4－3k：’＋2）　〕

　　　　　　　　　　　一（1／2100）（λ4／1c8）〔　－175（：E／∫ぐ）3｛129（E／K）＋188★2－3521
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－2（E／7ぐ）2（6307k4－　30982た2＋29582）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－4（E／1ぐ）（247k6－3524　K－4＋8740た2－5710㌦

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＋（Ic2－1）（494★4－2701た2＋2701）　〕　．　　　　　　　　（3．22）

　　　　Eq、　（3．10）　coincides　with　Eq．（3．20）　in　the　lowest　order　　of　　apProxima－

tions，　assuming　　that　　the　　local　　depth　d　nearly　equals　the　mean　depth　of

water　h．　By　comparison　of　Eqs．　（3．11）　and　　（3．12）　with　　Eqs．　　（3．21）　and

（3．22），　respectively，　it　is　noted　that　the　wave　set－down　is　about　one－third

of　the　radiation　stress　in　the　shallower　region．　The　resulting　　changes　　in

radiatiorl　stress　and　in　wave　set－down，　expressed　respectively　by　Eqs．　（3．9）

to　（3．12）and　Eqs．　（3．20）　to　（3．22），　will　be　discussed　in　the　next　section、

comparing　them　with　experimental　results．

（3）　Occurrence　of　Wave　Breaking　Subject　to　the　Imbalance

　　　in　the　Partition　Rate　of　Wave　Energies

　　　　Because　　the　　potential　　energy　must　be　evaluated　from　wave　profiles　in

space　without　strong　secondary　waves，　wave　profiles　for　only　Runs　l　　and　　3

could　　be　　used　　here．　Wave　lengths　were　evaluated　from　experimental　curves

with　an　error　of　about　5％as　shown　in　Fig．3．8．

　　　　To　estimate　the　left－hand　sides　of　Eqs．　（3．5）and　（3．6），　which　　govern

the　　partition　　rate　of　wave　energies，　measurements　of　the　changes　in　group

velocity　are　required，　Since　　it　　is　　impossible　　to　　measure　　the　　changes

directly，　the　f’ollowing　approximations　are　adopted．

　　　　Fig．3．21　shows　the　theoretical　results　of　the　changes　in　potential　and

kinetic　energies，　in　radiation　stress，　in　group　velocity，　in　　wave　　length、

and　　in　wave　height．　Experimental　curves　for　wave　lengths　are　also　shown　in

the　figure，　These　　experimental　　and　　theoreticl　　results　　of　　wave　　length

coincide　over　the　whole　range　of　the　distance　x／hb　within　an　error　of’5％．

Assuming　that　the　wave　period　does　not　change　with　the　varying　　depth，　　the
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changes　　in　　wave　length　L／Li　equal　those　in　wave　velocity　c／b　i．　Therefore、

the　changes　in　group　velocity　cg／cgi　near　the　breaking　Point　may　be　apProx－－

imated　by　the　changes　in　wave　length　L／Li，　i．e．

　　　　　　　　Cg／Cg｛≒L／Li＝c／Ci．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，1　3・23）

　　　　On　　the　other　hand，　according　to　the　theoretical　results、　the　partition

rates　of　incident　waves　Eki／Et，．i　for　Runs　l　and　3　　are　　equal　　to　　1．027　　and

1．029，　respectively．　This　means　that　the　assumption　（3．4）　is　sufficiently

satisfied　by　the　experimental　incident　waves．　Eqs．　　（3．5）　and　　（3．61）　can、

then，　be　approximated　by

　　　　　　　　Ek／’Eki　＝2（C　i／c）－Ep／Epい　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （3．24）

　　　　　　　　Ek／Ep　＝2（Ci／c）（Ep　i／Ep）－1，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．25）

respectively．

　　　　Fig．　3．21　shows　　that　　the　wave　length　L／Li　and　group　velocity　co／cql

both　decrease　with　wave　shoaling．　while　　the　　erlergies　　Ep／El，，　i、　Ek／EL　i，　　and

E、／E，and　wave　h・i、ht（〃、γ1D・・1・i・c・ease　until　the　wave　b・eak・．㎞・ng’

them，　it　is　well　worth　remarking　that　the　radiation　stress　S／Sf　takes　on　　a

maximum　　value　　at　　certain　　points　of　h／’Lo　and　its　change　differs　f’rom　the

monotonical　changes　in　the　other　physical　quantities．　The　　non－dimensional

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　つ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

radiation　　stress　　S／ρ（フit－　　increases　　toward　the　breaking　Point　as　shown　ln

Fig．3．22；however，　the　increasing　rates　　are　　depressed　　after・　a　　certain

point　　of　　1～／Lo　　（marked　　by　a　symbol；一レ）．　This　is　the　reason　the　radiation

stress　S／S｛　takes　on　a　maximum　value．

　　　　The　experimental　results　of　the　changes　in　　wave　　energies　　Et）／Eρi　　and

Ek／’Eki　　are　　plotted　　in　Fig．　3．23，　in　　which　the　open　and　solid　circles

indicate　the　potential　and　kinetic　energies，　respectively．　The　experimental

values　of　kinetic　energy　in　this　figure　were　calculated　from　Eq．　〈3．24＞

using　the　experimental　values　of　wave　length　and　potential　energy．

　　　　Certain　amount　of　fluctuations　arise　in　Run　　3　　within　　80　＜　、．1’・／’～と，＜　90

because　　of　　weak　　meandering　of　waves，　It　is，　however，　remarkable　that　the
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potential　energies　gradually　increase　in　the　offshore　　region　　．r’／hb　＞　100，

as　　does　　the　theoretieal　estimation，　decreasing　slightly　to　50－60　0f　エ・／i’1　t），

after　which　they　begin　to　decrease　sharply．　Let　us　define　the　points　　where

the　　potential　　energy　turns　from　a　increase　to　a　decrease　and　then　when　i　t

begins　to　decrease　sharply　as　the　turning　and　　initiating　　points、　respec－

tively．　For　　Run　　1，　　the　breaking　depth　hb　and　wave　length　L～）　equal　about

5．12　cm　and　78　cm，　respectively，　so　that　the　turning　and　initiating　　points

of　the　potential　energy，　vTt／Lb　and．rc　i／Lb，　nearly　equal　6．6　and　3．6，　respec－

tively．　In　Run　3，　the　potential　energy　begins　to　　decrease　　sharply　　before

the　　breaking　point　as　in　Run　l．These　points．　xt／Lb　and　こv｛／Lb　are　about　8．6

and　3．6，　respectively．
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　　　　To　justify　the　changes　in　　wave　　properties　　based　　on　　the　　assumption

（3．23），　we　　need　　to　discuss　the　changes　in　group　velocity　with　the　aid　of

the　stream　function　theory15）．　According　to　the　stream　function　　theory　　in

the　　frame　　of　reference　moving　with　a　wave，　the　water　surface　displacement

of　the　wave　is　given　as

　　　　　　　　・・（1／・）［・・恩．・i・h（・－2）・九Z！’1）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・｛Xn・・s（・－2）・÷・Xn・lsi・（・－2）・号｝］・・3・as・

where　xl　＝　コじ一ct，　N　　is　an　odd　number，　g）o　is　the　stream　function　at　the　wave

surf’ace，　and　　Xj　　are　　coefficients　　of　　the　Fourier　series．　The　values　of

（ρo，L，　and　XI　are，　originally，　determined　by　the　measurements　of　　the　　wave

profile　　and　　wave　　period．　However，　there　exists　a　problem　in　adopting　the

theory　to　estimate　wave　properties　over　　a　　slope；　because　　the　　value　　of

stream　　function　　is　　a　constant　only　in　the　frame　of　reference　moving　with

the　wave，　measured　water　surface　displacements　in　time　are　able　to　　satisfy

the　　role　　of　　those　　in　　space　　only　　when　the　wave　propagates　on　water　of

uniform　depth．　For　the　waves　on　a　slope，　on　　the　　contrary，　water　　surface

displacements　in　space　must　be　used　in　Eq．　（3．26）．　Therefore，　at　this　stage

we　deal　with　the　stream　function　theory　in　a　slightly　unusual　　manner；　　the

parameters　　in　　the　　stream　function　representation　are　determined　so　as　to

strictly　satisfy　the　kinematic　boundary　condition　within　an　error　of　　about

10－4　　to　　l　O－5，　　using　　measured　values　of　wave　period　and　wave　length．　The

gross　error　for　the　　dynamical　　boundary　　condition　　is　　evaluated　　by　　the

standard　deviation

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’

・、・辰，E、・（1／1）Σ（Q－Q、）2，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　｛＝1

　　　　　　　　　1

Q・（1／1）ΣQ、，Qi・η。i＋（1／2）｛（・、－c）2・・、2｝，

　　　　　　　　　｛斗

（．3．27＞
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where　Qi　are　Bernoulli’s　constants　at　the　wave　surface，　and　the　subscript　i

is　a　phase　index　for　a　sequence　consisting　of　I　values．　The　resultant　error

for　the　dynamical　boundary　condition　is　in　the　range　of　10『3　to　lO－4．

　　　　Fig．　3．24　shows　the　change　in　group　velocity　over　the　slope　of　1／150↓

where　the　group　velocity　is　def’ined　by　the　ratio　of　energy　　flux　　to　　total

energy．　The　　solid　　lines　　in　　the　figure　are　experimental　curves　for　wave

velocity　c／ci．　Since　the　kinetic　　energy　　is　　extremely　　sensitive　　to　　the

asymmetry　　of　wave　profiles・　estimated　values　of　group　velocity　cq／”cqi　show

certain　amount　of　f’luctuations　in　the　offshore　region，　which　resembles　that

of　the　wave　profiles　in　Fig．3．6．
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Fig．3．24　Comparison　of　group　velocities　based　on　the　stream　function
　　　　　　　　　　　　　theory　with　experimental　wave　velocities．
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　　　　The　changes　　in　kエnetic　energy　（Ek／Eki　）s　are　shown　in　Fig．3．25，　eval－－

uated　by　Eq．　（3．5）．　In　the　figure，　the　subscript　s　denotes　values　based　　on

the　stream　function　theory，　and　the　chain　l　ines　are　the　experimental　curves

of　Ek／Eki　based　on　Eq．　（3．5）already　shown　in　Fig．3．23．　（Ek／’Eki）s　takes　on

values　　less　　than　　unity　　in　　the　　offshore　region，　but　both　（Ek／Ek　i：）s　　and

Ek／Eki　reasonably　coincide　with　experimental　errors　of　wave　velocities　c／ci

in　regard　to　group　velocities　cg／cgi．

　　　　Figs．　3．24　　and　3．25　　demonstrate　　that　the　assumption　（3．23）is　well

satisfied　by　shallow　water　waves　over　the　slope　　of　　1／150．　The　　estimated

changes　　in　　potential　　energy　Eρ／’Epi，　of　course，　agree　with　those　shown　in

Fig．　3．23，　satisfying　the　kinematic　boundary　condition．

　　　　Comparison　of　Fig　3．21　with　Fig．　3．23　　shows　　a　　remarkable　　difference

between　　the　　experimental　　and　　theoretical　results、　an　abrupt　decrease　in

potential　energy　before　the　wave　breaks，　Moreover，　it　is　notable　　that　　the

point　　of　　abrupt　decrease　is　nearly　equal　to　the　point　where　the　radiation

stress　takes　on　a　maximum　value．　The　experimental　tendency　f’or　the　　kinetic

energy　to　increase　as　the　wave　approaches　the　breaking　point　is　the　same　as

the　theoretical　tendency．　However，　the　increasing　rates　of　　kinetic　　energy

in　　the　　experiments　　are　several　times　the　theoretical　ones　because　of　the

abrupt　decrease　in　potential　energy．

　　　　Next，　let　us　investigate　the　wave　set－down　caused　by　changes　in　　radia－

tion　　stress　　which　　has　　a　strong　effect　on　wave　breaking．　Fig．3．26　shows

experimental　results　for　　wave　　set－down，　　in　　which　　the　　curves　　are　　the

theoretically　　estimated　　ones　　for　the　wave　set－down　and　radiation　stress．

Experimental　and　theoretical　wave　set－down　are　　roughly　　the　　same　　in　　the

deeper　　region，　but　the　former　is　greater　over　the　whole　range　of　distance

and　is　about　three　times　the　latter　near　the　breaking　point，　that　　is、　　the

values　are　more　or　less　the　same　as　for　the　radiation　stress．　The　true　wave

set－down　is　sensitively　affected　by　how　the　mass　f’lux　of’the　wave　　balances
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the　　discharge　　resupplied　　through　　the　circulating　duct　in　the　wave　tank．

Therefore，　the　ehief　cause　of　the　discrepancy　in　　wave　　set－down　　may　　come

from　　the　　f’act　　that　the　mass　flux　is　slightly　greater　than　the　resupplied

discharge．　This　resembles　the　tendency　of　experimental　wave　lengths　　to　　be

shorter　　and　　that　the　breaking　points　are，　consequently，　more　seaward　than

the　theoretical　ones．

　　　　Investigati。g　the　experimental　results・f　wave　set－d・wn　in　detail，　it

is　　to　　be　　noted　　that　the　wave　set－down　begins　to　change　sharply　near　the

initiating　points　of　50－60　for　xi／Lb，　the　same　as　for　the　potential　　energy

and　radiation　stress．
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　　　　Now，　Fig．　3．27　shows　the　partition　rates　of　wave　energies，　which　is

defined　as　the　ratio　of　kinetic　to　potential　energies　Ek／Ep　　and　　evaluated

from　　the　　experimental　curves　shown　in　Fig、3．23．、　Corresponding　values　of

（Ek／Ep）s　based　on　the　stream　function　theory　and　　on　　Eq．　　（3．6）　are　　also

plotted　　in　the　figure．　Both　values　of　Ek／Ep　and　（Ek／Ep）s　agree　fairly　well

as　in　Fig．3．25．　The　ratios　Ek／’Ep　approximately　equa1　2．4　at　　the　　breaking

points．　These　results　conclusively　show　that　the　kinetic　energy　is　predomi－

nant　when　the　wave　breaks．

　　　　From　the　discussion　above，　it　is　concluded　that　　the　　radiation　　stress

S／Si　　approaches　　a　　maximum　　value，　　while　　the　　potential　　energy　　Eρ／El，i

decreases　near　the　breaking　point，　resulting　in　the　　break　　in　　the　　energy

balance　　of　　the　wave，　and　that　this　phenomena　has　significant　eff’ects　upon

wave　breaking．　In　addition，　the　imbalance　in　the　　partition　　rate　　of　　wave

energies　is　confirmed　as　a　premonitory　phenomenon　of　wave　breaking．

3．6Conclusion

　　　　Breaking　　waves　　of　　spilling－type　　were　　generated　　on　a　mild　slope　of

1／150，　the　mass　transport　accompanied　by　the　　wave　　propagation　　not　　being

restrained　　by　　the　end　walls　of　the　wave　tank．　Characteristics　relevant　to

wave　breaking，　such　as　the　water　particle　velocity，　mass　　transport，　mass

flux，　radiation　stress，　wave　set－down，　and　partition　rate　of　wave　energies，

were　investigated　experimentally　and　compared　with　the　theoretical　　estima－

tion　　based　　on　the　law　of　the　conservation　of　energy　flux．　The　significant

results　are　as　follows：

　　　　From　the　behaviour　of　water　particles，　there　exists　the　mass　　transport

in　　the　　direction　of　wave　propagation，　and　i　t　extends　over　the　whole　water

depth　for　waves　on　a　sloPe　as　well　as　fo「　P「09「essive　　waves　　on　　wate「　　of

uniform　depth．　As　the　water　depth　decreases，　such　as　in　the　region　near　the
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breaking　point，　water　particle　velocities　in　the　upper　zone　　of　　the　　water

become　much　greater　tharl　those　near　the　bottom．

　　　　The　changes　　in　dimensionless　total　mass　flux　and　in　so－called　Stokes’

drift　with　respect　to　the　dimensionless　wave　　period　　are　　similar　　to　　the

theoretical　　estimation．　It　　can　be　expected　from　the　theory　that　the　mass

flux　carl　be　roughly　estimated　and　that　at　just　breaking　it　reaches　　to　　its

maximum　value，　when　the　dimensionless　wave　period　nearly　equals　lO．

　　　　As　　to　　the　　breaking　conditions，　the　Rankine－Stokes　breaking　condition

may　be　satisfied　by　spilling－type　breakers、　that　is，　the　maximum　horizontal

component　　of　　water　particle　velocities　becomes　equal　to　the　wave　velocity

at　the　crest　of　breaking　waves．　Breaking　wave　heights　can　be　also　simulated

by　the　energy　flux　method　or　the　breaker　index．

　　　　The　charlges　in　wave　energies，　however，　cannot　be　sufficiently　explained

based　on　the　theoretical　method。　This　　indicates　　that　　wave　　breaking　　is

subject　　not　　only　to　local　hydrodynamical　conditions，　such　as　the　Rankine－

Stokes　breaking　condition　and　the　occurrence　of　a　cusp　on　the　wave　crest　at

just　　breaking、　but　　also　　to　internal　breaking　conditions　which　relate　to

whole　properties　of　waves．　From　　the　　experimental　　investigation　　of　　the

changes　　in　　potential　energy　and　in　partition　rate　of　wave　energies　due　to

the　wave　shoaling，　the　premonitory　　phenomenon　　oceuring　　in　　the　　breaking

waves　can　be　descr　ibed．

　　　　When　　waves　　propagate　　and　approach　the　breaking　points，　the　potential

energy　in　waves　abruptly　begins　　to　　decrease　　in　　front　　of’　the　　breaking

points，　at　　which　　point　the　radiation　stress　takes　on　a　maximum　value．　On

the　contrary，　the　kinetic　energy　abruptly　increases　because　of　the　decrease

in　　potential　　energy　　and　　predominantes．　These　phenomena　have　significant

effects　upon　wave　breaking．　As　a　result，　the　partition　rate　of　　wave　　ener－

gies　　becomes　　imbalanced　and　waves　fall　into　an　unstable　state　as　a　whole、

leading　to　the　breaking．
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　　　　　　　　　　　　　　CHAPTER　4

DYNAMICS　OF　THE　WIND－FORCED　WAVES

4．1　工ntroduction

　　　　Wind　　above　　a　certain　threshold　speed　gives　rise　to　ripples　on　a　water

surface．　These　ripples　are　chiefly　governed　　by　　the　　surface　　tension　　and

friction　at　the　air－sea　interface．　Furthermore，　as　the　wind　speed　surpasses

the　minimum　speed　necessary　to　　create　　the　　ripples，　the　　f’orces　　at　　the

air－sea　interface　may　become　a　function　of　the　ripples　created．　At　a　higher

wind　speed　with　suf’f’icient　duration，　oscillatory　gravity　　waves　　arise　　and

the　　dir6ct　　pressure　　on　　the　　wave　　surface　and　ef’fects　of　suction　in　the

leeward　eddies　are　added　to　the　friction　force．　At　the　same　time　a　vortical

layer　　is　formed　at　the　air－sea　interface　as　well　as　at　the　sea　bottom．　The

f’riction　caused　by　the　ripples　seems，　however，　to　remain　the　most　prominent

component　of’the　resultant　forces　on　the　wave　surface．

　　　　This　　chapter　　investigates　the　steady　oscillatory　gravity　waves　gener－

ated　by　strong　wind，　termed　”wind－forced　waves”，　which　occur　in　an　equilib－

rium　　　state　　of　the　internal　and　external　f’orces，　such　as　shear　stress　and

pressure　exerting　on　the　wave　surface、　friction　　at　　the　　sea　　bottom、　　and

viscous　　dampirlg　　in　　water．　Moreover，　　at　a　particular　wind　speed，　energy

transfer　f’rom　wind　to　　waves　　excedes　　the　　energy　　dissipation　　by　　bottom

friction　　and　by　the　viscoos　damping　in　water，　and　this　exess　energy　spills

from　wave　crests　often　as　”white　caps”　or　”white　horses”．　In　this　　limiting

situation、　　the　　successive　　formation　　of　　spilling　　regions　ahead　of　wave

crests　becomes　visible．　This　breaking　phenomenon　is　also　　termed　　”breaking

wave　trains”，　a　special　type　of　wind－forced　wave．
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　　　　1n　Section　4．2　the　f’ormulation　for　the　wind－forced　waves　is　set　out．

For　shallow　water　waves，　the　　Korteweg－deVries　　equationD　　　is　　the　　natual

stating　　place，　　but　　it　contains　no　energy　dissipation　or　wind　stress．　The

governing　equations，　which　include　terms　for　these　external　forces、　can　　be

derived　　for　　waves　　in　a　variable　water　depth　from　the　Navier－Stokes　equa－

tions　of　motion　based　on　a　perturbation　procedure　similar　to　that　　used　　by

Keller2）．　　Though　they　have　the　bottom　f’riction　and　wind　stress　terms、　they

correspond　fundamentally　to　the　　Boussinesq　　equations3）　　for　　waves　　in　　a

uniform　　water　　depth．　These　terms　added　are　non－homogeneous　terms　and　act

like　external　forcing　terms　for　wave　motion　by　wind．　Wind　　stresses　　surely

distribute　　with　respect　to　the　phase　of　waves．　The　pressure　is、　theref’ore、

assumed　to　vary　in　phase　with　the　wave　slope　and　the　shear　stress、　in　phase

with　　the　　wave　　elevation．　The　eff’ect　of　bottom　friction　is　treated　as　an

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノempirical　friction　law　like　Chezy’s　law．

　　　　In　Section　4．3　formulas　for　wind－forced　waves　on　water　of　uniform　depth

are　　　developed　　and　　mathematical　　expressions　　for　　hydraulic　　quantities

together　with　the　existence　condition　for　the　waves　are　given．　For　　steady

waves，　the　　governing　　equations　　reduce　　to　　one　similar　to　the　Korteweg－

deVries－Burgers　equation4）　having　forcing　terms　by　wind　　and　　an　　empirical

dissipation　　term　　at　　the　　sea　bottom．　The　periodic　solution　for　this　non－

homogeneous　partial　differential　equation　is　investigated　with　the　　use　　of

the　　method　　of　　averaging　　and　　results　in　the　solution　for　cnoidal　waves、

accompaning　wind－induced　currents．　Next，　the　stability　of’the　cnoidal　　wave

solution　　in　　a　phase　plane　is　analyzed　based　on　the　usual　stability　theory

for　ordinary　linear　differential　equations，　and　the　most　stable　wave　motion

is　　defined　　by　　introducing　a　physical　motion．　The　phase　shift　in　the　wave

which　renders　the　wave　profile　asymmetric　is，　then，　determined　　from　　the

phase　　equation　　which　　argse　　from　　the　averaging　procedure．　Finally，　the

re！ations　between　wave　properties　and　external　forces　　necessary　　for　　non一



　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　155

trivial　　wave　　motion　　to　　exist　　are　determined，　which　leads　the　existence

condition　for　wind－f’orced　waves．

　　　　In　Seetion　4．4　wind　stresses　exerting　on　wind－forced　waves　are　pre－

sented　　in　　relation　　both　　to　　the　　friction　　at　the　sea　bottom　and　to　the

Reynolds　number．　The　shear　stress　at　just　breaking　is　evaluated　　using　　the

results　in　Chapter　2．

　　　　In　　Section　　4．5　　the　　quantitative　　character　　of　wind－forced　waves　is

discussed．　Wind－forced　waves　can　be　formulated　as　a　one　parameter　family　of

a　shear　stress　parameter；　if　the　parameter，　whose　region　is　determined　f’rom

the　existence　condition　for　wind－forced　waves，　is　given　together　　with　　the

Reynolds　　number　　and　　the　friction　at　the　sea　bottom，　hydraulic　quantities

arld　wind　stresses　can　be　expressed　as　f’unctions　　of　　the　　wave　　period　　for

required　wave　heights．　It　is　found　that　wind　stresses，　such　as　pressure　and

shear　stress，　have　local　maxima　at　certain　wave　periods，　which　　relates　　to

the　　distribution　of　wind　stresses　assしtmed．　This　may　have　strong　effects　on

wave　breaking，　It　is、　furthermore，　noted　here　that　the　　shear　　stress　　acts

like　　a　positive　external　force．　The　wave　profile　and　the　horizonta！　compo－

nent　of　water　particle　velocities　averaged　　over　　the　　water　　depth　　become

asymmetric　if　the　bottom　friction　is　reasonably　great，　and，　for　small　water

partiele　velocities．　the　velocity　field　in　a　f’rame　of　ref’erence　moving　with

the　wave　can　be　regarded　as　subcritical　near　the　wave　crest　and　supercriti－

cal　near　the　wave　trough，　as　in　roll　waves．

　　　　In　Section　4．6　the　analysis　of’wind－forced　waves　is　verified　by　com－

parison　with　experimental　and　field　data．　First，　to　determine　properties　of

the　breaking　wave　trains，　hydraulic　experiments　　are　　carried　　out　　with　　a

recireulating　　wind　　wave　　tank　　which　　can　　reproduce　wind－generated　waves

accompaning　wind－induced　currents．　It　is　found　that　wave　periods　　and　　wave

heights　　of’　breaking　　wave　trains　are　nearly　the　same　as　for　the　peak　fre－

quencies　of’wind－wave　power　　spectra　　and　　for　　significant　　wave　　heights、
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respectively．　The　wind－induced　currents　have　an　important　role　in　the　mass

transport　of　wave　trains；　because　of　the　strong　currents，　　the　　wave　　field

may　be　regarded　as　a　unidirectional　flow，　and　there　exists　a　critical　depth

in　the　frame　of　reference　moving　with　the　wave　trains，　　occuring　　near　　the

the　mean　water　depth．

　　　　Secondly，　field　　measurements　from　an　observational　pier　give　data　for

actual　wind－forced　waves．　From　　the　　spectral　　analysis，　signifieant　　wave

periods　　are　　f’ound　　to　be　smaller　than　those　obtained　from　spectral　peaks：

this　differs　from　the　experimental　results　and　may　　be　　attributed　　to　　the

nonlinear　　wave　　interaction　　due　to　wave　shoaling，　such　as　soliton　separa－

tion．　The　two　different　types　of　wind－forced　　waves　　corresponding　　to　　the

significant　　wave　　periods　　and　　to　the　wave　periods　obtained　f’rom　spectral

peaks　are　discussed　in　comparison　with　the　theoretical　estimations．

　　　　According　to　the　experiments　and　field　observations，　hydraulic　　quanti－

ties，　such　as　wave　velocity，　mass　transport　velocity，　average　velocity、　and

wind－induced　current，　are　in　the　theoretically　estimated　region，　that　　is、

the　gross　features　of　the　wind－forced　waves　can　be　simulated　satisfactorily

by　the　present　model．　However，　the　actual　and　　experimental　　wave　　profiles

are　　more　　asymmetric　　and　　steep　　than　　the　　theoretically　estimated　ones、

indicating　the　significant　effect　of　bottom　friction．

　　　　In　Section　4．7　the　preceding　characters　of　wind－－foreed　waves　are

summarized。

4．2Governing　Equations　of　Motion

　　　　When　　wind　of　sufficient　duration　and　speed　blows　over　a　sea　surface、　a

vortical　layer　is　formed　at　an　air－sea　interface　　and　　a　　similar　　vortical

layer　　is　　formed　　at　the　sea　bottom　due　to　the　friction．　Consider　the　two－

dimensional　motion　of　water　bet∨een　these　two　vortical　layers　which　can　　be
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defined　as　the　regions　in　the　flow　where　the　water　particle　velocity　varies

rapidly　with　depth．　These　regions　may　be　regarded　as　　extermely　　thin　　com－

pared　　with　the　water　depth．　Suppose　that　a　wave　propagates　with　a　velocity

c＊@under　a　wind　speed　IVa’．　Take　the　origin　of　the　coordinate　（x㌔zホ）　at　the

mean　　depth　　of　　water，　the　positive　oc＊－axis　being　in　the　direction　of　wave

propagation　and　2r＊－axis，　vertically　　upwards，　　then　　the　　wave　　surface　　is

defined　　by之二←＝　η＊　and　the　sea　bottom，之＊　＝　－h＊（x－1・）　as　shown　in　Fig．　4．1。

Let　u＊，　祖＊，　t＊，　p＊，　and　τ＊　be　the　horizontal　　and　　vertical　　components　　of

water　particle　velocities，　time，　pressure，　and　shear　stress，　respectively．

O
h

艀
？ら

イ1ソ

z㌔プ　L。．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．〆ぱ｛x昨

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　z

　　　　　　　　　　　　　τb

　　　　　　　　　　　　　　　Pb

Fig．4．1　Coordinate　system．

Non－dimensional　variables　are，　then，　defined　as

　　（工，之）＝　（」じ㌔之A）／lio、　f　＝　t＊　9／7～0、　η　＝　η＊／1～0，　h　＝れソ1～〔1、

（⑭・（・㌔め／〈1・。，・・c・／価，IVa・Wa・／〈1・。，

　　（Ps・Pb）　＝　（Ps＊・Pb’＋）／ρ91～0，　　（τs・τb）　＝　（τs＊・τb；り／ρ9’⑩，　R　；　～↓O

where　the　asterisk　denotes　a　dimensional　variable，　and　　”tc）

representative　　of’　the　　water　　depth　　at　the　origin，　9

x静

（4，1）

　　　　9ho／｝J、

　　　　　　is　a　length

the　acceleration　of
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gravity，ρ　the　density　of　water，　R　the　Reynolds　number，　and　り　　the　　kinetic

viscosity　　of’　water．　The　subscripts　s　and　b　denote　quantities　at　the　wave

surface　and　sea　bottom，　respectively．

　　　　The　equation　of　continuity　and　the　Navier－Stokes　　equations　　of　　motion

are，　respectively，　described　as

　　　　　　　　　∂u／∂コc＋∂w／∂z＝　O，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．2）

　　　　　　　　　繊註：ll誘：ll㌘1：鴛，iU，　］（4・3）

where　　▽2　　is　　the　　Laplacian．　The　　kinematic　　boundary　conditions　at　the

air－sea　interfaee　and　sea　bottom　are

　　　　　　　　　∂η輌隠∴：ll二ll∴∴」・4・4・

where　δ　is　the　boundary　layer　thickness　assuming　that　δs　《　1，　and　δb　＜　　1．

In　addition，　the　continuity　conditions　for　stresses　at　the　　two　　interfaces

are　given　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ぴ　　　　　　　　　　　∂w／∂z－（∂u／∂之十∂ψ／∂コc）（∂η／∂コc）十（∂u／∂x）（∂η／∂コ〔）L

　　Ps

τs　＝

P－2　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1～｛1十（∂η／∂コC）2｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　at之＝η一δs≒η，

（∂u／∂之＋∂ω／∂コc）｛1－（∂η／∂コc）2｝－2（∂u／∂コc－∂lv／∂之）（∂η／∂cu）

（4．5．1）

Pb＝P－2

　　　　　　　　　　　　　　　R｛1＋（∂η／∂コc）2｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　at之＝　η一δs　≒　η，

∂w／∂之＋（∂u／∂z＋∂tO／∂コc）（dh／dコc）＋（∂u／∂a；　）（dh．／dx）2

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　R｛1＋（dh／dコc）2｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　at　21＝　－h＋δb　≒　一九，

（∂u／∂之＋∂w／∂コc）｛1－（dh／dコc）2｝＋2（∂u／∂コc－∂w／∂之）（dh／dx）

（4．5．2）

τb　＝

（4．6．1）

1～｛1＋（d九／dx）2｝

at之；　－h＋δb　≒　一’い

　　　　There　are　two　important　parameters　associated　with　shallow　water

One　is　the　ratio　of　amplitude　to　depth，　and　the　other　is　the　ratio　of　depth

to　length　representative　of　the　horizontal　scale．　These　parameters　will　　be

defined　　by　　ε　　and　σ，　respectively．　For　all　long　wave　theories　σ　．、　1、　and

（4．6．2）

waves、
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i）for　finite　amplitude　wave　theory　ε　＝　O（1）、　while　ε　and　σ一　are　of　　the　　same

order　　f’or　　waves　　governed　by　the　Boussinesq　or　the　Korteweg－deVr　ies　equa－

tion．　Here，　apPropriately　choosirlg　the　hori20ntal　length　　scale・　the　　wave

motion　　with　　the　Ursell　number5）　Uグ　≒　1，　i．e．　ε　≒　02、　will　be　discussed，

The　physical　quantities　can，　then，　be　expanded　in　the　forms

　　　　　　　　　　　　　　　　　　り
　　　　　　　　　U　 ＝　 εU1　＋　ε』U2　＋．．．，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　り
　　　　　　　　　te二σ（εIVI十ε←ω2十．．．），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　o
　　　　　　　　η　＝　εη1＋ε」η2＋◆◆．，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　り
　　　　　　　　ρ　＝　一之＋εPl＋E）L’ρ2＋．．．，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　づ　　　　　　　　τ　＝　σε（ετ1十ε∠τ2十．．．）．

Furthermore，

　　　　　　　　　（ユ・いい＝σ（Llじ，t）．

In　the　following　analysis，　assume

　　　　　　　　　り1　≡≡　1／（σR）　＝　0（1），

and　　that　all－variables　and　their

of　the　order　of　unity．　Since　Eq．

is　　impossible　　to　　apProximate

around　之　＝　O　as　in　previous

wave　　motion．　Though　this

（4．7）

　　　　　　　　　　　　independent　variables　コc　and　t　are　scaled　such　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．8）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　further　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．9）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　derivatives　with　respect　to　xl　and　tl　are

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．5）must　be　held　just　below　　z　≒　η，　　it

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　these　boundary　conditions　by　a　power　series

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　finite　amplitude　wave　theories　for　irrotational

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　limitation　is、　on　the　contrary，　not　necessary　for

the　kinematic　boundary　condition　at　z≒η，　the　first　of　Eq．　（4．4）、　the

expansion　　procedure　　using　　a　power　series　will　not　be　adopted　in　order　to

unify　the　treatment　of　all　boundary　conditions．

　　　　Before　developing　the　analysis，　with　the　aid　of　　the　　average　　velocity

defined　by

　　　　　　　　五・：∫1：・d之・　　　　　　・4・1・・

the　usual　equations　of　continuity　and　momentum　become

　　　　　巴．2．｛⊇．η）｝。O，　　　　　　　　　（4．1・1）
　　　　　　∂t　∂x’
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　　　　　　麗・㍑・九≒念∫1（u－u）2d之・言i，）∫1｛一設聖｝d・・

　　　　　　　　　　∂u　∂Iv

　　　　　　ω　＝　一　一，
　　　　　　　　　　∂之　∂エ・

by　integratirlg　Eq．　（4．2）　and　the　first　of　Eq．　（4．3）

where　ω　is　the　vorticity．　Here，　it　is　clearly　important　that　　the

and　　visous　　terms　　be　　evaluated　　properly．　Chester6），　　for　’

evaluated　the　pressure　term，　assuming　that　the　dispersion　effect

and　　that　　i　t　　can　be　accounted　for　by　a　two－dimensional　linear

dissipation　neglected，　which　led　to　Boussinesq’s　dispersion　term。

　　　　Based　on　the　scheme　of　approximations　above，　Eq。　　（4．2）　to　　Eq．

give　the　first　order　equations　of　apProximations

　　　　　　　　　∂u1／∂コCl＋∂IOI／∂之二〇，

　　　　　　　　　∂u1／∂tl＋∂P1／∂Xl一り1（∂2u1／∂f）・0，

　　　　　　　　　∂P1／∂z＝0，

　　　　　　　　　∂η1／∂tl－Wl　＝　O　　　　at　之　≒　εη1，

　　　　　　　　　Ul（dh／dコCl）＋101　＝　O　　　at之　≒　－h，

　　　　　　　　　P1－Ps1　＝　O　　　　　　　　at　之　≒　εη1，

　　　　　　　　　Yl（∂u1／∂之）　＝　O　　　　at之　≒　εη1，

　　　　　　　　　Pl－Pb1＝　O　　　　　　　　at　z　≒　＿れ，

　　　　　　　　　り1（∂tt1／∂．之）＝O　　at之≒－h．

At　　both　之≒　εη1　　and　z≒　－h，　　∂Ul／∂之＝

（4．13）　indicates　that　the　motion　is　for　small

velocity　u　l　is　independent　of　2r，　i．e．

　　　　　　　　　Ul　＝　U1（コL”1，tl）　＝　Ul．

The　third　of　Eq．　（4．13）gives

　　　　　　　　P1＝η｜十Psl（Xl，tl），

which　combined　with

〈4．12』）

with　respeCt　to　こ、

　　　　　　　　　pressure

　　　　　lnstance，　has

　　　　　　　　is　small

　　　　　　theory　with

（4．6’〉

（4．13）

O，　and　since　the　for　th　of　Eq．

amplitude　waves，　the　possib！e

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　the　boundary　condition　一之＋ε（p1－ps1）

The　equation　of　continuity　can　be　obt『ined　by　integrating

（4．14）

　　　　　　　　　　　（4．15）

＝Oat之≒εη1、

the　first　of　　Eq．
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（4．13）　with　respect　to之from一九　toεη1　and　by　leaving　the　higher　order

terms　of　ε，　such　as　εη1（∂u1／∂xl），　to　the　next　order　approxlmatlorl、

　　　　　　　　∂η1／∂tl＋∂（Ull’1．）／∂τ1＝0．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．16、

The　second　of　Eq．（4．13）gives　the　equation　of’momentum

　　　　　　　　δ石1／∂’t’1＋∂η1／∂Xl＝　一∂Ps1／∂τ1．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〈：4・17）

These　are　equations　for　linearized　long　waves　　due　　to　　the　　wind　　pressure

exerting　　on　　the　　wave　　surf’ace，　The　vertical　velocity　Ivl　can　be　found　by

irltegrating　the　first　of　Eq．　（4．13）with　respect　to之and　by　　applying　　the

boundary　condition　at　之　＝　－1～，

　　　　　　　　Iv1＝一∂（U，’川／∂［Vl一之（∂Ul／∂Xl）．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〈4．18♪

The　pressure　at　the　sea　bottom　is　also　given　by

　　　　　　　　Pb1＝η1斗Ps　1（．1［1，tl）．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　4．19）

　　　　Using　　the　　results　　of　the　first　order　approximation　above，　the　second

order　equations　are　followed　by

　　　∂u2／∂コじ1一ト∂こ02／∂之　＝　0，

　　　∂。2／∂tl＋。1（∂・1／∂．・’1）＋∂P2／∂．v1－・1（∂2・1／∂・c12＋∂2・2／∂ジ）・

　　　∂ω1／∂tl＋∂P2／∂之　＝　0，

　　　∂η2／∂士1・。1（∂η1／∂・c1）一蝿一〇　・t之≒・η1・ε2η2，

　　　u2（dh／dコじ1）＋ZtF2　＝　O　　　　　　　　　　　　　at　21≒　一一れ，

　　　P2－P、2－2・1（∂tV　1／∂之）・O　　at之≒・η1・ε2η2，

　　　。。1－。1（∂、，2／∂之＋∂IVI／∂tUl）・0　・t之≒・η1・ε2η2，

　　　P2－Pb2－2L，1（∂IVI／∂z）　＝　O　　　　　　　at　之　≒　－rt・

　　　τ1，｜－L，1｛∂112／∂z十∂ω1／∂工1＋2（：∂u｜／∂」じ1－∂lv　1／∂z）〈di’t／dftr　t）　｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　at　之　≒　一～’t．

The　third　of　Eq．　〔4．20）　i．ntegrates　to

　　　　　　　　。、．η，．P、2．．∂2〈緬．三∂2L　2。，∂ffi，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2∂t1∂コc1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∂x1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∂t1∂エ1

where　the　boundary　condition　at　之　＝　εη1＋ε2η2　has　been　used．

of　continuity　becomes

O、

＝0

（4．20）

　　　　　　　（「4．21．）

The　　equation
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　　　　　　　　　　∂η2　－∂η1　∂一
　　　　　　　　　　　　　　↓Ul　　　＋　　　（lt2’川＝0，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．221｝
　　　　　　　　　　∂tl　　　　　　　　　　　　　　　　　　∂．t’1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∂：tl

　by　　integrating　　the　first　of　Eq、　（4．20）with　respect　to之．　The　equation　of

　momentum　in　terms　of’the　average　velocity　　u2　　can　　be　　obtained　　from　　the

second　　of　　Eq．　（4．20）　by　integrating　with　respect　to　之　and　by　substituting

f’orp2，

　　　　　　　　　ill・五1　iii・i箸＝一…篭2・兵1；τb1・4・・｛∂2Ul　　l　dh　∂Tq　　　n十一∂ct’1”　　i’td．11’1∂ユ｜｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．皇∂3．（Itl　h）．亙∂3ttl　．，，　　，4．23、

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2∂tl∂コ〔1ら　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　6∂tl∂．x・1－

where　the　boundary　conditions　at　z＝　εη1＋ε2η2　and　z　＝　一れ、　the　seventh　and

ninth　of　Eq．　（4．20）、　have　been　used　to　express　the　viscous　terms　by　τ、l　and

τb1．　From　the　eighth　of　Eq．　（4．20），　the　pressure　at　the　sea　bottom　becomes

　　　　　　　　　P、2。η、．P。2．h∂2（ulh）．星∂2U1．　　　（4．24、

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∂tl∂コSl　　　2∂t1∂コCl　　　　　　　　　　×

　　　　Accordingly，　in　terms　of　u，　the　equations　of　　continuity　　and　　momentum

become

　　　　　　　　　駕÷百伽・〉｝・・（・3）・　　　　　（4⑳

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　り　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　書・万芸・駕二一芸・；ii；b・1｛∂∠u　　ldh∂u　　十一一　パ∂こvL　　h．　dx∂Lr｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・i÷五1・）÷i竃，・・（・・）・　・4…26・’，1，

which　　are　　formed　　by　adding　ε　times　Eqs．　（4．22）　and　（4．23）　to　Eqs．　｛4．16♪

and　（4．17）respectively　and　by　changing　back　to　　the　　variables　　．）じ　and　　f．

Similarly，　the　vertical　velocity　and　pressure　are，　respectively、　given　by

　　　　　　　　1。・．上（五，か之∂u＋O（。・／・），　　　　　　　（4．m、
　　　　　　　　　　　　　　∂コじ　　　　　∂．v
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　　　　　　　　　P。．之．η．P。＋z∂2（uノ～）．2∂2五ヱ≡．。（，・）．　（4．99）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∂士∂コc　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2　∂t∂コc　　1マ∂コじ

　　　　The　　third　　term　　in　the　general　equation　（4．12）　is　of　the　order　of　ε4、

thus　this　term　can　be　neglected。　In　Eq．　（4．26）　the　second　order　　ef’fect　　of

the　variations　in　water　depth　remains　chiefly　in　the　fourth　and　fifth　terms

of　the　right－hand　side．　They　are　the　same　as　those　f’or　long　waves、　obtained

by　　Peregrine7）　　on　　the　assumption　of　irrotationality　of　wave　motion．　This

assumption　is　not　adopted　in　the　present　analysis，　but　the　same　terms　　have

been　　derived　from　the　fact　that　the　horizontal　velocity　of　the　first　order

approximation　is　independent　of　z．　The　depth　　effect　　also　　occurs　　in　　the

viscous　　term，　and，　furthermore，　Eq．（4．26）　contains　the　significant　terms

due　to　the　damping　by　viscosity　of　water，　the　　external　　forces　　caused　　by

wind，　and　the　friction　at　the　sea　bottom．

4．3Wind－Forced　Waves　on　Water　of　Uniform　Depth

（1）　Basic　Equations

　　　　For　　waves　　on　　water　　of　　the　　uniform　　depth，れ　＝　1，　the　equations　of

continuity　and　momentum　respectively　reduce　to

　　　　　　　　巴．上｛五（1．η）｝．。，　　　　　　　　、4．ee）
　　　　　　　　　∂t　∂ユ・

　　　　　　　　　∂五　　一∂万　　∂η　　1　　∂3五　　　　　∂Ps　　τs一τb　　4∂2万

　　　　　　　　一＋u－＋一一一　　　　　。　＝　一　　　　＋　　　　　　＋一　　　ぴ．　　　　　　　　　　　（4．30）
　　　　　　　　　∂t　　∂Jじ　∂エ　3∂t∂エ乙　　　∂L℃　　1＋η　R∂コじ乙

These　equations　with　damping　and　external　forces　are　just　variants　　of　　the

BOussinesq　　equations，　The　　external　forces　can　be　assumed　as　follows：　the

pressure　and　shear　stress　may　vary　along　the　wave　surface　and　be　asymmetric

in　　the　front　and　rear　sides　of　the　wave　crest，　so　the　surface　displacement

η　and　its　slope　∂η／∂x，　at　least，　effect　on　their　variations．　However，　the
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slope　　eff’ect　　is，　as　usual，　chiefly　concerned　with　the　pressure、　then　the

ef’fect　of　wave　elevation　may　predominate　in　generation　of　the　shear　stress．

In　　addition，　these　effects　can　be　assumed　to　be　！inear　in　the　lowest　order

approximation．　The　pressure　can，　then，　be　expressed　by　the　form

　　　　　　　　P、・C、（ρ。／ρ川⊂c）2・（∂η／∂・・）≡・，・（∂η／∂・），say、　　・14．31・

which　varies　with　respect　to　the　wave　slope，　and　the　shear　stress　can　　take

the　form　of　the　variation　with　respect　to　the　wave　elevation

　　　　　　　　　τs　；（rd（ρα／ρ）（IVa－Us）2（1＋δ1η）≒　（）d（ρα／ρ）Wα2（1＋δ1η：〉、　　　　　　（4．321

where　　ρα　　is　　the　density　of　the　air，　Cs　and　Cd　are　the　seltering　and　drag

coefficients，　respectively，　and　us　is　the　water　particle　　velocity　　at　　the

wave　surface，　then　TVa　》　us．　δ1　is　a　coefficient　to　be　discussed　later．　Eq．

（4．32）　is　similar　to　　the　　assumption　　∨hich　　was　　used　　by　　Stewar　t8　i　　and

Longuet－Higgins9）　to　discussed　variable　surf’ace　stresses　on　small　amplitude

waves．　From　analogy　to　storm　surgeslo），　it　follows　that

　　　　　　　　　。。一τb・（1・mb）Cd（ρ。／ρ）；t1。2・（1・δ1η）－sl2

　　　　　　　　　　　　　　　≡　στ・（1＋δ1η）－sl　2，　say，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〈4．33ノ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ
where　the　dissipation　at　the　sea　bottom　is　assumed　to　be　given　　by　　Chezy’s

law，　s　is　the　coeff’icient　of　bottom　friction，　and　Iltb　the　coefficient　of　the

effect　of　bottom　friction　on　the　shear　stress．　If　Eqs．　　（4．31）　and　　（4．33）

are　substituted　into　Eq．　（4．30），　the　basic　equation　of　momentum’reduces　to

爵・五言÷隠＝一σ・i誓・鴛誓…　II＋＋δi、η一・1三2，－4・en・

　　　　A　steady　state　solution　can　be　found　by　looking　for　a　solution　in　which

τiand　η　are　functions　of　the　single　variable

　　　　　　　　　ξ　＝　エーct’．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　／’4．351

The　equation　of　continuity，　thus，　integrates　to

　　　　　　　　　（1＋η）（c－u）＝const．＝Q，　say、　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．36，

where　Q　is　called　the　progressive　dischargel　D．　Therefore，　eliminating　η　irl

Eq．　（4．34）　with　the　aid　of　Eq．　（4．36）　gives
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　　　　　　　　当［｛1・2日｝しL｛1一日｝］ま

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　パ　　　　　　　　　　
　　　　　　　　　　・｛芸一6・Q｝iき・晋｛（1一δ・）・δ・Q－（1一δDし已し12－4・37・

in　which

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ぴ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ぴ　　　　　　　　

　　　　　　　　θ＝tt／’c，　Q＝Q／c、σ，＝σ．／c乙、σρ＝σ，、／c』・R＝Rc・　　（4．38）

and　terms　of　the　order　of　し／3　are　neglected．

　　　The　quadratic　equation　in　the　right－hand　side　of　Eq．　（4．37），

　　　　　　　　　　ら　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　　　　　　　　UL＋　（στ／s）（1一δ1）し1－　（στ／s）（δ1Q＋1一δ1）　＝　0，　　　　　　　　　　　　　　（4．39）

will　　have　　real　　roots　　f’or　　real　　coefficients，　arld　they　are　unif’orm　flow

solutions　of　the　equation　itself．　Thus、　let　these　real　roots　　be　　一し11　　and

し∫2．　The　transformation

　　　　　　　　・U・｛1・2』｝U－｛1－』｝　　　　　（4・4・）

leads　Eq．　（4、37）to

1d3U　　　　　　　dM
5dξ・＋㌃＝μG（cu）・

　　　　　　　　　　d2皿

μG（「U）　＝　ε1　　　、）＋　ε2　（『Ul　＋（U）（NU2－’，U），

　　　　　　　　　　dξ’

（4．41）

with

　　　　　　　　ε1÷頑…一｛き｝／｛1・2』｝・

　　　　　　　　ax1・｛1・2』｝Ul・｛1－』｝・

　　　　　　　　cu・・｛1・2』｝u・一｛1－』｝・

This　　equation　　with　an　empirical　dissipation

the　Korteweg－deVries－Burgers　equation（ε2　＝　0）

and　　specifies　　the　　distribution　　of　　average

ぐ4．42）

term　is　the　generalization　of

for　steady　state　wave　　motion

　　velocity　generated　by　wind．
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Johnson4）　used　the　Korteweg－deVries－Burgers　equation　in　　the　　analysis　　for

the　　undular　　bore，　while　Byatt－Smithl2）　dealt　with　a　similar　equation　for

the　case　of　ε1　＝　O　to　see　if　the　steady　undular　bore　is　possible．

（2）　Method　of　Averaging

　　　　When　ε1　＝　ε2　＝　0，　Eq．　（4，41）　can　be　integrated　twice　to　give

　　　　　　　　　〈1／3）（dM／dξ）2＝一（1／3）’U　3＋A℃＋B，　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．43）

where　A　and　B　are　integral　constants．　This　equation　can　be　integrated　again

in　　terms　　of　the　Jacobian　elliptic　function　of　the　second　kind，　leading　to

the　cnoidal　wave　solution；

　　　　　　　　　・U・β・（。．β）cn・。，。・1后（ξ．ξ。），た・。α一β，，4．44）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2α＋β

whereαandβare　the　largest　two　roots　of　the　equation－U3＋3A“U＋3B＝0，

k　　is　　the　modulus　of　the　elliptic　functions，　and　the　integral　constant　ξo，

the　phase．

　　　　The　cnoidal　wave　expressed　by　Eq，　（4．44）　is　periodic　with　respect　to　　ξ

and　has　the　wave　length

　　　　　　　　　L・4　1〈／VEEF；一］｝，　　　　　　　　　　（4．45）

where　　κ　　is　　the　　complete　　elliptic　　integral　of　the　first　kind．　The　wave

length，　of　course，　depends　on　（α，β）or　（A，B）．　Therefore，　the　　cnoidal　　wave

train　for　Eq．　（4．41）can　be　written　in　the　f’orm’U＝S（ξ＋ξo，A，B），　whereμ

is　assumed　to　be　a　small　parameter　as　in　the　theory　of　　nonlinear　　oscilla－

tions，　and　A，　B　（orα，β），　andξo　are　slowly　varying　functions　ofξto　be

determined．

　　　　The　dependence　of　A，　B，　and　ξo　on　ξ　is　derived　as　follows12）：

Setting

　　　　　　　　　ξ＋ξo　＝　X（ξ）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．46）



and　assuming　that　A　and　B　are　functions　of　ξ　give

　　　　　　　　　dU　　　∂9　　∂汀dξo　　∂5dA　　∂住dB　　　∂5

　　　　　　　　－＝一十一　　　 十一一十一一＝－s　　　　　　　　　dξ　　　∂Z　　∂Zdξ　　∂Adξ　　∂Bdξ　　　∂Z

on　the　condition　that

　　　　　　　　口dξ・．口坐．i99E．o．

　　　　　　　　　∂X　dξ　　∂Adξ　　∂Bdξ

The　derivative　of’Eq．　（4．47）again　becomes

　　　　　　　　d2U　　　∂25　　∂25　dξo　　　∂2住　　dA　　　∂29　dB

　　　　　　　　　　　　＝　　　　　　十　　　　　　　　　十　　　　　　　一斗　　　　　　　一．
　　　　　　　　dξ2　　　∂Z2　　∂Z2　dξ　　∂X∂Adξ　　∂Z∂Bdξ

Furthermore，　the　derivatives　of

　　　　　　　　　（1／3）（dff／dx）2＝一（1／3）汀3＋Agr＋B

with　respect　to　Z，　A，　and　B　respectively　become

　　　　　　　　　　　　　　o　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　。∂gr　　∂gr　　　　　　　　2∂｛y∂」5

　　　　　　　　－一　。＝－5∠一＋A－・
　　　　　　　　3∂Z∂Z－　　　　∂Z　　∂X

　　　　　　　　　　　　　　　り
　　　　　　　　≧壁∂L9。－9・壁．A∂9．ge，

　　　　　　　　3∂γ∂Z∂A　　　　∂A　　∂A

　　　　　　　　壁∂29．．9・璽．A≡月．

　　　　　　　　3∂Z∂Z∂B　　　　∂B　　∂B

Multiplying　these　equations　by　dξo／dξ，　dA／dξ，　and　dB／dξ，

adding　both　sides　gives

　　　　　　　　i｛∂2窪dξo　　　∂25　dA　　　∂2S　dB　　　　　　　　　　　　　＋　　　　　　　　　　り∂Z－　dξ　　∂X∂Adξ　　∂Z∂Bdξ｝i；・窪儂・91・

because　of　Eq．　（4．48）．　If　the　condition

　　　　　　　　　　dA　dB
　　　　　　　　窪一＋一＝O
　　　　　　　　　　dξ　dξ

is　imposed，　Eq．　（4．49）becomes

　　　　　　　　d2・u／dξ2　＝　d2窪／dx2，

with　the　aid　of　Eq．　（4．52），　and　thus，
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（、4．47）

（4．48）

（4．49）

（4．50）

（4．51）

respectively，　　and

　　　　　　　　　　　　（4．52）
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臼○

）

邑悟
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　　　　　　　　　d3℃　　　∂33r　　∂3窪dξ0　　　∂35　　dA　　　∂35　　dB

　　　　　　　　　dξ・＝∂、・＋∂、・dξ＋∂、・蒜＋∂、・∂B蚕・　　　／4・55＞

　　　　Similarly，　taking　　the　derivatives　of　Eq．　（4．51）with　respect　to　Z　and

multiplying　by　dξo／dξ、　dA／dξ，　and　dB／dξ，　and　adding　yields

　　　　　　　　　舞・∂i曇∂iき・き・　　　・4・56・

with　the　help　of　Eqs．　（4．48），　（4．52），　and　（4．53）．　Substituting　　Eq．　　（’4．56）

into　Eq．　（4．55）　leads　to

　　　　　　　　　d3U　　∂35　3dA
　　　　　　　　　　　　＝　　　　＋一一．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4。57）
　　　　　　　　　　　　　　∂Z3　2dξ　　　　　　　　　dξ3

From　Eqs．　（4．41），　〈4．47），　and　（4．57），　it　follows　that

　　　　　　　　　1∂3汀　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∂gr　　　　　　　　　　　　　　　　ldA

　　　　　　　　5∂、・＋三蚕＋㌃＝μG（sr）・　　　　　　C4・田’

which　reduces　to

　　　　　　　　　dA／dξ＝2μG（窪）、　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．59噛）

because　of　Eq．　（4，50）．　Therefore，　Eqs．　（4．53）and　（4．48）　respectively　give

　　　　　　　　　dB／dξ　；　－2μgr　G（9），　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．60）

　　　　　　　　　dξ・．2，G（9）ge（∂9／∂B）一∂ge／∂A≡2、SCt　say．　　　（4．61、

　　　　　　　　　dξ　　　　　　　　　　∂9／∂Z

Consequently，　　the　　dependence　　of　　A，　B，　and　ξo　on　ξ　　is　governed　by　Eqs，

（4．59），　（4．60），　and　（4．61），　respectively．　Since　X　is　the　function　of　A　　and

B　through　α　and　β，　if　the　change　of　variables　from　X　to　Φ，　defined　by

　　　　　　　　　X　＝　ξ＋ξo　＝　L（A・B）◆Φ，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（、4．62）

is　　introduced　　to　exclude　the　dependence，　this　makes　緩，　expressed　in　terms

of　A、　B，　and　Φ，　periodic　inΦ　with　a　unit　wave　length．　A，　B、　and　　ξ（l　being

functions　of　ξ，　it　follows　that

　　　　　　　　　　dΦ

　　　　　　　　　　　　　＝1＋2μ（R，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．63）　　　　　　　　L－
　　　　　　　　　　dξ

with



　　　　　　　　G・　sc－｛鴛一鑑｝G（9）・Φ・

where　　Eqs，　（4．59），　（4．60），　and　（4．61）have　been　used．

bles　also　transforms　Eqs．　（4．59）and　（4．60）　into

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　G（gr）　　　　　　　　∂A
　　　　　　　　－＝2μL　　　　　　，
　　　　　　　　∂Φ　　　　　　1＋2i1．6t

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　gG（9）　　　　　　　　∂B
　　　　　　　　－＝－2μL　　　　　　．
　　　　　　　　∂Φ　　　　　　　1＋2μ（R

　　　　It　will　be　proven　that　（R，　expressed　in　terms　of　A，

odic　in　Φ　with　a　unit　wave　length．　The　derivatives　of

　　　　　　　　5｛z＋L（A，B），A，B｝　；　gr（x，A，B）

with　respect　to　A　and　B　are

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∂　　　　　　　　　　　∂　　　　　　　　∂L∂
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝一汀（Z，A，B），　　　　　　　　一一gr（＞c十L，A，B）＋－5（x十L，A，B）

　　　　　　　　∂A∂κ　　　　　∂A　　　　　　∂A

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∂　　　　　　　　　　　∂　　　　　　　　∂L∂
　　　　　　　　＝＝＝－g（x＋L，A，B）＋一’5（X＋L，A，B）＝－5（X，A，B）．

　　　　　　　　∂B∂x　　　　　∂B　　　　　　∂B

These　equations　lead　to

　　　　　　　　sc・（x・L・A・B）・sc（・・A・B）・｛芸一汀（・・A・B）9／｝G（［lr）・

because

　　　　　　　　　∂　　　　　　　　　　　∂
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝－3「（駕，A，B）．　　　　　　　　一＝－9（z＋L，A，B）

　　　　　　　　　∂z　　　　　　　　　　∂x

Eq．　　（4．69）　indicates　　that　K　　is　　non－periodic，　and

transformed　into

　　　　　　　　K（・・A・B）一｛鴛一｛sr（・・A・B）器｝G（gr）・Φ

　　　　　　　　　諏・1－a　・A・・B）　一｛∂L　　　　　　　　∂L－－9　（X＋、L，A，B）一∂A　　　　　　　　∂13｝G（gr）・（Φ・D

and，　furthermore，　from　Eq．　（4．64），　this　turns　into

　　　　　　　　｛R（Φ十　1，A，B）　＝　θ（Φ、A，B）．
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　　　　　　　　　　　　　　　〈「4．64　’）

The　change　of　varia－

　　　　　　　　　　　　　　　（4．65）

　　　　　　　　　　　　　　　（4．661）

B，　and　Φ，　　is　　peri－

both　sides　of

　　　　　　　　　　　　　　　〈4．67：〉

｛4．68）

　　　　　　　　　　　　　　（4．69）

　　　　　　　　　　　　　　（4．70）

this　equation　can　be

　　　　　　　，

the　required　f’orm

　　　　　　Q．E．D．

ユ7
　4（

ら7依
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　　　　Accordingly，　the　right－hand　sides　of　Eqs．　（4．63），　　（4．65），　and　　（4．66｝

are　functions　of　A，　B，　andΦ，　and　periodic　inΦwith　a　unit　wave　length．

The　basic，　ordinary　differential．equations　（4．65）　and　（4．66）　can　describe　A

and　　B　　as　f’unetions　of　Φ，　while　the　integral　of　Eq．　（4，63）gives　the　phase

shift　ξo．　Furthermore，　these　equations　　can　　be　　linearized　　provided　　that

lμ（Rl　《　1．　Therefore，　the　cnoidal　wave　train　can　be，　finally．　expressed　as

　　　　　　　　’U＝5｛ξ＋ξo（ξ），A（ξ），　B（ξ）｝．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．73．）

　　　　The　bounded　solutions　f’or　the　periodic　system　of　the　ordinary　dif’feren－

tial　equations　（4．65）and　（4．66）are　required．　For　this　purpose、　the　method

of　　averaging　　is　　available　on　the　assumption　that　μ　is　a　small　parameter．

Before　doing　this，　however，　for　insight　i　t　is　advantageous　to　　analyze　　the

structure　of　the　cnoidal　wave　solution，　satisfying　Eq．　（：4．50）．

（3）　Structure　of　the　Cnoidal　Wave　Solution

　　　　The　　structure　　of　　the　　solution　for　Eq．　（4．50）　in　the　（5，d零／dZ＞phase

plane　is　fundamentally　the　same　as　that　described　briefly　in　Chapter　2、　but

here　　it　　will　be　presented　in　detail．　Equilibrium　points　satisfy　the　equa－

tion

　　　　　　　　　（2／3）d28「／dx2　＝　－S2＋A　＝　0．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．74＞

Thus，　if　A　＜　0，　there　are　no　equilibrium　points，　while　　if　　A　＞　0，　　there

・・et・・，　given　by　9・±石．　The　sep・・at・・i・，・hi・h・plit・th・phase　plane

into　stable　and　unstable　regions，　is　expressed　as

　　　　　　　　　（dW）2・（9・万）2（2万一9）－2A3／2・3B．　　　　（4．75・．）

The　function　（d9／dX）2　has　local　maximum　and　minimum　values

　　　　　　　　　（d9／dX）・・±2A・／2・3B　・t　9・±万．　　　　　・4．76・

Th。，ef・・e，　th・p・i・t（万，O）i・　・　cent・・and　th・・th・r＿・．一瓜0・is　a

saddle　　point　　in　　the　（gr，d住／dX）　phase　plane　as　shown　in　Fig．　4．2．　They　are
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（d5／dx）2
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indicated　by　the　symbols　c　　and　　s，　　respectively．　The　　region　　where　　the

cnoidal　wave　solution　exists　is　that　enclosed　by　the　separatorix．　There　is、

then，　a　condition

　　　　　　　　B2　＜（4／9）A3，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　「4．77、

which　restricts　the　region　where　the　bounded　　motion　　is　　possible　　in　　the

（A、B）　phase　plane　as　shown　in　Fig．4．3．　The　bounded　solution．　clear！y　f’rom

Eq，　（4．76），　varies　from　the　solitary　wave　on　the　upper　branch　of　Eq．　｛4．77｝

to　the　uniform　flow　on　the　lower　branch．

（4）　Stability　Analysis

　　　The　averaged　equations　for　Eqs．　（4．65）and　（4．66：）are

　　　　　　　　雀・9・（A・B）≡2∫L（刷・G（sr）d・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ヘノ　　　　　　　　　　の　　　　　　　　　　　＝　2L　ε2　｛『［11くU2　＋　　（くU2　一　寸U｜）～α　一　？’～α∠｝　，

　　　　　　　　蒜…（A・B）≡－2／L（A’8）1・・9G（ge）d・

　　　　　　　　　　　＝－2L・E2・a（〔　　　　　Ml『巴2～　＋　　（『［t2　　　Wl）頑一｛（ε1／ε2）五1⊇2｝α2二1、

where

　　　　　　　　7・3（E緯’た2・m・1（毒峯・

　　　　　　　　li1－（1等）・｛2（1－k・2・k・4）（醐一（1－k2）（2一た2）い

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　N　　　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　π2　＝　（2／3）nl＋rn互，

and　E　is　the　complete　elliptic　integral　of　the　second　kind．

points　in　the　（A、B）　phase　plane　are　given　by　dA／dΦ　＝　dB／dΦ　＝　0，

　　　　　　　　1：1∴（∵∵∵1∴ト。，．。］

The　two　quadratic　equations　of　Eq．　（4．80：）have　equal

・f4．78）

（14．79）

　　　　　　The　equilibrium

　　　　　　　　　　that　is、

　　　　　　　　　　　　　　　（4．80）

roots　when　the　modulus
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た　satisfies　the　equation

　　　　　　　　　（Uき‘1），・（ε1／，≒3），扇言1宵｛匙、コ2－（ε1／…2，i3）lv｝・

in　which

　　　　　　　　～　＿．，　　　　3
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　。．、｛－3（EμV）2・2（2－K－2）（E／10－（1一人・2）｝．　　　　　　　　ltl　－1－＝

　　　　　　　　　　　　　　　　（1＋た∋L

The　equal　roots　are

　　　　　　　　　　　　　　　CU2－℃1　　元一’1「2

　　　　　　　　α1　＝　　　　　　　　　　　　へ　　・
　　　　　　　　　　　　　ε1／ε2＋2／3　　　nl

　　　　　　　　…÷＋U；、3｛涜一〕2　～　　　一　（ε1／ε2＋2／3　1｝1）；｝・

The　　equilibrium　　point　of　the　averaged　equation

or　αつ．

　　　　When　k2　－　0，　　　α1　＝　（1／3）但2－Ul）／（ε1／ε2＋2／3），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　α2　二　（V2－Ul）（ε1／ε2＋1／3）／（ε1／ε2＋2／3），

when　K－2　－　1，　　　　　　　α1　＝　（10／3）ぐU2－℃1）／（ε1／ε2＋2／3），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　α2　＝　－2（V2－℃1）（ε1／ε2＋7／3）／（ε1／ε2＋2／3），

so　that　α2　changes　sign　independently　of　（U2－Ul）／（ε1／ε2＋2／3）．

that　　physically　　α　’must　　be　　positive　　because　it　corresponds

crest，　α2　is　unsuitable　for　an　equilibrium　point．　Therefore，

brium　　point　must　be　given　by　α1，　and　for　the　positive　cYl

that

　　　　　　　　　（112－℃1）／（ε1／ε2＋2／3）　＞　0．

　　　To　study　the　character　of　this　equilibrium　point，

work　with　A　and　B　in　terms　of　α　and　β，　which　relate　to

　　　　　　　　　　　　　　ぴ　　　　　　　　　　　　　　ぴ
　　　　　　　　3A＝α」＋αβ＋／3∠，　　3B＝一α／3（α＋β）．

Then，　the　equilibrium　point　in　the　（A，B）phase　plane　is　given　by

　　　　　　　　l；に∵∴∵12∴）／（1．k，），］

（4．81’）

（4．82　’〉

（4．83）

（4，78）　is，　then、　either　α1

（4．84』）

　　　　　Considering

　　　　　to　the　wave

　　　　the　　equili－

it　should　be　held

　　　　　　　　　　　　　　（4．85）

lt　IS　　COnVenient　　tO

（4．86’）

r4．87）
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whereα≡α1

hereafter

　　　　Eq．

mudulus

respect

k2－　1，

and　　the　　subscript　　1 of　　or　）　for　brevity，　will　be　omitted

　■

（4．81）gives　the　relation　of　external　forces　ε1／ε2　and’U1／U2　to　the

k．　The　right－hand　side　of　Eq．　（4．81）　increases　monotonically　with

to　lc2　as　shown　in　　Fig．　4．4　　and　　takes　　on　　definite　　values　　for

so　that

一♪∬・＜
i　UIU2
獅Q－Vl）・＜炬・

　　　　　1　　ε1／ε2＋　1／3

1YI；一　　　　　　　　。　s
　　　　3　（ε1／’ε2　＋　2／3）L

1，1，，三ε1／ε・＋7／3

　」　　3（ε1／ε2＋2／3）2’

（4．88．

Therefore，　the　external　f’orce　Wl／M2　varies　in　the　range

⊥｛iN∬1

〃1

一1／2＋　　1／4－tYl｝ ＜旦く⊥｛炬＋1／2－
　　W2　　　　　　　吃

1／4＋♪121， （’

S．89．）

N吉－ぶ㌧＼

’0

5

0

o

Et！己＋2／3

O．5

0．3

　　0．

k2

0．5

　　2／3

’

Fig．4．4　Variations　in　function　cUIW2／（℃2－Wl）2

　　　　　　　　　with　respect　to　the　modulus．
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provided　　that　　U2　＞　℃1、　　while　　when　　Vl　＞　℃2、　　the　　ratio　Wl／U2　in　this

equation　can　be　replaced　by　’U2／U｜．

　　　　If　the　coefficient　matrix　for　the　ordinary　differential　equation　（4．78）

　　　　　　　　S・一［∂91／∂A　∂9：／∂B∂92／∂A　　∂92／∂13］　　　　（4・9・）

is　invertible，　a　periodic　　solution　　for　　Eq．　　（4，78）　　is　　known　　to　　exist

provided　　that　μ　　is　small　enough．　The　trace，　Tr，　and　determinant、　Det、　of

this　matrlx，　are

　　　　　　　　　Tr／（2　Lε2）＝　（3／2）（ε1／ε2），　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．91）

　　　　　　　　　D・・／（2L・・）・ニー18‡、；1ki）i，）元11ア竃…｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・［｛（ε1／…2・3）示llド（元一3・71・）・4碗了｝崇

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－v
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＋｛（・1／…2・・3）元；≒，τ一（3・i7i－72）巴

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－vi）　　　　　　　　
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一｛（・1／…2／3）i－2元m言11∴團　／4・92・

The　condition　that　equilibrium　points　must　always　be　　stable　　can　　be　　des－

cribed　such　that　the　real　part　of　the　eigen　values　is　negatlve、　1．e．

　　　　　　　　　Rし（λ）　〈　0．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．93．）

Fig．　4．5　shows　variations　in　determinant，　Eq．　（4．92）；　for　ε1／ε2＋2　・”3　〈　O、

there　are　always　positive　and　negative　eigen　valし1es，　so　　the　　corresponding

equilibrium　　points　　are　　unstable．　　If　　there　　are　　real　eigen　values、　the

inequality　（4．93）　requires　that　Det　＞　O　and　Tr　＜　0．　For　complex　conjugate

roots、　the　　inequality　also　requires　that　Tr　〈　0．　The　existence　condition

for　stable　equilibrium　points　is，　therefore，　given　by

　　　　　　　　　O　〈　ε1／ε2＋2／3　〈　2／3，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　｛、4．94＞

because　ε2　is　physically　positive　as　seen　in　Eq．　（4．42）．　The　　locations　　of

the　　stab！e　　equi！ibrium　　points　irl　the　い，13）phase　plane　are　shown　in　Fig．
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4．6for　several　values　ofε1／ε2．

　　　　Fig。4．7　shows　the　changes　in　real　part　of　the　eigen　　value　（R〔し（λ）　for

stable　　equilibrium　　points　with　respect　to　the　modulus　lc．　The　discriminant

of　the　characteristic　equation　for　　Eq．　　（4．90），　D，　　is　　positive　　on　　the

decreasing　　solid　　curves，　negative　　on　the　level　broken　l　ines、　and　at　the

intersections　of　these　curves，　D　＝　0．　Thus，　these　stable　equilibrium　points

correspond　　to　　the　　stable　　node，　spiral，　and　node，　respectively．　The　wave

motion　at　the　equilibrium　points　for　D　≦　O　is　more　stable　　than　　at　　those

for　　D　＞　O　　because，　　for　　given　　values　　of’ε2　and　L，　the　former　takes　on

greater　values　of　l（Rし（λ）l　　than　the　latter．　However，　the　stability　of　wave

motion　　for　　大2　grさater　than　k2川s，　satisfying　D　＝　0，　is　considered　the　same

degree　of　stability　judging　from　the　linear　stability　analysis；　　therefbre、

most　　stable　　wave　　motion　　cannot　　be　determined　uniquely　from　this　linear

analysis，

　　　　Now，　the　following　Physical　motion　can　be　introduced　to　define　the　most

stable　　wave　　motion．　If　the　surrounding　conditions　of　waves，　such　as　water

depth，　do　not　change，　it　may　be　considered　natural　that　short　period　　waves

“へ

’

0

　　　　　　　　　　一’

　　　　　　　　　　　　　O

Fig，4．5　Variations

（t／’E2十2！3．’
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　　0．2

　　　　　　　　　　　　　　　　一〇．’

　－0．5　　　　　　－0．2

El　／E2＋2／5・一’

　　　　　　　　　　　0．5
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　k2

in　determinant　with　respect　to

l

the　modulus．
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can　　be　more　　easily　　generated　by　wind　than　long　period　waves　because　the

energy　density　of　the　former　is　greater　than　that　of　the　latter．　Therefore、

at　　this　　stage，　for　a　given　external　force　ε1／ε2，　’the　wave　for　the　minimum

modulus　★ms，　satisfying　i）　＝　0，　is　defined　to　be　the　most　stable　wave　　among

stable　waves　for　the　moduli　k，　satisfing　D　≦　0．

　　　　Fig．　4．8　　shows　　the　　relation　　between　　the　　external　force　ε1／ε2　and

modulus　た　for　the　most　stable　wave　motion．　In　the　figure，　the　　broken　　line

indicates　the　apProximations：

　　　　　　り
when　k’L－

when　k2＿

Oi ε1／ε2　＝　一大2｛1－　（7／16）k2｝　，

。，／。2．2／3・（5／12）（1－　k2）2（E／K）－3〔1－（3／2）（E／κ）

　　　　　　　　　　　＋　（3／2）（1－k2）｛1－　（4／3）（E／κ）｝　（E／K）－1　〕

0．5

魯＼oo

0

一〇．5

u2＞Ut，

烏な．

／　　　

’

ぷ汽
鵠／已穐　汁

％倉＼
　　　　　　＼＼＼

　　　　　　　　　＼＼

（4／9，AS一ノブ×＼

　　　　　　　　　　　0　　　　　　　　　　　0．5
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　A／u22

Fig．4．6　Stable　equilibrium　points　in　the　（A，B）
　　　　　　　　　　　for　various　external　forces　ε1／ε2．
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phase　plane

（4．95）
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　　　　　　　　　　wave　motion　with　respect　to　the　modulus．
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（5）　Phase　Equation

　　　The　　phase　　shift　　must　　be　　determined　　from　the　dif’ferential

（4．63）．Under　the　condition　that　lμ（R　l　《　1，　　the　　phase　　equation

linearized　as

　　　　　dξ　　　1
　　　　　一二≒　　　｛1－2μ（R（u）｝du，
　　　　　　L　　2κ

　　　　　2・一ε・｛ε12－十一εP3｝｛1芸，｝－1／2（1．1★・）・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　」

　　　　　　　　　　　　　　　・｛窃・e2　cn2v・ぴcn㌔｝

　　　　　　　　　　　　　　　×　〔　2（1　－k2＋k4）snu　cnu　dnu

　　　　　　　　　　　　　　　　　＋｛（1－★2）（1－2★2）－2（1－k2＋k4）cn2u｝Z（v）〕．

with
　　　　　　　　　　　　　　　v
日。2（1・よ，2）．nl＿1、－3（1－k2），

　　　　　　　　　　　　m－『一

　　　　　　　　　　　　　　　　
a：＝－2（1・κ2）☆・6（1－2　tc2）・

己・9κ2，

∫2・（1／た2）（E／κ一1・κ2），

　respectively，　and　Z（v）is

　　　Z（v）＝E（v）一（E／κ）u，

equation

can　be

（4．96’

（4．97）

where　　　　and　dn　are　the　Jacobian　elliptic　funetions　of　the　first　and　third

kinds，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　the　Jacobian　Zeta　function　defined　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．98）

in　terms　of　the　incomplete　elliptic　integral　of　the　second　kind、　E（v）．

　　　　If　Eq．　（4．96）　is　integrated　such　that　the　phase　shift　ξo　＝　O　at　a　　wave

trough，　　　　　　　　　　　　　algebraic　calculations　with　the　aid　of　Eq．　（4．80），　lt

folIOWS that

ξ　　u

L　　21ζ

二κ唯・i｝｛3α1＋k2｝－1／2（1．k，），

　　　　　　一

　　　　　～　　　ラ　　　～　　　4　　　～　　　6
　×｛　　　　　γ1cn－U＋γ2cn　V＋73cn　U

　　　＋δ1snu　cnv　dnし戊・Z（u）

　　　＋’δ2sm／cn3v　dnv・Z（v）＋δ3　Z2（v）　｝， 〈．4．99）
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with

　　　　Y｜・（仁k2・k－4）｛O）一（1／3）∫2∂2｝

　　　　　　　　＋（ユ／30）（1－2た2）（8－3た2＋3た4）12（ぴ／大2），

　　　　S’2・（2／3）（仁K－2＋κ4）○

　　　　　　　　一（1／60）｛6（1－k2＋た4）（E／κ）＋（2－7k’2－3k4）｝↓a，／’kL）．），

　　　　〒3　＝　（2／5）（1－1（2＋k14）b4，

　　　　δi　＝　（2／3）（1－k2＋大4）（色2／た2）

　　　　　　　　一（1／15）（1－2た2）（8－3k2＋3大4＞（tr4／た4），

　　　　δ三　＝　（2／5）（1－k2＋た4）（e4／大2）、

　　　　δ3　＝　（27／5）｛（1　一ん2）／（1＋た2）｝2／（6－］2）．

Whenた2－0，　ξ、／lu≒u／（2κ）・O・（k：㍉、

then　the　phase　shift　ξo／L　＝　0（た2）　－　0，　while　when　krL’　－　1、

can　be　evaluated　as

　　　　　　　　ξo／L・0｛ε2（ε1／ε2・2／3）α一1／2κ一2（1一た2）－2｝　、．

with　　the　　aid　　of　　Eq．　（4．95）．　Theref’ore，

a！lowable　under　the　condition　that　lε2κα一1／21　べ．：　1。

　　　Since　the　phase　shift　ξo／L　is　assumed　to　be　a　slowly

within　a　unit　wave　length，　Eq．　（4，99）gives　the

phase　shift

　　　　　　　　；・21κ・・匿・i｝｛i－1．rli（i．，｝－1／2（　　　1　　　　　　つ1一た一），

　　　　　　　　　　　　　　・｛；Jl　cn2vi・＞2　cn4Ul＋予3　cn6Ul

　　　　　　　　　　　　　　　　　＋δIsnUl　cnVl　dnv｜・Z（「V1）

　　　　　　　　　　　　　　　　　＋～たsnvil　cn3ul　dnvi・Z（vl）＋53　Z2（u1）　｝＋0（ε22），

with　v｜　≡　2κ（ξ／L）．

（4．10σ．．

　　　　　　　（4．101．

the　phase　shift

　　　　　　　　＝O（εcKα一1・’2）、　　／4．102

the　averaging　procedure　above　is

　　　　　　　　　Varying　　fUnCtiOn

explicit　expression　f’or　the

｛4．103’・

（6）　Hydraulic　Quantities

To　obtairl　clear　expressions　for　　hydraulic　　quantities　　of　　wind－forced



waves、　the　transformations

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ぴ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　パ

　　　　　　　　X1＝　｛1＋2（Q／cL）｝／¶U2，　　　．Y2＝　｛1－（Q／cL）｝／U2

can　be　adopted，　and　then，　from　Eq．　（4．42）

　　　　　　　　X1．1　＋　Cttl／CUL），　X、．U2（VIPt1・）　U・．

　　　　　　　　　　　　　　Ul＋ひ2　　　　　　し11＋U2

The　chief　hydraulic　quantities　are，　then，　given　as　follows

a．　Wave　profile

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　x，Q

　　　　　　　　η　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ウ　ー1．
　　　　　　　　　　　　，Y1－x2一α／’u　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2十　（cy－B）／CU2・sn－U

　　　　The　wave　height　is，　then，　given　by

　　　　　　　　“　　　x1Q　　　α一β，
　　　　　　　　　　　　　（’Y1　一　イY2　　　Cl／．CUL’）（、Xl　－　・V2　－　i3／／M2）　　℃2

These　solutions　are　bounded　only　if

　　　　　　　　O＜α／「V2＜Xl－X2．

b．　Average　velocity

　　　　　　　　u÷÷｛β　α一13　ワー十　　　　cn」Uvu・？　’uっ｝・

The　　velocity　at　the　wave　crest　Uc　＝　（．X’2＋α／cULp）／X｜，　so　it

X2／Vl　＜　しJc　く　1　from　Eq．　（4．108），　and　the　inequality

　　　　　　　　O＜頁／c2＜1

is　obtained　for　し1c　＞　0，

c．　Vertical　velocity

　　　　　　　　　l〆。（1．之）旦α一堕）sn。　cnv　d。。．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　X｜’UL’dξ
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（4．104）

〈：4．105）

（、4．106、〉

（4．107）

（4．108）

　　　　　　　　　　〈4．109）

always　holds　that

　　　　　　　　　　（4．110’）

ぐ4。111
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d．Wave　velocity

　　　　　　　　亘／c2・（YドX2）／（X1・2．X’2）．

e．　Progressive　discharge

　　　　The　integral　mean　of　the　water　surface　displacement　over

length　reduces　to

　　　　　　　　　（i／L　）f。L・7　（・）　d・・（1叫Lη（ξ・ξ・）（1・dξ・／dξ）dξ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・（1小（ξ・ξ・）（dξ・／dξ）dξ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・（i／L　）f。Lη（ξ）｛dξ・（ξ）／dξ｝dξ・・（・22）・

considering　that

　　　　　　　　　sn2v・sn2　｛（21〈／L）（ξ・ξo）｝

　　　　　　　　　　　　　　＝sn2vi＋4κ（ξo／L）snvl　cnvl　dnvt＋0｛（ξo／L）2｝，

　　　　　　　　　ξo／L　＝　0（ε2），　　　　　dξo／dξ　＝　0（ε2）．

Since　　dξo／dξ　is　an　odd　function　of　ξ　and　η（ξ）　is　an　even

in　the　right－hand　side　of　Eq．　（4．113）vanishes，　so

tion　of　mass　can　be　evaluated　as

　　　　　　　　　（1・叫Lηd…（ε22）・

（4．112）

aunlt　wave

（4。113）

　　　　　　　　　　　　　　　　（4．114）

　　　　　　One，　the　integral

the　conservative　　condi－

　　　　　　　　　　　　　　　　（4．115）

This　　condition　　is　　nearly　　the　　same　as　for　symmetric　waves　without　phase

shift．

　　　　Inserting　Eq．　（4，106）　into　Eq．　（4．115）gives　the　progressive　discharge．

Noting　that　the　integral

　　　　　　　　　（1叫κ1．美。，、・・＜一・2≡X1：蕊＜・・　14・1・16・・＞

must　be　performed　for　two　separate　cases　of　the　modulus　k，

　　　　　　　　　0　〈　一γ2　＜　k　　　　and　　　　k　＜　一γ2　〈　Oo，　　　　　　　　　　　　　　　（4．117）

the　progressive　discharge　is　given　by　the　following　equations：
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ぴ
　　　　　　　　　　　　α　　　　1＋KT』
i）　for　　O　＜　一　く　　　　　　　　　　9　（Xl－X2）

　　　　　　　　　　　　　　　　　1＋3k－＋k－一　　　　　　　　　　　　’Ul’

　　　　　　　　i・Xl．xl1．βパ，［Xl－X2－BAt2．πA。（。1．，kXl－X2＋（α＋β）／vU2　21〈）芸1］・一（4・118・1）

　　　　　　　　　α　　　　1＋k2　　　　　，
ii）　for　　－　＝　　　　　　　　　　③（Y1－X2）

　　　　　　　　　U・？　1＋3k＋kL
　　　　　　　　　　－

　　　　　　　　Q・1．k．三／（2κ）1；（il；1・Xlこ1泊・　　　〈・4・118・2）

　　　　　　　　　　　　　　　　n
iii）f。r　1＋kA←。（X，．X2）〈A〈（X1－、Y2）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　v？　　　　　　　　　　1＋3k＋k一
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一

　　　　　　　　　詰÷β／，U、［1・吉｛1　－A・（9・2　，k　〉｝ii瓢　　（4・118・3・

・ith・i・・…X÷（漂2）Pt、・・i・2…fli÷ii：i…4・118・4・’＞

where　Ao　is　Heuman令s　Lambda　function　defined　by

　　　　　　　　　　πA。（Q、た）。（E、／1ぐ一1）F（、，k’）・E（、，kノ），　k’＝Vi－：’Fi、　（4．119）

　　　　　　　　　2K

and　17（g），k）　is　the　incomplete　elliptic　integral　of　the　first　kind．

f．Mass　transport　velocity

　　　　The　mass　transport　velocity　in　the　Eulerian　coordinates、　defined　by　the

mean　velocity　over　a　unit　wave　length、　can　be　approximated　as

　　　　tJn，　i（1／L）∫Lu（ξ・ξ・）dξ≒（1／L）ILUd・・MI・硫）（・／U・）－4・12・）

where　〕　is　given　in　Eq，　（4．79）．

g．　Wind－induced　current

　　　　The　average　velocity　し1　contains　the　velocity　added　by　wind，　the　　wind－

　induced　current，　as

　　　　　　　　　しll《、＝X2／Y1．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4・121＞
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（7）　Existence　Condition

　　　　For　　the　　cnoidal　　wave　　solution　　mentioned　　in　previous　sections、　the

quadratic　equation　（4．39）　should　have　real　roots，　and　some　physical　　condi－

tions　for　external　forces　must　be　satisfied．

　　　　First，　suppose　that　the　modulus　can　take　on　values　over　the　whole　range

of　O〈k2〈1，　then　it　follows　that

when　k2－0，　ε1／ε2－－0，

　　　　　　　　　　　　　　　「Ul／「U2　≒　　－　1　－　3（ε1／ε2），

　　　　　　　　　　　　　　　　α／M2　≒　1＋　（9／4）（ε1／ε2）2，

when　大2　→　1，　　　ε1／ε2＋2／3　－　＋O、

　　　　　　　　　　　　　　　℃1／触2　≒　1－　（3／．5）（ε1／ε2＋2／3），

　　　　　　　　　　　　　　　α／℃2≒2－（6／5）（ε1／ε2＋2／3）．

The　stability　conditions　（4．85：）and

　　　　　　　　　しt2．U，＞2醐（，）．2ψ（℃1／U2）－U・．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1＋W1／U2

Since　l℃1／V21　＜　1，　Eq．　（4．123）gives

motlon，

　　　　　　　　　しIl　＋　し12　　＞　　O．

Furthermore，　the　　inequality　（4．110）　for

crest　imp］．ies　that

　　　　　　　　　O　＜　X2／伐’1　〈　1

from　Eq．　（4．112）、　thus

　　　　　　　　　し」2　一　し11　　＞　　0．

Eq．　（4．125）　indicates　that

less　　than　　unity．　Since

Eq．　（4．39）　is

　　　　　　　　U2－Ul＝（σ。／s）（δ1－1），

the　condition　for　the　coeff’icient　δ｜　becomes

（4．122、）

　　　　　　　　　　　（4．94）give　112　＞　’ll｜、　so

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．1　23　’＞

　　　　　　　　　　　　　the　condition　for　　the　　stable　　wave

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．124）

　　　　　　　　　　　　　　　　the　positive　velocity　at　the　wave

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．125）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．126）

　　the　wind－induced　current　is　always　positive　　and

the　relation　between　the　roots　and　coefficients　of

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4。127、



　　　　　　　　δ1＞　1、

which　means　from　Eq．　（4．34）　that　　the　　shear

positive　external　force．　Generally、　0　〈　し12　＜

　　　　　　　　　（σ，／s）δ1Q〈1

is　necessary　for　real　roots　of　Eq．　（4．39）　to　exist．

Eq．　（4．39＞　has　real　roots　if’

（στ／s）δlQ　＞　1－　（1／4）（2－S）2，

S≡（σ．／s）（δ1－1），

0〈S＜2，
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（、4．128）

stress　　always　　acts　　like　　a

1，　so　the　inequality

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．129・）

　　　　　　Under　these　conditions、

（、4．130）

in　which　the　range　of　S　is　determined　from　Eq．　（4．124）．

　　　　Moreover、　the　condition　（4．108）　f’or　the　bounded　solution　becomes

　　　　　　　　Lr＜1＋Ul＋（1－Uo）（U1パ・）．　　　　　　　　（4．131．）
　　　　　　　　「1⊥2　　　　　　　　　　　　　　しll　＋　｛ノ2

Wherl　k2　－　0，　it　takes　the　form

　　　　　　　　　1〈三く仁3仁し優包，　　　　　　　　〈4．132，
　　　　　　　　　　　　　Ct⊥2　　　　　　　　　　し／1　＋　し／2　　ε2

and　this　is　always　satisfied　because　of　the　first　　of　　Eq．　　（4．122）、　while

when　た2　－　1、　Eq．　（4．131）　also　becomes

　　　　　　　　曇く2；，≒°一…誌｛曇・…｝・　　　＠・1331

Theref’ore，　the　condition　for　α／X2　〈　2　is

　　　　　　　　　Ul＜－3U2＋2．　　　　』　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．134）

This　inequality　can　be　expressed　as

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　つ

　　　　　　　　　（στ／s）δ1Q　〈　1－　（3／16）（2－S）∠，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　C4．135：＞

in　terms　of　S　and　Q　as　in　Eq．　（4．130），

　　　　The　existence　condition　necessary　for　the　bounded　motion，　given　by　Eqs．

（4，129），　（4．130），and　（4．135），　is　shown　in　Fig．4．9　by　shaded　areas．　By　the

adoption　　of　　a　　new　　parameter　　m，　the　general　expression　for　this　portion

becomes



186

　　　　　　　　　（σ。／s）δ，Q・1－m（2－S）2，

　　　　　　　　　3／16　〈　rn　＜　1／4，

　　　　　　　　　O＜S〈2．

　　　　In　terms　of　S　and　m，　the

coefficient　δ1

　　　　　　　　　し！1、2　＝　：F　（1／2）　｛　1　±

　　　　　　　　　　δ1Q。m（4－S）．1　’4　’n

　　　　　　　　　δ1－1　　　　　　　　　　　S

In　　Eq．　（4．137）、　the　upper　and

tively．　Figs．4．10　and　4．11　show

bounded　motion　is　possible．

　　　　The　　conditions　　above　　have

modulus　can　vary　within　the　whole

external　　forces．　　On　　the

XY2　＞　O　as　seen　i　n　Eq．　（4．125）．

（4．136）

　　　　　　　　　　　　　two　roots　Ur，　U2　and　the　relation　between　　the

and　progressive　discharge　Q　are，　respectively、　given　by

　　　　　　　　　　　　Ji－：’lff｝S・Vlr：”Zff，　　　　（4．137・’）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〈4．138’）

　　　　　　　　　　　　　　　lower　signs　correspond　to　Ul　and　U2、　respec－

　　　　　　　　　　　　　　　　　the　region　of　し11，　U2，　　and　　Q、　　where　　the

’

　　　　　　　」O亘ぐ峠、1

　　　　　　been　　derived　　on　the　assumption　that　the

　　　　　　range　　of　　O　＜　k2　〈　1　　independently　　of

contrary，　since　X1　＞　0，　it　should　be　held　that

　　　　Therefore，　from　Eqs．　（4．105）　and　　〈4．124）、

汲㊦

Bounded　mot’on
　　　ρoss’ble

　　　　　　　O　　　　　　　　　　　　　l　　　　　S　　　　　　2

Fig．4．9　The　range　where　the　bounded　motion　is　possible．
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Fig．4．11　Relation　of　the　progressive　discharge　Q
　　　　　　　　　　　to　the　external　force　S．
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　for　the　bounded　motion．

forceε1／．ε2
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the　additional　condition　is　given　by

　　　　　　　　U1／CU2　＞　し11／しセ，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．139＞

which、　of　course，　relates　to　external　forces．　If　大02　and　（、ε1／ε2）f）　are　roots

of　℃1／’Ui，　＝　し∫1／し／2，　Eq．　（4．139）　is　held　f’or

　　　　　　　　k’　02　＜　大2　＜　1，　　　　0　＜ε1／ε2　〈　　（ε1／ε2）o．　　　　　　　　　　　　　　　　　　〈4．140）

Fig．4．12　shows　an　example　of　the　relation　of　Eq．　（4．140）　for　m＝6／25，

indicating　that　when　S　－　0，　long　period　waves　chiefly　occur．

（8）　Limiting　States

　　　　The　　external　　force　S　and　physiCal　parameter　nt　determine　the　existence

condition　for　the　wind－forced　waves．　For　these　values、　the　limiting　　states

of　the　wind－forced　waves　can　be　discussed　as　follows：

　　　　The　maximum　wave　height　for　the　most　stable　bounded　solution　is　derived

from　the　extreme　case　of　★2　→　1　as

　　　　　　　　Hmax・31－4・ノ｛1－21－4・・川，

or

　　　　　　　　　　　　3（1＋Hmax）（3＋Ilrnax）

　　　　　　　　1）1＝互（3．2“max）・’

The　lower　bound　of’ln　given　by　Eq．　（4．136）

of’the　maximum　wave　height．

permanent

forced　　waves　　∨ill　　take　on　this　value　as

less．　If　the　restriction　O　＜　〃max　〈　1

’，l　becomes

　　　　　　　　　6／25　〈　”～＜　1／4．

　　　　Fig、　4．13　　shows　　that

with　respect　to　the　increase　in　llt；

ic　equation　（4．39）　has　an　equal　root，

（4．141）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　is　found　to　be　a　　singular　　point

　　　　　　　　　　　　　　　　　The　maximum　wave　height　of　progressive　waves　of

type　without　wind　effects　can　reach　　Llma×　≒　0．83、　　so　　the　　wind－

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　the　maximum　wave　height，　more　or

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　for　k‘2　－　1　is　imposed，　the　range　of

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1．142）

the　maximum　wave　height　decreases　monotonically

　　　　　　when　m　－　1／4，　that　is，when　the　quadrat－

　　　　　　　　　　　the　wave　height　tends　to　vanish．　In

’
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Figs．4．9，4．10，　and　4．11，　broken　lines　are　for　the　lower　bound　m＝6／25．

The　limiting　values　of　hydraulic　quantities　are　given　by

。・．3（1．S）1＋Hmax，

3＋2　Hmax

　　　　13S＋4Hma×
Uc＝　　　　　　　，
23＋2Hm。．

＿　　3
Q＝－
　　　　2

　　　　　　　1＋Hm。。

（2－S）　　　　　，
3＋2　Hmax

　　　　3（1＋Hmax）S－2Hmax
しlm＝　　　　　　　　　　，
　　　　　　　2（3＋2Hmax）

（4，143）

Uw。邑．

　　　　2

　　　Fig．　4．14　shows　the　relations　between　the　external　force　S　and　hydrau－

lic　quantities　given　by　Eq．　（4．143）．　When　S　－　0，　for　finite　wave　　heights，

’

O．5

0
6／25

偽句

Most　stable　bounded

motion　possibl●

0．245 m
’／4

Fig．4．13　The　maximum　and　minimum　wave　heights
　　　　　　as　functions　of　the　parameter　m．
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the　progressive　discharge　Q　takes　on　values　greater　than　unity　and　the　mass

transport　velocity　becomes　negative．　The　situation　is，　of　course、　unsuita－

ble　physically．　Therefore，　an　additional　condition　for　the　external　force，

　　　　　　　　S＞aH・n・・．2Vi－：：M／｛1・后｝　when　K・2－1，（4．㈱
　　　　　　　　　　　　　31＋Hm。．

should　also　be　applied　to　exclude　the　broken　lines　in　Figs．4．14（1）　and

（2）．

　　　　Fig．4．14（1）　indicates　that　even　in　the　limiting　case　of　〃max→O，

there　exist　finite　values　of　wave　velocity　because　of　the　presence　of　shear

stress　from　wind．　When　S　－　2，　the　average　velocity　at　a　wave　crest　becomes

equal　to　unity，　so　the　progressive　discharge，　of　course，　vanishes　independ－

ently　　of　wave　height．　Since　the　state　of　Hmax　→　O　corresponds　to　that　　for

the　　existence　　of　　a　wind－induced　current　with　no　wave，　the　mass　transport

velocity　diminishes　slightly　when　waves　are　generated．　The　average　velocity

and　water　sur．faee　displacement　at　the　wave　trough　are　respectively　given　by

Ut　ニ　Um　and　ηt　＝　O　as　k2　－　1．

　　　　On　the　other　hand，　the　modulus　of’the　most　stable　wave　motion　　for　　the

limiting　state　of　k－2　－　O　becomes

　　　　　　　　　k・≒（2／3）・／・（2－S）Vi－：’ir／｛S・（2－S）1－4・｝，　　〔4．145）

because・X2－0．　F・・th・・m・・e，　th・・e1・ti・・b・tween・1／・2　and★2　i・given　by

or

Eqs．

or

k2　≒　一（ε1／ε2）｛1－　（7／16）（ε1／ε2）｝，

　　　ε1／ε2≒

（4．145）　and

Hni　i。

一k2｛1－　（7／16）k2｝．

　　　　（4．146）give　hydraulic　quantities　for　k2

・2（2／3）（1－4・）／｛1－2（2／3）（1－4・n）｝1／2，

ln　＝（1／4）〔1－（3／ea）Hmi。2｛H。．2・4－H嗣2〕・

一〇　as

（4，146）

（4．147）

arld
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　　　　（3）Progressive　discharge　　　　　　　　　　（4）Mass　transport　velocity

　　　　　　　　　　Fig．4．14　Limiting　values　of　hydraulic　quantities
　　　　　　　　　　　　　　　　in　relation　to　the　external　force　S．
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　　　　　　　　Q・0（k2）－0，

　　　　　　　　c2・0（Q）－0，

　　　　　　　　U。＝しlm＝θt－1，

　　　　　　　　Uw＝0，

　　　　　　　　　η。・｛仁2（2／3）（1－4m）｝－1／2－1，

　　　　　　　　　η，一｛1－2（2／3）（1－4・n）｝1／2－1．

Similar　to　Eq．　（4．142），　the　range　of　m　becomes

　　　　　　　　　（7・3VTs）／64〈tn〈1／4

for　O　＜　Hnin　＜　　1．

　　　　The　　variations　　in　　minimum　　wave

Therefore，　the　wind－forced　waves　in　the　most

region　enclosed　by　Eqs．　（4．141）and　（4．147）．

discharge，　and　wind－induced　current　all

components　given　by　the　third　of　Eq．

wave　velocity，　therefore

that　　8n　→　1／4　　must　　be　held　for　ηc　and　ηt

4．12〈1），　the　external　force　S　should

waves　of　k2≒Oto　exist．

（4．148・）

（4．149）

　　　　　　　　　　　　　　height　are　also　drawn　in　Fig．4．13．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　stable　state　exist　within　　the

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　The　wave　velocity，　progressive

　　　　　　　　　　　　　　vanish　when　k2　－　0．　　The　　velocity

　　　　　　　　　　　　（4．148）are　non－dimensionalized　by　the

these　components　also　vanish．　Since　the　　condition

　　　　　　　　　　　　　　　　　　to　vanish，　as　indicated　in　Fig．

　　　　　　　　　　　take　on　values　very　　close　　to　　2　　for

4．4Wind　Stresses

　　　　The　　hydraulic　　quantities　presented　above　depend　fundamentally　both　on

the　friction　at　the　sea　bottom　　and　　on　　wind　　stresses　　exerting　　on　　wave

surfaces　　through　　the　parameters　m　and　S。　The　wind　stresses　can　be　derived

from　Eqs．　（4．32），　（4．33），　（4。42），　and　（4．130）　as

　　　　　　　　στ／s　＝S／（δ1－1），　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．150）

　　　　　　　　　（1＋mb）（τs／s）＝　（oτ／s）（1＋δ1η），　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．151．）

　　　　　　　　σρ／s　＝　｛（4／sR）一　（ε1／s）｝／Q，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．152）
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where

　　　　　　　　　ε2／s・1／〔Q｛1・2（頁／c2）｝〕，　　　　　　　　　↓4．153）

and　ε1／ε2　can　be　determined　as　the　function　　of　　the　　modulus　　k　　from　　the

definition　　for　　the　　most　stable　wave　motion，　explained　in　Section　4．3（4）．

Furthermore，　the　shear　stress　required　to　cause　a　　wave　　to　　break　　in　　the

presence　of　surface　drift，　mentioned　previously　in　Chapter　2、　is　given　by

　　　　　　　　　（。、／。）。．λ2B・－2R。卜（λ／。R）（。，／。）（．2。，），　（4．154・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　sRe

in　　the　　notation　　there，　　for　the　kinematic　boundary　condition　at　the　wave

surface，　∂η／∂ξ　＝　Itx／（U－1），　can　be　satisfied　exactly　with　the　aid　of’　Eqs．

（4．106），　　（4．109），　and　　（4．111）．　If’the　average　velocity　of　a　wind－forced

wave　is　taken　as　the　water　particle　velocity　at　a　wave　crest、　the　effect　of

the　　vertical　　distribution　of　water　particle　velocity　B　can　be　negligible，

but　the　resultant　shear　stress　might　be　overestimated　due　to　the　underesti－

mation　of　the　water　particle　velocity．

　　　　It　　is　clear　that　the　effect　of　friction　at　the　sea　bottom　on　the　shear

stresses　στ　and　（1　＋mb）τs　can　be　excluded　by　the　adoption　of’the　ratios　　of

stresses　　to　bottom　friction，　and　that　these　ratios　are　also　independent　of

the　Reynolds　number、　as　seen　in　Eqs．　（4．150）and　（4．151）．　The　pressure　σp／s

and　　additional　　shear　　stress　（τs／s）c，　on　the　contrary，　depend　both　on　the

bottom　friction　and　on　the　Reynolds　number．

4．5Quantitative　Character　of　Wind－Forced　Waves

　　　　The　physical　quantities　of　the　wind－forced　waves　can　be　determined　　for

the　　five　　quantities　given，　the　Reynolds　number　R，　the　friction　at　the　sea

bottom　s，　the　wind　stresses　σp　and　στ，　and　the　unknown　coefficient　δ1；　　the

f’irst　　two　　are　　the　　flow　　field　　quantities，　while　the　others　are　unknown

variables　and　it　is　dif’ficult　to　give　these　three　quantities　　theoretically
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in　advance．　However，　the　parameters　S，ε1／ε2，　and　m　can　respectively　take

on　the　roles　of　wind　stresses　στ，　σp，　and　the　coefficient　　δ1　　through　　the

second　of　Eq．　（4．130），　the　first　and　second　of　Eq．　（4．42），　and　Eq．　（4．138）．

Then，　with　the　aid　of　these　relations，　two　of　the　three　parameters　　can　　be

eliminated．　Moreover，　if　　Manning’s　　roughness　coefficient　n　is　used、　the

relation　between　h　and　s　is　given　by

　　　　　　　　　s＝ロ・n2・hビ1／3，　　　　h＝h（v，R）．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．155’）

Accordingly，　the　wind－forced　waves　for　a　given　water　　depth　　and　　Manning’s

roughrless　　coefficient　n　are　formulated　as　a　one　parameter　family　of　S　or　～，t

。rε1／ε、．　H・・eaft・・，　th・kinetic　visc・sitY　・」・0．01　cm2／sec　and　Manni・g’・

，。ughness　c・effi・ient　n・0．02　sec・m－1／3・・e・sed　t・・ep・esent　th・quanti－

tative　character　of　the　wind－forced　waves．

（1）　Hydraulic　quantltles

　　　　Among　the　hydraulic　quantities　of　wind－forced　waves・　　the　　wave　　height

and　　wave　　period　　are　　easily　　observable．　In　addition，　as　the　parameter　S

relates　directly　to　the　shear　stress　exerting　on　waves、　it　is　chosen　as　the

main　　parameter　　and　the　diagrams　are　given　as　f’unctions　of　the　wave　period

for　the　required　wave　height．

　　　　Fig．4．15　shows　the　changes　in　wave　velocity　with　respect　to　　the　　wave

period　f’or〃＝O．3，0．5，　and　O．7．　The　lowest　wave　periods　of　the　curves　for

given　values　of　S　were　determined　from　Eq．　（4．140）　and　　the　　greatest　　wave

periods　for　small　values　of　S　were　determined　to　satisfy　the　condition　that

Q・1．Ch・ina・db・・ken　lines　i・th・fig・・esh・w　th・・el・ti・n　b・tween　th・

wave　　velocity　ahd　wave　period　given　by　finite　amplitude　wave　theories，　the

Stokes　third　order　wave　theory（S－3）13）　and　the　cnoidal　wave　theory　　of’　the

third　　order　　approximation（NC－3）14），　　neglecting　　wind　effects．　The　lowest

values　　for　　S－3　　were　　also　　decided　　using　　the　　Rankine－Stokes　　breaking
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conditioni5）．　　There　exists　an　envelope，　the　upper　bound　of　the　wave　veloc－

ity，　　for　a　given　wave　height．　Note　that　the　wind－forced　waves　exist　in　the

region　　where　the　wave　velocities　are　nearly　equal　to　or　greater　than　those

determined　by　the　finite　amplitude　wave　theories　above，　and　also　　that　　the

changes　　are　more　sensitive　to　the　external　force　S　rather　than　to　the　wave

height．

　　　　Similarly，　changes　in　wind－induced　current，　in　mass　transport　velocity、

in　　progressive　　discharge，　and　　in　average　velocity　at　the　wave　crest　are

shown　in　Figs．4．16，4．17，4．18，　and　4．19，　respectively．　Fig．　4．16　shows

that　　the　　wind－induced　　current　increases　sharply　with　respect　to　the　wave

period　and　is　asymptotic　to　the　limiting　value　of　　S／2，　　as　　given　　in　　Eq．

C
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Fig．4．15　Wave　velocity　of　the　wind－forced　waves．
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（4．143）。　Moreover、　　the　　mass　　transport　　velocity　　can　be　apProximated　by

し1n，≒　1－Q，　comparing　Fig．4．17　with　Fig．　4．18、　but　the　difference　in

approximation　becomes　comparatively　great　both　for　smaller　wave　periods　and

for　greater　wave　heights．　The　reason　can　be　explained　as　follows：　from　　Eq．

（4．36）

　　　　　　　　し1、n・1－Q－（1／L鵬Lu・dξ・　　　　　・4・1561

。。the　n。n、inea，　i。t。，acti。n　b。tween　the　wat。，　su，face　diS，lacement　and

ave「age　vel°city　is，　in　effect・the　same　as　in　n°nlinea「wave Dthe°「ies

without　wind　eff’ectsl4）・15）・16），

　　　　Evidently　　from　　Eq．　　（4．36），　　for　　a　　great　progressive　discharge、　the

C
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　　　　　　　　0．8

　　　　　　　　0．6

　　　　　　　　0．4
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average　velocity　at　the　wave　crest　takes　　on　　a　　small　　value、　while　　this

velocity　approaches　unity　as　the　external　force　S　tends　toward　2　as　shown

in　Fig．　4．19，　which　corresponds　to　the　Rankine－Stokes　breaking　condition　in

a　certain　sense。　However，　the　velocity　is　averaged　over　the　water　depth、　so

the　horizontal　component　of　water　particle　　velocities　　is　　underestimated、

and，　furthermore，　the　surf’ace　drift　due　to　the　vortical　wind－drift　layer　at

the　air－sea　interface　may　cause　the　average　velocity　to　　take　　on　　a　　value

smaller　　than　　unity　　at　just　breaking，　In　this　case，　the　wind－forced　waves

would　break　before　the　external　force　S　reached　to　2，　that　　is，　　there　　may

exist　an　UpPer　restriction　for　S　in　practiCal　apPlications・

C
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0．5
t．2

　1．4

τ

　　1．8

　　1．4

s宕1
　　0．8

　　0．6

竺Ω

　　　　　（3）H＝　O．7

Fig．4．15　Continued．
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（2＞　Wind　Stresses

　　　Figs．　4．20　　and　4．21　show　　the　　changes　　in　　shear　stresses　στ／∫　and

（1＋rllt））（τs／s）c　at　the　wave　crest，　they　being　independent　　of　　the　　Reynolds

number　　and　　bottom　　friction．　The　　increase　　in　these　shear　stresses　with

respect　to　the　wave　height　for　small　values　of　　S　　is　　remarkable　　compared

with　　that　　for　　great　　values　　of　S．　It　can　also　be　noted　that　there　exist

maxima　at　certain　wave　periods　both　in　the　shear　stress　στ／s　for　all　S　　and

in　　the　　shear　stress　at　the　wave　crest　（1＋卿，）（τs／s）c　for　moderately　small

values　of　S，　but　this　second　shear　stress　（1＋tlu））（τs／s）c　increases　　sharply

with　respect　to　the　wave　period　for　great　values　of　S、　while　the　maxima，　on

the　contrary，　disappear．　Nearly　constant　values　for　shear　stresses　indicate

that　　they　　may　　be　　in　　a　saturation　state．　This　suggests　the　existence　of

optimum　wave　heights　and　wave　lengths　for　the　generation　of　shear　stress　by

wind－wave　　interaction；　　namelyl，　as　the　wave　length　becomes　moderately　long

for　great　values　of　S，　the　roughness　caused　by　the　water　surface　　displace－

ment　has　　less　effect　on　the　shear　stress．　Since　the　shear　stress　στ／．s　can

be　regarded　as　a　quantity　at　the　mean　　water　　level，　　the　　distribution　　of

shear　　stress　in　phase　with　a　given　wave　elevation　governs　the　shear　stress

values．

　　　　On　the　other　hand，　the　pressure　depends　on　the　Reynolds　number　　and　　on

the　friction　at　the　sea　bottom　and　it　changes　as　shown　in　Fig．4．22．　Slight

differences　in　pressure　for　R　＝　105　and　R　＝　106　0ccur　only　near　a　region　of

small　　T　and　of　gr6at　S，　but　the　pressure　for　R　＞　106　is　indistinguishable

from　that　for　R　＝　106．　For　the　conditions　R　＝　105　and　106，　the　water　depths

are　h≒10．l　cm　　and　46．7　cm　for　v＝0．01cm2／sec，　respectively，　so　the

effect　of　the　Reynolds　number　on　the　pressure　is　negligible　in　　the　　deeper

region　　for　　almost　　all　wind－f’orced　waves　except　for　ones　with　small　T　and

great　S．　Similar　to　the　changes　in　shear　stressστ／s，　the　pressure　takes　on
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10cal　　maximum　values　and　approaches　the　saturation　point，　depending　on　the

effect　of　the　distribution　of’pressue　in　phase　with　a　given　wave　slope．

　　　　Comparison　of　Fig．4．20　with．Fig．4．22　　shows　　that　　for　　small　S　　the

pressure　　is　always　greater　than　the　shear　stress，　but　the　pressure　becomes

smaller　than　the　shear　stress，　where　values　of　T　are　small，　with　respect　to

the　　increase　in　S．　Therefore，　at　the　outset　where　the　wind－induced　current

increases　sharply　for　great　S，　as　shown　Fig．4．16，　the　shear　stress　has　a

primary　　role　　in　　the　wave　generation，　but　after　that、　the　fully　developed

wind－forced　waves　are　maintained　chiefly　by　the　pressure．

　　　　Fig．4．23　gives　the　total　wind　　stress　　　στ2＋σρ2／s　　exerting　　on　　wave

surfaces．　The　　Reynolds　　number　　has　much　less　effect　for　the　same　reasons

explained　just　above、　The　total　wind　stress　takes　on　the　maximum　　value　　at

certain　　wave　　periods　　as　　does　the　pressure．　It　can　be　conclusively　noted

　　　　　　
that　Burgers’　term，　the　first　term　in　the　right－hand　side　of　Eq．　（4．37’い　as

well　　as　the　shear　stress　term，　has　significant　effect　on　the　generation　of

the　wind－foreed　waves，

　　　　The　shear　stress　at　just　breaking　（τs／s）c，　given　　by　　Eq．　　r4．1541t　is

also　　dependent　　on　　the　　Reynolds　　number　　and　on　the　bottom　friction．　The

effeets　of　the　Reynolds　number　on　this　shear　　stress　　for　　the　　three　　wave

heights　〃＝0．3、0．5，　and　O．7　are　shown　in　Fig．4．24，　where　the　values　for

pressure　from　Fig．　4．22　are　evaluated．　This　figure、　then，　gives　the　　values

for　　shear　　stress　at　the　wave　crest　which　will　cause　the　wind－forced　waves

to　break．　Their　orders　are　naturally　less　than　　that　　for　　the　　wind．－forced

waves　given　in　Fig．　4．21．　The　typical　f’eat　lre　is　that　the　shear　stress

（τs／s）c　takes　on　local　maximum　values　at　certain　wave　periods・　similar　　to

στ／s　　and　σρ／s，　and　begins　to　increase　sharply　for　all　Reynolds　numbers．　In

Eq．　（4．154），　for　given　H　and　S，　the　terms　λ／．sR　and　σp／s　are　slowly　　varying

functions　　in　　the　　region　of　great　T　as　shown　in　Figs．4．19　and　4．22、　thus

the　sharp　increase　in　shear　stress　can　be　attributed　to　that　of　the　　curva一
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ture　　ks　　at　　the　　wave　　crest．　This　may　greatly　affect　wave　breaking、　but，

unfortunately，　how　the　shear　stress　is　partitioned　to　　generate　　the　　wind－

forced　　waves　　and　　to　　produce　　surface　　drift　　is　　unknown　in　the　present

analysis，　so　the　breaking　condition　cannot　be　formulated．

　　　　These　diagrams　presented　　above　　can　　be　　used　　practically　　to　　obtain

physical　quantities　for　wind－forced　wave．　First，　for　the　flow　field　quanti－－

ties　given，　R　and　s，　　detemine　　the　　wave　　height　　and　　wave　　period、　f’or

instance，　　the　　significant　　wave　　height　　and　wave　period　because　the　wave

field　can　be　characterized　by　these　wave　　quantities．　Secondly，　determine

the　　physical　parameter　S　from　Fig．4．20　for　the　requiredστ／s　if　the　shear

stress　στ　is　known．　Consequently，　physical　quantities　for　　the　　wind－forced

waves　can　be　obtained．

（3）　Wave　Profiles　and　Distributions　of　Average　Velocity

　　　and　Shear　Stress　with　Respect　to　the　Phase　of　Waves

　　　　Fig．　4．25　to　Fig．　4．30　show　the　representative　wave　profileηand

distribution　of　average　velocity　t／　together　with　the　phase　shift　ξo／L，　　The

values　for　1　－｛ノ　and　the　inverse　of　the　wave　velocity　1／c　are　also　shown　in

the　figures．　The　physical　parameter　is　temporarily　fixed　to　be　l’n　＝　0．242　in

these　　figures　to　clarify　the　effects　of　the　Reynolds　number　and　the　bottom

friction　on　wave　profiles　and　velocity　　fields　　of　　developing　　wind－forced

waves　，　so　the　Reynolds　number　takes　on　three　values　of　R　＝　106，　107　and　108

for’ 狽??@same　waves　given　in　Table　4．1．

　　　　For　small　wave　heights，　the　wave　profiles　remain　nearly　　symmetric　　but

become　　asymmetric　　as　　the　waves　grow．　The　smaller　the　Reynolds　number　and

progressive　discharge，　（namely，　the　　shallower　　the　　water　　depth　　and　　the

greater　　the　　average　　velocity，）　the　more　re．markable　the　asymmetry，　as　the

friction　at　the　sea　bottom　for　a　small　Reynolds　number　is　greater　than　that
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for　　a　　large　　Reynolds　number；　consequently，　the　phase　shift　is　great，．and

also，　for　smaller　progressive　discharge，　the　shear　stress　is　great　compared

with　　the　　bottom　　friction，　as　shown　in　Fig．4．20．　Moreover，　when　the　wave

profiles　become　asymmetric，　slight　secondary　waves　occur　　at　　the　　windward

sides　of　wave　crests，　as　indicated　in　Fig．4．25（4）．

　　　　As　to　the　velocity　field，　when　the　progressive　discharge　is　great、　that

is、　when　the　water　particle　velocity　is　sinall，　the　two　curves　1　－（ノ　and　1／c

intersect　　at　　some　　phases，　and　then　the　phases　become　nearly　equal　to　the

mean　water　level　as　the　wave　grows．　At　intersections　of　　the　　curves　　1－U

and　1／c，　the　equality　c一五　＝　1　holds　in　the　frame　of　reference　moving　with

the　wave．　In　this　situation，　it　follows　that　c－u　＞　1　near　　the　　phase　　of

the　　wave　　crest，　thus　the　velocity　field　within　these　phases　is，　hydrauli－

cally。peaki。9，　sub・・itical　and　i・th・・th・・phases，　sup・・c・itical・F・・

another　m　and　R　or　s　the　same　properties　can　be　obtained．

　　　　Fig．　4．31　shows　the　distribution　of　normalized　shear　stressτs／τsc＝

（1＋δ1η）／（ユ＋δ1ηc）　exerting　on　waves　given　in　Table　4．1，　where　τsc　　is　　the

shear　stress　at　the　wave　crest．　The　shear　stress　distributes　similar　to　the

wave　profile　and　average　velocity　but　is　positive　even　at　the　wave　　trough・

For　a　small　progressive　discharge，　great　average　velocity　　and　wind－induced

current，　the　shear　stress　at　the　wave　trough　also　becomes　great、　　therefore

the　shear　stress　term　in　the　right－hand　side　of　Eq．　（4．34）always　acts　like

apositive　external　force．

　　　　Similar　configurations　of　the　asymmetric　wave　profile　and　water　　partl－

cle　velocity　may　be　seen　in　waves　genetated　by　strong　wind　in　shallow　water

near　a　coastal　zone．　Therefore，　the　present　analysis　　can　　help　　understand

this　　phenomenon；　　the　analysis，　however，　depends　chiefly　on　the　evaluation

of　the　friction　at　the　sea　bottom，　which　affects　　the　　phase　　directly．　　At

this　　stage、　　an　example　for　a　reasonably　great　value　of　bottom　friction　is

needed　to　show　how　the　asymmetry　occurs．　Fig．4．32　shows　examples　for　　when
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the　　bottom　　friction　　is　　enlarged　　25　times　independently　of　Eq．　（4．155）、

whose　physical　quantities　are　also　given　in　the　last　column　of　　Table　　4．1．

The　fundamental　characteristics　are　the　same　as　for　Fig．4．25　to　Fig．4．30，

but　the　asymmetry　accompanied　by　the　　increases　　in　　phase　　shift　　and　　the

occurrence　　of　secondary　waves　in　the　windward　sides　of　the　wave　crests　are

clearly　represented：　even　if　the　wave　period　is　smal1，　　asymmetry　　of　　wave

profile　can　be　attained　if　the　friction　at　the　sea　bottom　is　great．　Fig．

4．32（4）　shows　well　that　the　secondary　wave　is　almost　completely　split　as　　a

sOliton．　The　　phase　shift　is　always　negative　near　the　wave　crest　and　posi－

tive　though　extremely　small　near　the　wave　trough．　This　is　　the　　reason　　the

aSymmetry　OCCUrS．

　　　　In　　concluding　　this　section，　the　significance　of　the　evaluation　of　the

f’riction　at　the　sea　bottom　merits　　paticular　　attention　　in　　attempting　　to

under’stand　　the　　character　　of　　wind－f’orced　　waves．　The　friction　at　the　sea

bottom　may　apparently　be　excluded　from　the　obtaining　of　　hydraulic　　quanti－

ties　　of　　waves　except　for　waves　with　small　wave　periods　and　great　progres－

sive　discharge　because　the　product　of　　the　　bottom　　friction　　and　　Reynolds

number、　sR，　is　only　important　in　evaluating　the　pressure　exertirlg　on　waves・

as　given　in　Eq．　（4．152）．　However，　wave　profiles　and　water　particle　　veloc－－

ities　are　　almost　　completely　　dependent　on　the　bottom　friction　through　the

phase　shift．　Accurate　informatiori　about　the　bottom　friction　is，　　therefore、

rlecessary　fOr　practical　apPlicatiOnS．

4。6Some　Verifications　for　Wind－Forced　Waves

　　　　In　　this　　section　　a　　laboratory　　experiment　　and　field　observation　are

described　to　verify　the　analytical　characteristics　　of　　wind－forced　　waves．

The　laboratory　experiment　is　concerned　with　breaking　wave　trains，　a　special

type　of　wind－forced　wave，　in　which　successive　spilling　regions　　are　　fromed
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ahead　　of　　the　wave　crests．　The　aim　of　the　field　observation　is　to　discover

the　characteristics　of　actual　wind－forced　waves　generated　by　　strong　　wind．

First，　primary　　characteristics－are　discussed，　then　the　analytical　results

of　the　wind－forced　waves　are　verified　in　comparison　with　these　experimental

and　field　data．

　　　Note　that　all　variables　in　this　section　are　dimensional　ones．

（1）　Simulation　of　Breaking　Wave　Trains

a．　Experimental　Apparatus　and　Procedures

i）Wind　wave　simulator

　　　　The　　wind　　wave　tank　used　was　recirculating－type　as　illustrated　in　Fig．

4．33，belonging　to　the　Uj　igawa　Hydraulic　Laboratory，　Disaster　Prevention

Research　　工nstitute，　Kyoto　University．　This　tank　has　two　parallel　straight

sections　joined　at　the　ends　by　two　semicircular　sections、　f’orming　an　　oval．

Wind　　waves　　generated　　by　a　blower　circulate　in　the　tank　by　closing　a　wave

direction　controller，　installed　at　one　corner　between　straight　and　semicir－

cular　　sections　of　the　tank，　corner　（V）　in　Fig．　4．33．　According　to　prelimi－

nary　experiments、　wind－induced　currents　at　high　wind　speeds　were　reasonably

great，　so　a　weak　lateral　oscillation　was　observed　due　to　meandering　of　wind

waves，　probably　caused　by　the　curvature　of　the　semicircular　　parts　　of　　the

tank；　consequently，　a　wave　direction　control　plate　was　installed　to　prevent

thiS　OSCillatiOn．

　　　　In　a　straight　wind　wave　tank，　the　fetch　is　limited　by　the　length　of’the

tank，　　so　　reversal　　of　　wind－induced　currents　occurs　in　lower　zones　of’the

water　as　in　storm　surges．　On　the　other　hand，　this　current　reversal　does　not

occur　　in　　the　　recirculating　wind　wave　tank．　Therefore、　if　the　duration　is

long　enough，　wind　waves　on　the　fully　developed　currents　can　　be　　generated．

This　is　an　advantage　of　this　wind　wave　tank，　but　on　the　other　hand　the　wave
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field　may　differ　from　that　for　an　infinite　fetch．　According　to　Tsuchiya　and

Yamaguchゴs　　investigationi7）　　on　　wind　waves　using　this　recirculating　wind

wave　tank、　however，　the　properties　　of　　power　　spectra　　for　　wind－generated

waves　　resemble　　statistically　　those　　for　field　observations，　so　that　wind

waves　in　this　tarlk　were　found　to　be　　nearly　　identical　　to　　those　　with　　an

infinite　f’etch．
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Fig、4．33　Recirculating　wind　wave　tank．

ii）　Measurements　of　wind

　　　　Wind　　speeds　over　wind　waves　were　measured　　with　　Robirlson’s　cup　anemo－

meter　with　5　cm　intervals．

iii）　Measurements　of　wave　profiles　and　wave　velocities

　　　　Wave　gauges　were　set　up　at　two　points　2．24　m　apart　in　the　straight　part

of　　the　　tank，　marked　by　l　and　2　in　Fig．4．33、　Wave　velocities　were　deter－

mined　from　the　travel－time　of　waves　between　these　two　points．

iv）　Measurements　of　water　particle　velocities

　　　　In　the　present　work，　a　current　meter（2　cm　in　　diameter）　was　　used　　for

measurements　　of　　water　　particle　　velocities　　due　　to　several　experimental

considerations：　1）　the　reversal　of　wind－induced　currents　might　not　occur　in

the　　preliminary　　experiments　and　the　horizontal　component　of　the　current　u



228

predominated　over　the　vertical　one　w，　so　the　current　meter　　would　　register

values　　of　　u2＋ω2　≒　u，　2）　since　measurement　with　hot－wire　or　hot－film　was

strongly　aff’ected　by　water　characteristics，　such　　as　　a　　temparature．　　this

method　was　unsuitable　for　the　experiments　in　long　run、　and　3）atracer

method　was　also　deemed　unsuitable　because　the　　flow　　field　　in　　vind　　waves

might　　be　　turbulent　and　the　type　of　wave　to　be　measured　was　never　decided

αprloγ’「い

o

Moσsured　o’ong　th●t’nes：

Z＝V－Ze

Wav●gauge
W’th　servomotor

　　　　　wcv●s

　　　　　　　Zsη

　　　　＼

　　　　　　　　　　　　　　　　　　τ’＝冗・△f

h

Fig．4．34　Measurement　procedure　for　water　particle　velocities．

　　　　The　measurement　procedure　for　water　particle　velocities　is　　illustrated

in　Fig．4．34，　where　the　coordinate　origin　is　taken　at　the　bottom　of　the　wave

tank　and　the　wave　surface　is　referred　to　as　z　＝　η．　Water　　particle　　veloc－

ities　under　wave　troughs　are　measured　at　a　point　z　＝　之o，　and　the　velocities

between　wave　crests　and　wave　troughs　are　measured　as　follows：　　the　　current

meter　　is　　fixed　　to　a　wave　gauge，　which　can　follow　wave　profiles　by　surbo－

control，　and　records　velocities　on　a　line　之　＝　η一zo’，　　i・e．　along　a　line　at

a　　constant　depth　below　the　wave　surface．　This　procedure　was　carried　out　at

measuring　point　2、　changing之（〕at　intervals　of　2　cm　and之ポat　intervals　of

O．5cm．
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　　　　1t　　was　　hoped　that　the　self－induced　velocity　due　to　vertical　motion　of

the　current　meter　was　negligibly　small　compared　with　wind－induced　currents．

This　velocity　was　less　than 3cm／sec，　the　minimum　value　of　measurement

ability　of　the　current　meter，　when　measured　in　still　water．

b．　Wave　and　Wind　Properties

　　　　Fig．4．35　shows　the　time　history　of　power　spectra　　based　　on　　the　　FFT

method．　where　　the　record　length　is　about　100　sec　and　the　time　lag　is　O．06

sec．　The　peak　frequencies　are　about　l　Hz　　for　　both　　Runs　　l　　and　　2　　after

t　＝　100　　min，　the　beginning　time　of　measurements．　Power　spectra　in　the　high

f，eque。cy，egi。。　f・・b・th　Runs　l　and　2・g・ee　well・ith　Phillip・’law18）・f

f－5，　　and　　bi－frequency　　components　　occur　　at　　about　2　Hz．　Values　of　power

spectra　in　the　lower　frequency　region、　less　than　peak　frequencies．　may　　be

reasonably　　greater　　than　that　of　field　observations　due　to　the　presence　of

long　wave　components　in　the　wave　tank，　generated　by　the　interaction　between

wind－induced　currents　and　wind　waves．　Furthermore、　in　these　lower　frequency

regions、　power　spectra　have　local　maxima　resulting　from　the　slight　meander－

ing　of　waves，　as　mentioned　above・

　　　　Fig．　4．36　　shows　　the　changes　in　depression　of　the　mean　depth　of　water

＿」h，　in　mean　wave　height　Hm，　in　significant　wave　heights　Hl／3　and〃1／1◎・　in

maximum　　wave　　height　Ilmax，　in　mean　wave　period　T，n，　and　in　occurrence　ratio

for　wave　breaking　αb．　The　occurrence　ratio　for　wave　breaking　is　defined　　by

α！，　＝　αb1＋αも2，　　in　which　αbl　is　the　ratio　of　the　numnber　of　waves　completely

broken　with　decreased　wave　height　to　the　total　wave　mumber，　and　αb2　is　　the

ratio　　of　the　number　of　waves　partially　broken　near　the　wave　crests　without

deformation　of　wave　prof’ile　to　the　total　wave　mumber．

　　　　The　depression　of　the　mean　depth　of　water　－∠1れ　gradually　increases　with

respect　　to　　the　duration　and　becomes　nearly　constant．　The　mean　wave　height

〃、、　and　significant　wave　heights〃1／3　and　Hl／10　are　roughly　constant　after　50
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min，　while　　the　maximum　wave　height　Hmax　is　strongly　affected　by　the　dura－

tion．　The　mean　wave　period　Tm　often　takes　on　great　values　and　　varies　　with

respect　　to　　the　　duration，　　being　related　to　the　breaking　wave　heights　and

corresponding　wave　periods．　The　ocurrence　ratio　αb　　also　　varies　　with　　the

duration　　but　can　be　considered　nearly　constant　after　the　beginning　time　of

meaSUrementS．

　　　　Fig．4．37　shows　the　comparison　of　the　wave　heights　with　Longuet－Higgins’

しheory19）．　　All　　values　　measured　　for　　wave　　height　　are　　smaller　than　his

theoretical　ones．　This　is　　in　　accordance　　with　　Tsuchiya　　and　　Yamaguchi’s

observation！7）　　　for　　non－breaking　　wind　waves　　and　is　one　of　the　character－

istics　　of　waves　generated　in　the　recirculating　wind　wave　tank．
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（a）　　　　　　　（b）　　　　　　　　〔c）

　　　　　Fig．4．37　Comparison　of　wind　wave　heights
　　　　　with　Longuet－Higgins’　theoretical　curves．

　　　　Breaking　wave　trains　can，　now，　be　　defined　　such　　that　　the　　successive

spilling　　regions　are　formed　ahead　of　the　wave　crests　and　the　wave　profiles

are，　then，　partly　deformed　only　near　the　　wave　　crests　l　accordingly、　　they

were　observed　by　the　ratio　of　αb2．

　　　　Examples　　of　wave　profiles　and　water　partiele　velocities　for　the　break一
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Fig．4．38　Eh（amples　of　wave　profiles　and　water　particle　velocities
　　　　　　　　　　　　　　　　　for　the　breaking　wave　trains．
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Table　4．2　Physical　quantities　for　the　representative
　　　　　　　　　　　　　　　breaking　wave　tralns．

Run h〔cm） T／研 H／h c／価 W1。／／ξK

24．1

P9．7

6．89

U．78

0，458

O，408

1．28

P．27

11．48

P0．93

ing　wave　trains　are　shown　in　Fig．4．38．　Short　waves、　or　wavelets　disturbed

by　　wave　　breaking，　clearly　　occur　　in　the　wave　trough　phase．　The　measured

water　particle　velocities　indicate　that　reversal　of　　the　　velocities　　never

occurs　　in　　the　　wave　　trough　phase，　that　is，　the　wind－induced　currents　are

greater　than　the　water　particle　velocities　due　to　the　wave　motion．

　　　　Table　4．2　gives　physical　quantities　for　the　breaking　wave　trains、　which

were　　determined　as　the　mean　values　for　waves　of　more　or　less　the　same　wave

profile，　wave　height，　and　wave　period．　From　comparison　of　Figs．　4．35　and

4．36　with　Table　4．2，　the　wave　periods　of　the　breaking　wave　trains

correspond　to　those　at　the　peak　frequencies　of　power　spectra，　and　the　　wave

heights　　are　also　nearly　the　same　as　the　significant　wave　heights　〃1／3．　』The

relation　between　the　wave　heights　and　wave　periods　is　shown　in　Fig．　4．39、

where　　waves　　with　　wave　　heights　within　the　significant　wave　height　±10　ち

’

H／h

0．5

0
4

Fig．4．39　Wave
　　corresponding

　Run’

。8°@ag

　　　　ee

　Run　2

Hl！3／h＝

0．458

0．408

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　20　　　30　　6　　　8　　’0
　　　　　　　　　　　　　γ》研

periods　of　the　breaking　wave　trains
　to　the　significant　wave　heights．
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　　　　　　　　　　　　Fig，4、40　Vertical　distribution　of　wind　over　waves。

were　selected．　Most　wave　periods　are　close　to　the　significant　wave　periods、

but　　there　are　waves　with　wave　periods　somewhat　longer　than　the　significant

wave　periods　both　in　Runs　l　and12　　because　　the　　power　　spectra　　have　　low－

frequency　components　slightly　greater　than　usual，　as　seerl　in　Fig．4．35．

　　　　Fig．　4．40　shows　that　the　universal　logarithmic　law　of　vertical　distri－

bution　of　wind　speed　is　well　satisfied　for　breaking　waves．　If　the　distribu－

tion　of　wind　speed　is　assumed　as

　　　　　　　　　（1’！a－c）／1〆＊　＝　（1／k）loglo（Z／Zo），　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ぐ4．157）

where　the　coordinate　Z　is　measured　upward　from　the　mean　water　level，　the

charateristic　values　of　wind　can　be　evaluated　as　given　in　Table　4．3．　in

which　l〆lo　is　the　wind　speed　at　Z＝10　m，1〆＊the　friction　velocity、　c　the

wave　velocity　for　the　breaking　wave　trains，　Zo　the　relative　roughness，　and

　　　ノ　　　　　　　ノ

k　Karman’s　constant．

　　　　　　　　　　　　　　　　　Table　4．3　Characteristic　values　of　wind．

Run Wlo〔m／s〕 W★〔cm／S〕 Zo〔cm） Cd R：2・W・H／・

17．65

P5．18

51．4

R5．8

0，005

O．0003

1．07x10’3

O，712

3830

P877
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　　　　Fig．　4．41　shows　　the　　relation　　between　　the　　drag　coefficient　C，．～arld

roughness　Reynolds　number20）　Re2＊　＝　1〆＊〃／り，　where　H　is　the　wave　　height　　for

the　　breaking　　wave　　trains．　This　　figure　indicates　that　the　breaking　wave

trains　are　in　the　region　Re2＊　＞　　103　where　wave　breaking　occurs　　constantly、

but　　the　　drag　　coefficient　Cd　　is　about　half　of　Toba　and　Kunishi’s20）　and

Kunishi　and　Imasato’s21）．　The　discrepancy　in　Cd　results　from　a　　fundamental

difference　　in　　experiments，　that　is，　current　reversal　would　occur　in　their

experiments，　while　i　t　does　not　in　the　present　work，　as　　mentioned　　already．

め9×

4

2

O
lO°i

”e§

1
’

O’
lO2

　ひRe2

lO3 　4to 　5
「0

Fig．4．41　Relation　between　the　eoefficient　of　friction
　　　　　　　　　　　and　roughness　Reynolds　number．

Fig．　4．42　also　shows　the　relation　between　the　occurrence　ratio　for　wave

breaking　and　the　roughness　Reynolds　number，　The　occurrence　ratios　　by　　Toba

etα1．　increase　with　Re2＊，　but　the　ratios　in　the　present　work　are　nearly

constant．　These　results，　as　before，　strongly　depend　both　on　the　　fetch　　and

on　　the　　types　　of　wind　wave　tanks，　that　is、　whether　the　wind　wave　tank　has

ends　or　not．
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Fig．4．42　Relation　between　the　occurrence　ratio　for
　　　wave　breaking　and　roughness　Reynolds　number．

c．　Characteristics　of　the　velocity　field

i）Existence　of　the　Critical　Depth

　　　　The　representative　vertical　distributions　of　water　particle　velocity　in

the　　breaking　　wave　　trains　in　Runs　l　and　2　are　presented　in　Figs．4．43　and

4．44，respectively，　where　the　curves　are　experimental　ones．　In　both　Runs　　l

and　　2，　great　　surface　　drift　　occurs　　in　　the　leeward　side　of　wave　crests

t／T　≦　O　but　decreases　gradually　with　respect　to　the　phase　　of　　waves，　　and

water　　particle　velocities　distribute　uniformly　over　the　whole　water　depth、

while，　for　t／T＞　0，　the　surfaee　drift　decreases　　sharply．　Therefore，　　the

surface　drift　in　the　leeward　side　of　wave　crest　is　chiefly　produced　by　wave

breaking　and　there　possibly　exists　a　sheltered　region　there．

　　　　The　average　velocity，　defined　by

　　　　　　　　iii・i∬ud・・　　　　　　（4・158・

can　be　evaluated　from　the　vertical　distributions　of’water　particle　velocity

shown　in　Figs．4．43　and　4、44，　Accordingly，　Fig．4．45　shows　examples　of　the

average　velocity　minus　the　wave　velocity，　u－c，　　together　　with　　the　　wave

profile　　in　　the　　frame　of’reference　moving　with　the　wave　velocity　c．　There
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　　　Fig．4．45　Exdstence　of　the　critical　depth　in　the　breaking　wave　trains．

exi・t　p・i・t・（c－i［i）／偏・1nea・the　mean　wat・・leve1，・・th・fl・w　nea・

the　　wave　　crest　　is，　hydraulically　speaking，　subcritical　and　supercritical

nea，　th。　wave　tr。ugh　i。　thi。　。teadY　f1。。　sy。tem．　Thi。　fact　is　si。il。，　t。

the　　analytical　　results　for　the　wind－forced　waves、　as　mentioned　in　Section

4．5（3），and　also　for　the　roll－wavesll）　which　　occur　when　a　　liquid　　flows

downward　on　a　steep　open　channel　with　bottom　friction．

ii）Wind－lnduced　Current　and　Mass　Transport

　　　　The　　vertical　distribution　of　mean　velocity　in　the　measured　time　7”t　（，t　a　1、

defined　by

　　　　　　　　UIV－：（1／T・・t・1オT　1・df，　　　　　・4・159・

is　shown　in　Fig．4．46．　These　mean　velocities　can　give　values　of　wind－

i・duced　current・by・t・・ng・i・d　as　th・F…d・．　numb・・、，、v／価≒02、　th・ugh

the　velocity　components　due　to　waves　are，　of　course，　contained．　too．
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　　　　　　　　　Fig．4．46　Vertical　distribution　of　wind－induced　current．

　　　The　mass　transport　velocity　can　be　defined　as　follows・：

（a）　In　the　region　under　wave　troughs（on　之　；　zo）

　　　　　　　　一（1／T・∬・df・（1／N）i－1　A・い　　　（4・16・♪

（b）　In　the　region　between　wave　crests　and　troughs（on　之　＝　η一zポ　　）

　　　　　　　　・…（1／T・元丁’・dt・（1／R）か…　　　4・161・

If　um’　is　expressed　as　the　mean　value　per　unit　　wave　　period・　Eq・　　〈：4・161）

becomes

　　　　　　　　・。・一（1／T）∬‘・dt・（T／T・）…（1・／N・）Um　．　　　・4・162）

In　　these　　equati．ons，　N　　and　　n　are　the　sequence　numbers　of　measured　time，

defined　by

　　　　　　　　T＝～V」t・　　　T’＝n4t，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．163）

respectively，　as　shown　in　Fig．4．34，　and　　A　uj　　is　　a　　corresponding　　water

particle　velocity．

　　　　Fig．　4．47　　shows　the　vertical　distribution　of　mass　transport　velocity・

　　　　　　　　　　　　　■
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　　　　　　　　Fig、4．47　Vertical　distribution　of　mass　transport　velocity
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　in　the　breaking　wave　trains，

in　which　the　values　in　the　region　between　wave　crests　and　troughs　are、　　for

brevity，　plotted　　at　　the　　phases　　of　　wave　crests之＝　ηcrest一之O’．　The　mass

transport　velocities　under　troughs　are　　slightly　　greater　　than　　the　　wind－

induced　currents　shown　in　Fig．4．46．　The　great　part　of　the　mass　transport

induced　by　the　breaking　wave　trains　is，　then，　due　to　wind－induced　currents、

though　　surface　　drift，　of　　course，　affects　　mass　transport　in　the　region

between　wave　crests　and　troughs，　as　shown　in　Figs．4．43　　and　4．44．　Dimen－

・i・nless　p・・i・d・i・th・p・esent　exp・・iment・・e　nea・ly・qual　t・丁万r・

6．89　arld　6．78．　However，　Run　2　gives　slightly　greater　mass　flux　than　Run　　l、

in　　which　　the　f’ormer　has　a　smaller　value　of　IF］／力　than　the　latter．　Mass　flux

deeply　depends　on　wind－induced　currents　and　on　the　foundamental　　properties

of　　the　　breaking　wave　trains，　therefore　it　is　necessary　to　investigate　the

relations　more　in　detail，
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（2）　Field　Observation　for　Wind－Forced　Waves

a．　Coastal　and　atmospheric　environments

　　　　Afield　observation22）　was　carried　out　using　an　observational　　pier　　at

the　Ogata　Wave　Observatory　in　Ogata－Cho，　Niigata，　belonging　to　the　Disaster

Prevention　Research　Institute，　Kyoto　University，　The　pier　is　about　315．4　m

in　length　and　nearly　perpendicular　to　the　shore　line　as　illustrated　in　Fig．

4．48．The　water　depth　along　the　pier　varies　as　is　also　shown　in　the　figure．

Four　wave　gauges　of　ultra－sonic　type　were　set　up　at　the　top　of　the　pier　and

a　linear　wave－probe　array　along　the　pier　was　made　up　of　eight　　wave　　gauges

of　　capacitance　　type，　wave　data　being　chiefly　observed　by　this　array．　Wind

speeds　and　their　directions　were　taken　by　a　wind　vane　and　anemometer．

　　　　The　storm　measured　was　a　low　atmospheric　pressure　which　ran　through　the

Japan　Sea　from　Tsushima，　Nagasaki　（at　3　a．m．，14　March　1981）　to　Otaru、

Hokkaido　（at　3　a．m．，　15　March　1981）．　The　observation　was　carried　　out　　con一

　OGW3SU

n　　　　e　　　　ト
‘　　　　1　　　　1

　fUリリJd∂0

N
一
めめ
「一

巴o

◎
ざ A
Φ
．

on oo

N
マ Φ

◎
芯 ざ o

一

］
、
～

N N
、

・

o
o
妄

do∫s

o’
．1、

E‥たC

，t4

　　　　　　s・d・　・・／

　　Japan　Sea

～o’oPen．

3
　　　　　　　　　　aoetsu

　　丁byΦWO　O　　　40km

一8≡一一r∠：P’・・

一：、　　　　◎乙2

0　　　　50ρm
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stantly　　from　7－31　March　l981　at　intervals　of　l　hour　during　the　storm．　Wave

data　used　in　the　present　analysis　are　Data　No．30〈1－6　a．m．，　16　　March．）　and

Data　　No．　31（7－11　　a．m．，　16　March），　which　were　nearly　the　peak　time　of　the

storm，　The　time　histories　of’the　wind　speed　and　wind　direction　are　shown　in

Fig．　4．49，　indicatirlg　　that　　the　mean　wind　speeds　were　about　16　m／sec　for

Data　No．　30　and　13　m／sec　for　Data　No．　31，　respectively，　and　that　　the　　wind

blew　steadily　from　the　west．

b．　Statistical　Properties　of　Wind－Waves

　　　　Representative　　wave　data　used　are　shown　in　Fig．4．50，　where　the　record

length　is　about　655　sec　and　the　time　lag　　is　　O．16　　sec．　Since　　wave　　data

contained　　a　　trend　　caused　by　low－frequency　components　of　waves，　the　trend

was　excluded　by　the　running　average　method　with　a　low－pass　filter　of　32　sec
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Fig．4．52　Auto－correlations　along　the　observational　pier．
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in　　band－width．　Wave　properties，　such　as　wave　height　and　wave　period、　were

determined　based　on　the　zero－up　cross　method　using　the　adjusted　data　above．

　　　　Fig．4．51　shows　power　spectra　by　the　FFT　method　along　the　observational

pier　for　Data　No．　30　and　No．31．The　maxima　of　power　spectra　decrease

clearly　during　the　waves　travel　from　measuring　points　4　to　5　and　from

points　8　to　9，　and　bi－frequency　components　become　strong　near　point　5．　Fig．

4．52shows　the　changes　in　auto－correlation　along　the　pier．　At　points　g　and

10　　for　　Data　No．30，　there　are　no　longer　distinct　peak　frequencies．　It　can

also　be　seen　from　Data　No．31　that　bi－frequency　components　are　more　remark－

able at　points gand　10　in　comparison　with　those　at　points　7　and　8．　When

waves　break，　power　spectra　may　decrease　sharply，　so　there　might　be　breaking

points　near　points　5　and　g　or　10．　This　fact　was　supported　by　visual　obser－

vatlon．

　　　　In　the　following　analysis，　wave　data　at　measuring　points　7 and　8 are

used　　because　they　have　the　nearly　same　power　spectra．　Table　4．4　gives　mean

values　for　signifieant　wave　　heights　　and　　corresponding　　wave　　periods　　at

points　7　and　8　for　Data　No．30　and　No．31．Note　that　significant　wave

periods　are　nearly　equal　to　those　for　bi－frequency　components　　and　　not　　to

those　　f’or　　peak　　frequencies　of’power　spectra．　According　to　the　laboratory

experiments　　on　　breaking　　wave　　trains，　　the　　　significant　　　wave　　　period

corresponds　　to　　the　　peak　frequency　of　power　spectra，　but　the　bi－frequency

component　is　not　conspicuous　compared　with　the　peak　　frequency・　Therefore・

these　　diff’erences　　in　　the　　experimental　　and　field　data　may　result　f’rom　a

strong　occurrence　of　bi－frequeney　components　as　　seen　　in　　Fig．　4．51，　for

Table　4．4　Significant　wave　heights　and　periods
　　　　　　　　　　　in　field　measurements．

Data No． Hv3／h Tソ，価

30

R1

0，282

O，633

6．77

X．95
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instance、　　in　a　f’ully　developed　soliton　separation　due　to　wave　shoaling、　as

predicted　by　Tsuchiya　and　Yasuda　e　t　αL．23）．

c、Wave　Properties　of　Wind－Forced　Waves

　　　　Waves　at　point　7　and　corresponding　waves　at　point　8 were　determined

from　　wave　　records　shown　in　Fig．4．50，　and　the　wave　velocities　were　deter－

mined　from　the　travel－time　of　waves　between　these　two　points．　Among　　them、

the　　waves，　　having　wave　heights　within　the　significant　wave　height　±10　％，

were　selected　because　a　wave　field　can　be　characterized　by　i　ts　　significant

wave．　Fig．4．53　shows　the　relation　between　these　selected　wave　heights　and

wave　periods，　where　the　values　are　mean　values　at　points　7　and　8　using　the

mean　　water　　depth　　at　these　two　points．　The　dimensionless　wave　periods　for

the　peak　and　bi－frequencies　obtained　from　the　　power　　spectra　　are　　respec－

tivelyτ偏≒11．4　and　5．97　f・・D・t・N・．30，　and　TV67｛≒14．8　and　7．38

for　Data　No．　31．　Therefore，　it　is　　to　　be　　noted　　that　　dimensionless　　wave

periods　of　the　wind－forced　waves　cover　the　region　containing　these　two　wave

periods　and　that　this　fact　depends　on　the　strong　occurrence　of　bi－frequency

components，　as　pointed　out　for　the　power　spectra．

H／h

1

O．5

　　　　　　　0

　　　　　　　　4　68’0　　2030　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　τ布万

Fig．4．53　Wave　periods　of　the　wind－forced　waves
corresponding　to　the　significant　wave　heights．
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（3）　Discussion

　　　　To　　verify　　the　analytical　characteristis　of　the　wind－forced　waves，　the

physical　parameter　S　needs　to　be　estimated．

　　　　First，　Fig．4．54　shows　a　comparison　of　experimental　wave　velocities　for

the　　breaking　　wave　trains，　having　wave　heights　within　the　significant　wave

height　±10％、　with　theoretical　wave　velocities　shown　by　solid　lines．　In　Run

1，　　experimental　　wave　velocities　at　wave　periods　less　than　the　signif’icant

wave　period　are　greater　than　the　theoretical　wave　velocities　by　about　10　°’、

but　　measured　　wave　　velocities．　as　a　whol6，　can　be　considered　to　be　in　the

theoretically　estimated　　regions．　Experimental　　wave　　velocities　　for　　the

significant　　waves　　are　　near　the　upper　bounds　of　theoretica！　ones、　and　the

parameter　S　takes　on　values　from　O．6　to　1．O　for　both　Runs　l　and　2．

　　　　Wind－induced　currents　predicted　in　Fig．4．46　and　mass　transport　veloc－

ities　in　the　Eulerian　coordinates　presented　in　Fig．4．47　are　compared　with

the　theoretical　results　in　Figs．　4．55　and　4．56，　respectively．　These

figures，　on　the　contrary，　indicate　that　the　values　of　S　may　be　within　from

O．2to　O．4　for　both　Runs　l　and　2，　Moreover，　the　values　ofστ／s　are　p！otted

in　　Fig．　4．57，　where　the　bottom　f’riction　s　was　evaluated　based　on　Manning’s

empirical　friction　law，　Eq．　（4。155）、　and　the　shear　stress　στ　was　　estimated

by　　Eq．　　（4．33）　using　　the　　drag　　coefficients　given　in　Table　4．3　from　the

laboratory　measurements　and　those　by　　Mitsuyasu　　and　　Honda’s　　experimental

formula24）．　Manning’s　roughness　coefficient　n　can　take　on　two　values　of

O．01　and　O．015　because　the　bottom　of　the　wind　wave　generator　is　made　of　a

steel　plate．　Furthermore，　the　coef’ficient　mb　in　Eq．　（4．33）was　assumed　to　be

O．1；　in　the　numerical　simulations　of　storm　surges，　例）　　is　　generally　　about

O．25、　　but　this　coefficient　is　considered　to　vary　from　O．1　to　O，5　according

to　the　f’low　conditions，　either　turbulent　or　laminar、　so　　the　　flow　　in　　the

breaking　　wave　　trains　　was　　assumed　to　be　nearly　turbulent．　Fig．4．57　also
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Fig．4．55　Wind－induced　current　in　the　breaking　wave　tralns．
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　　　　　　　　　　　　　　　Fig．4．57　Values　ofστ／s，　evaluated　based　on

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Manning’s　empirical　friction　law．

indicates　that　the　parameter　S　changes　from　O．2　to　O．5　for　Run　l　and　　from

O．1　to　O。4　for　Run　2，　respectively．

　　　　Summing　　up　these　results，　only　Fig．4．54　gives　slightly　greater　values

of　S　than　the　others．　However，　since　　the　　breaking　　wave　　trains　　surely

accompany　　strong　　wind－induced　　currents，　　it　　may　　be　preferable　that　the

parameter　S　be　chosen　for　the　theoretical　velocity　field　to　nearly　coincide

with　　the　　experimental　　velocity　　f’ield．　It　should　be　noted　that　the　wind－

irlduced　currents　in　the　breaking　wave　trains　shown　in　Fig．　4．46　include

ve！ocity　　components　　due　　to　　the　　presence　of’waves，　so　give　rather　large
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values　of’S，　and　also　that　the　mass　　transport　velocities　　shown　　in　　Fig．

4．47，　0n　　the　　contrary，　indicate　　rather　small　values　of　S　because　water

particle　velocities　very　close　to　wave　surfaces　were　not　　measured．　There－

f’ore，　the　roughly　estimated　values　of　S　and　Manning’s　roughness　coeff’icient

nare　respectively　taken　to　be　O．3　and　O．012　for　Runs　l　and　2、　in　the

following　discussion．

　　　　This　　judgment　is　supported　by　Fig．4．58．　The　figure　shows　a　comparison

of　the　distribution　of　average　velocity　with　respect　to　the　phase　of　waves、

where　the　experimental　values　are　evaluated　from　Figs．4．43　and　4．44。　The

theoretical　and　experimental　average　velocities　agree　　fair！y　　well　　except

that　the　！atter　distributes　asymmetrically　and　takes　on　rather　large　values

in　the　wave　trough　phase，　which　may　be　caused　by　short　period　waves　　riding

on　the　breaking　wave　trains．

E！石

Run

StO．3

Run　2

SsO．3

　　　　　　　　　　　　　一〇．5　　　　　　　　　　　0　　　　　t／ア　　　05

Fig．4．58　Comparison　of　the　distribution　of　average　velocity
　　　　　in　the　breaking　wave　trains　with　theoretical　ones．

　　　　Figs．　4．59　and　4。60　show　experimental　wave　profiles　of　the　breaking

wave　traines　corresponding　to　the　significant　waves．　Note　that　experimental

wave　heights　are　within　the　significant　wave　height　±10　9Z，　but　theoretical

wave　heights　are　fixed　to　　be　　those　　for　　significant　　waves、　　i．e．　H7～二
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〃1／3／1‥0．458and　O，408　f・・Runs　l　and　2・・espectively・thus　th・・e　exists

a　discrepancy　in　wave　height　of　about　10　％．　The　representative　　feature　　is

that　　experimental　　wave　　profiles　　of　　the　　breaking　　wave　tralns　are　more

asymmetric　and　steep　　compared　　with　　theoretical　　ones・　However・　surface

slopes　　on　the　windward　sides　of　the　waves　seem　to　agree　comparatively　well

with　theoretical　ones，

　　　　Secondly，　Fig．4．61　shows　a　comparison　of　wave　　velocities　　from　　field

measurements，　where　　waves　　with　heights　within　the　significant　range　were

selected　in　a　manner　similar　to　that　used　for　Fig．4．54．　The　observed　　wave

velocities　　exist　　near　the　lower　bounds　of　theoretically　estimated　regions

and　have　variances　of　about　10％．　The　present　observation　did　　not　　measure

quantities　　related　　to　　the　　velocity　field　in　waves，　thus　the　parameter　S

must　be　estimated　f’rom　this　f’igure．　Though　the　wave　velocities　observed　are

sometimes　　under　the　theoretically　estimated　curves、　the　parameter　S　at　the

significant　wave　periods，　at　this　stage，　still　can　be　assigned　O．1　　as　　the

mean　value　for　both　Data　No．30　and　No。　31．

　　　　Furthermore，　the　　friction　　coefficient　　at　　the　　sea　bottom　s　is　also

unknown　in　the　present　observation，　while　the　successive　f’ield　measurements

at　　Ogata　　coast　using　the　same　observational　pier　have　been　carried　out　by

Kakinuma　et　α1．25）・26）・27）・28）．　According　to　their　results　for　bottom　friction・

the　　usual　　relation　　between　　the　　friction　　coefficient　and　wave　Reynolds

number　is　well　satisf’ied　in　the　of’fshore　region，　but　the　friction　　　coeff’i－

cient　in　　the　　nearshore　　region　　takes　　on　large　values．　The　wave　Reynolds

numb。，s　at　measuri。g　P。i・t・7and　8・・e　ab・ut　4・107　i・th・p・esent　meas－

urements、　thus　　the　bottom　friction　s　can　be　assumed　to　be　about　O．04　from

　their　inVeStlgatlOnS．

　　　　Similar　to　Figs．4．59　and　4．60，　comparisons　of　wave　profiles　　for　Data

No．　30　and　No．31　are　shown　in　Figs．4．62　and　4．63，　respectively．　As　the

　significant　wave　periods　are　smaller　than　　those　　for　　spectral　　peaks、　as
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mentioned　above，　the　wave　profiles　for　spectral　peaks　are　also　shown　on　the

right－hand　side　of　each　figure．　Fundamental　properties　are　the　same　as　　for

the　　laboratory　　simulation　　of　　the　　breaking　　wave　　trains、　therefore　the

experiment　using　the　recirculating　wind　wave　generator　may　be　suitable　　for

the　　simulation　　of　wind－forced　waves　generated　by　strong　wind，　accompaning

reasonably　great　wind－induced　currents．　However，　the　　asymmetry　　of　　wave

profiles　irl　field　data　is　stronger　compared　with　experimental　wave　profiles

for　the　breaking　wave　trains，　and　this　may　be　natural　as　the　observed　　wave

profiles　　in　the　nearshore　region　are　surely　subject　to　asymmetric　deforma一

η／h

Data　～o．30

StO．’

τ》研・6．89

一一一

7．03

σ3

6．33

一σ5 f／τ　　　05

0

η／h

0．5

0．5

Fig．4．62　Comparison　of　wave　profiles　of　the　wind－forced　waves
　　　　　　　　　　　　with　theoretical　ones　（Data　No．30）．
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tion　of　waves　due　to　wave　shoaling．　The　occurrence　of　short　period　waves　in

wave　trough　phases　is　also　remarkable．

　　　Fig．　4．64　　shows　　the　corresponding　velocity　fields　in　the　wind－forced

waves　together　with　wave　profiles・　estimated　by　the　　present　modeL　　Figs・

4．64（2）　and　　（4）　are　those　for　spectral　peaks．　In　case　of　Fig．4．64（1），

since　the　wave　velocity　is　less　than　unity，　the　　whole　　velocity　　field　　is

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　η／h　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　v〃h

　　　　　　Data～o．3’　　　　　　　　　　　τノ∂刀〒■’0．’　　　　　　　Theoreticaf

　　　　　　S■0．’　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一一→卜一一〇bserved

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’4．8

9．2ア

F

9．50
0．∫

一σ5 r／τ 0．5

0

’5．6

’3．8

0．1

一σ5 ’／ア　　σ5

0

Fig．4．63　Comparison　of　wave　profiles　of　the　wind－forced　waves
　　　　　　　　　　　　with　theoretical　ones　（Data　No．31）．
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subcritical　　in　the　frame　of　reference　moving　with　the　wave．　In　the　others、

the　regions　near　the　wave　crests　are　subcritical　and　near　the　wave　troughs、

supercritical　　in　this　steady　flow　system．　The　wind－induced　current　for　the

。i。d－f。，ced　waves　f．。m　fi。ld　measu，ements　can　be　estimat・d　as　u，v／石r≒

S／2＝　0．05，　and　wave　breaking　seems　to　occur，　as　seen　in　Figs．4．62　and

4．63；this　value　is，　however，　about　one－third　of　those　for　the　breaking

wave　　trains．　A　reason　may　be　attributed　to　the　restraint　of　mass　transport

in　the　wind－forced　waves　by　the　presence　of　the　shore．

　　　　Judging　from　the　investigations　above，　it　　can　　be　　conclusively　　noted

that　the　gross　f’eatures　of　the　wind－forced　waves　can　be　simulated　satisfac－

torily　by　the　present　model．　As　　to　　bottom　　friction　　and　　surface　　shear

stress，　　our　knowledge，　however，　is　far　from　satisfactory　which　obstructs　a

better　understanding　of　　the　　present　　problem．　Therefore、　more　　thorough

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

knowledge　　about　　bottom　　friction　and　surf’ace　shear　stress，　which　lnteract

each　other　in　nearshore　regions，　is　needed．

4．7Conclusion

　　　　This　chapter　has　developed　formulas　for　wave　motion　generated　by　strong

wind　　in　　shallow　　water．　General　partial　differential　equatlons　governlng

wave　motion　subject　to　the　surface　wind　stresses　and　bottom　　friction　　have

been　f。，mul。ted，　whi。hl @t。m　int。　th・gene・alizati・n・f　the　K・・teweg－

deVries－Burgers　equation．　The　governing　equations　contain　all　physical　　and

mathematical　　terms　　to　be　taken　into　aeeount　for，　such　as　nonlinearity　and

dispersion　of　waves，　dissipation　in　　water，　external　　wind　　stresses・　and

bottom　　friction．　Wind－forced　waves　could　occur　in　the　equilibrium　state　of

these　internal　and　external　forces．　The　equation　has　　been　　analyzed　　using

the　　method　　of　　averaging　　as　　for　　the　nonlinear　oscillations、　where　wind

stresses　have　been　assumed　to　vary　along　the　same　l　ines　as　in　Section　　2．4、
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that　　is、　the　shear　stress　varies　in　phase　with　the　wave　elevation、　and　the

P，essu，e，　i・phase　with　the　su・face　sl・p・・The　m・st・t・ble　wave　m・ti・n　has

also　　been　　defined　　by　　introducing　　the　　physical　motion・The　fundamental

phy。ical　q・antities・f　the　wi・d－f・・ced　waves　have　been　f・・mul・t・d　as°ne

P。，amet。・family　f・・a・eq・i・ed・ave　h・ight　and　wave　p・・i・d　t・g・th・・with

flow　field　quantities，　such　as　friction　at　　the　　sea　　bottom　　and　　Reynolds

number，　　in　　which　　the　　parameter　　is　　deeply　related　to　the　surface　shear

stress．　Laboratory　experiments　　and　　field　　measurements　　have　　given　　some

verifications　for　the　wind－forced　waves．

　　　　Chief　　characteristics　　of’the　wind－forced　waves　are　concluded　to　be　as

follows：　1）卜4athematically，　Burgers’　term、　namely，　the　pressure　　caused　　by

wind，　　has　a　significant　role　in　the　generation　of　the　wind－foreed　waves　as

does　the　shear　stress．　2）The　　wind－f’orced　　waves　　accompany　　strong　　wind

induced　　currents　　and　　mass　　transport　　in　comparison　with　the　prOgresslve

waves　investigated　by　the　usual、　nonlinear　finite　　amplitude　　wave　　theories

without　　wind　　effects；　　thus，　their　wave　velocities　are　nearly　the　same　or

9．eat。，．3）The　c・itical　d・pth　i・th・f・ame・f・ef・・ence　m・vi・g・ith　th・

wave　　can　　oceur　　if　the　water　particle　velocity　is　small　compared　with　the

wave　velocity．4）Wave　profileS　can　also　become　asymmetric　due　to　the

increase　in　bottom　friction．

　　　　Regarding　　the　　wind　stresses　needed　to　generate　the　wind－forced　waves、

both　the　shear　stress　and　pressure　take　on　local　maximum　values　at　　certaln

wave　　periods，　　and　if　the　wind－forced　waves　accompany　strong　currents，　the

wind　stresses　become　nearly　constant　for　long　period　waves，　This　　suggests

the　existence　of　a　saturation　state　of　wind　stresses；　namely，　when　the　wave

length　surpasses　a　certain　threshold　length，　the　roughness　　caused　　by　　しシ1ら

water　　surface　　displacement　　has　　less　　ef’fect　　on　　the　generation　of　wind

stresses．　It　is，　furthermore，　noted　　that　　if　　the　　wind－induced　　current

becomes　　great，　　the　　shear　　stress　has　a　primary　role　in　generation　of　the
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short　period　wind－forced　waves，　and　the　fully　developed　long　　period　　waves

are　chiefly　maintained　with　the　aid　of　the　pressure　by　wind．

　　　　In　　practical　　applications，．once　a　design　storm、　with　its　significant

wave，　surface　shear　stress，　and　bottom　friction，　has　been　　determined、　　the

model　　will　　permit　an　estimate　of　wind－forced　waves　and　supply　design　data

for　various　coastal　engineering　works．　However，　the　model　　depends　　heavily

both　on　the　bottom　friction　and　on　the　surface　shear　stress　by　wind．　工t　is、

therefore、　necessary　to　clarify　the　interrelation　between　these　two　　exter－

nal　forces　more　in　detail．
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CHAPTER　5

CONCLUSION

　　　This　　study　　has　　dealt　　with　　the　　two　　types　of　breaking　phenomena　of

progressive　gravity　waves，　when　wave　motion　can　be　assumed　　to　　be　　irrota－

tional　　and　when　wind　blows　over　waves、　and　also　with　wave　motion　generated

by　strong　wind　which　may　accompany　wind－induced　currents．

　　　　In　Chapter　2　a　breaking　model　was　proposed　to　show　what　kind　of mathe

matical　　equation　could　describe　the　symmetric　”peaking”　of　the　wave　crests

with　a　finite　angle，　such　as　Stokes’　crested　　configuration、　as　　well　as

smooth　　wave　　profiles．　The　　customary　basic　equations　of　wave　motlon　were

transformed　into　the　Hamiltonian　systems　by　using　the　　reductive　　perturba

tion　　method　and　through　the　variational　principle．　The　resultant　Hamilton－

ian　coincided　with　the　first　integral　for　the　Korteweg－deVries　equatlon　　ln

the　　lowest　　order　　of　　approximations　and　had　singularity　as　the　7’breaking

operator”@to　initiate　wave　breaking．　Thus，　the　　Hamiltonian　　was　　converted

into　a　more　preferable　form　based　on　Thom’s　catastrophe　theory・The　result－．

ing　breaking　model　was　f’or　cnoidal　wave　　trains，　　and　　could　　describe　　the

whole　　wave　　history　f’rom　non－breaking　to　desired　peaking．　According　to　the

model、　at　just　breaking，　the　wave　profile　ceases　to　be　rounded　and　　attairls

”peaking”@　with　　a　crested　angle、　while　holding　the　Rankine－Stokes　brealくing

condition．　The　breaking　　inception　　under　　the　　shallow　　water　　assumptlons

agrees　　f’airly　well　with　that　previously　estimated　by　f’inite　amplitude　wave

theories．

　　　　Also　in　Chapter　2　was　the　clarification　of　the　breaking　condltlon　　ln

the　　presence　　of　　surf’ace．drif’t　　generated　　by　　wind．　The　distribution　of

surface　drift　in　a　vortical　wind－drift　layer、　formed　at　and　　just　　be！ow　　a

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　［268］
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wave　surface，　was　determined　based　on　intrinsic　equations，　derived　from　the

Navier－Stokes　equations　of　motion　with　boundary　　layer　　approximations，　in

connection　　with　　the　underlying　velocity　field，　being，　in　essence、　irrota－

tional．　The　pressure　and　shear　stress　from　wind　were　　assumed　　to　　vary　　ln

ph。。e　・ith　th・　su・face・1・pe　and　wave　elevati・n・・espectively・The　p「essu「e

act。　like　sucti。n　nea・the　wave　c・est．　The　shea・st・ess　and　su・face　d・ift

。h。。ge　sign　and　bec・me　neg・tive　i・th・leewa・d・id・・f　th・　wave　c「est・

indicating　the　separation　of　air－f’low　on　the　downstream　side　or　　causlng　　a

。h。！t。，d，egi。n　i・the　us・ally　und・・st・・d　sense・Th・b・eaki・g　incepti・n　in

relation　to　surface　drift　was　also　presented　with　the　use　of　　the　　Rankine－

St。kes　b，eaki。g。。。diti・n．　Th・・e　b・eaki・g・・nditi・ns・h・weve・…ef・・

。ma！l。cal。　b，eaking　phen・mena　whi・h・ccu・near　the　wave　c・est　at　just

b，eaki。g．　D。ubt！ess　an・th・・sig・ificant　phen・mena　might・ccu・i・b・eaking

。aves，。hi。h，el。t。t・all　the　wave　p・・p・・ties　a・d　may　give　i・t・・nal

breaking　conditions．

　　　　In　Chapter　3　experiments　on　the　breaking　of’progresslve　waves　was

described　not　only　to　confirm　usual　local　breaking　conditions　but　　also　　to

disc。ve，　th。　i。t。．nal　b・eaki・g・・nditi・ns　i・・ef・・ence　t・th・imb・lance　i・

th。　p。，titi。n・at・・f　wave　ene・gies．　Th・1・cal　b・eaki・g・・nditi・ns・such　as

the　　Rankine－Stokes　breaking　condition　and　the　breaker　index、　were　found　to

be　sati。fi。d　by　b，eaki・g　waves．　F・・th・・m・・e、　th・fact　th・t　th・b・havi・u・・f

。。t。，　p。，ti。les　i・b・eaki・g　waves　i・m・・e　active　than　th・t　est・mat・d　by　the

　usual　wave　theories　implies　the　existence　of　internal　breaking　　conditions・

Ever－changing　　wave　　energies　should　be　estimated　based　on　the　conservatlon

law。f　ene，gy　fl。x．㎞・ng　them，・nly　th・p・tenti・l　ene・gy　can　be　evaluat・d

　from　　measured　　water　surface　displacements．　The　potential　energy　begins　to

　decrease　at　a　certain　point　in　front　of　the　breaking　point，　near　the　　point

。h。．e　the　changes　i・・adi・ti・n　st・ess　t・k・・n　a　maximum　value・whil・th・

kinetic　ene．gy　inc・eases　sh・・ply・・d　p・ed・minates　i・th・p・・titi・n・f　wave
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energies．　As　a　result，　waves　fall　into　an　unstable　state　as　a　whole．　These

are　premonitory　phenomena　in　breaking　waves　and　may　f’inally　lead　　waves　　to

the　breaking．

　　　　In　　the　　study　　of　　coastal　　phenomena，　most　wave　properties　for　wind－

generated　waves　are　usually　estimated　by　using　　of　　finite　　amplitude　　wave

theories　with　wind　eff’ects　neglected．　It　is　necessary　to　develop　a　new　wave

theory　which　includes　the　wind　effects　because　fundamental　　characteristics

of　　waves　　surely　　change　　due　to　wind　effects．　The　ocean　surface　waves　are

formed　by　the　superposition　of　many　wave　trains　with　dif’ferent　wave　　height

and　　frequency，　Among　them，　large　scale　”carrier”　waves、　termed　the　”wind－

forced　waves”，　are　’important　as　they　　characterize　　the　　wave　　f’ield　　in　　a

shallow　coastal　zone　when　strong　wind　blows．

　　　　In　　Chapter　4　the　dynamics　of　the　wind－forced　waves　were　developed．　The

governing　equations　were　derived　from　the　Navier－Stokes　equations　of　motion

based　　both　　on　　the　perturbation　method　with　the　shallow　water　assumptions

arld　on　a　one－dimensional　analysis．　The　equations　contain　all　　the　　physical

and　　mathematical　　terms　　to　　be　　accounted　　for，　namely、　nonlinearity　and

dispersion　of　waves，　dissipation　in　water，　wind　stresses　exterting　　on　　the

wave　surface、　and　friction　at　the　sea　bottom．　工n　other　words、　the　equations

are　an　extension　of　the　Korteweg－deVries－Burgers　　equation．　Wind　　stresses

were　assumed　along　the　same　lines　as　in　Chapter　2　and　the　bottom　friction

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノwas　treated　as　an　empirical　　f’riction　　law　　like　　Chezy’s　law．　　Wind－forced

waves　　can　　occし1r　　in　　the　equilibrium　state　of　these　internal　and　external

forees．　The　governing　equations　were　analyzed　by　the　method　of　averaging　to

show　　that　　the　　steady　　wind－forced　　waves　　on　　water　of　uniform　depth　are

possible，　which　resulted　in　a　cnoidal　solution。　The　　stability　　condition、

furthermore，　　gave　the　definition　for　the　most　stable　wave　motion　by　intro－

ducing　a　physical　motior1．　The　physical　quantities　of’the　wind－forced　　waves

can　　now　　f’ormulate　as　a　one　parameter　family　of　the　shear　stress　parameter
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if　the　wave　height　and　wave　period　are　given　together　with　the　　flow　　field

quantities，　　the　　Reynolds　number　and　the　friction　at　the　sea　bottom．　As　to

the　wave　profiles，　they　become　asymmetric　due　to　the　　phase　　shift　　in　　the

wave　　for　　reasonably　great　values　of　bottom　friction，　and　the　waves　accom－

pany　wind－induced　currents，　which　cannot　be　estimated　　by　　the　　usual　　wave

theories．　The　wind　stresses，　shear　stress　and　pressure，　needed　to　generate

wind－forced　waves，　have　been　clarif’ied；　f’or　　most　　wind－forced　　waves，　　the

pressure，　i．e．　Burgers’　term，　has　a　primary　role　as　does　the　shear　stress，

always　acting　as　a　positive　external　force．　These　wind　stresses　for　certain

wave　　heights　　take　　on　　maximum　　values　　and　　become　nearly　constant　after

certain　wave　periods．　This　indicates　that　the　surface　roughness，　caused　　by

the　　water　surface　displacements　of　long　Period　waves，　has　little　eff’ect　on

the　generation　of　wind　stresses，　even　if　the　wave　length　is　very　　long．　　In

this　　situation，　　the　　pressure　　predominates　over　the　shear　stress、　so　the

shear　stress　has　the　chief　role　in　the　generation　of　　short　　period　　waves、

while　　the　　pressure　maintains　long　period　waves．　The　laboratory　experlment

and　field　observation　have　shown　that　the　gross　features　of　the　wind－forced

wave　can　be　estimated　by　the　present　theory．

　　　　As　　to　further　investigations，　the　wind－forced　waves　depend　strongly　on

the　evaluation　both　of　the　friction　at　the　sea　　bottom　　and　　of　　the　　shear

stress　　by　　the　　exertion　　of　wind，　and　they　interact　with　each　other　as　in

storm　surges，　therefore　the　interrelation　　between　　these　　external　　forces

needs　to　be　thoroughly　investigated．


