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ハムサンドイッチ定理の拡張：等分割以外の可能性

An extension of the ham-sandwich theorem: 

possibilities beyond equal division 

川崎英文，九州大学大学院数理学研究院＊
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Abstract 

ハムサンドイッチ定理はBorsukの対心定理の応用として有名である．正のルベーグ測度
をもつ町の部分集合 A1,...,Anに対し，それらの測度を同時に2等分する超平面が存在す
ることをハムサンドイッチ定理は主張する．
筆者は昨年来， Borsukの対心定理の最適化理論への応用を図ってきた ([2,3, 4, 5])．本
稿では，［4]の手法をハムサンドイッチ問題に適用し，同時分割で分割比が 1/2以外のものが
存在することを示す．

1 序

Borsukの対心定理 [1]は代数トポロジーの重要な定理であり， n次元球面 snから n次元ユー

クリッド空間陀しへの任意の連続写像ゃに対して，ゃ(u)= cp(-u)を満たす点uE炉が存在す

ることを主張する． Borsukの対心定理と同値な定理がいくつかあり，組合せ版の Tuckerの補題

や，集合被覆版の LSB定理などがよく知られている (Matousek[7])．また，応用としては，ハ

ムサンドイッチ定理，ネックレス定理， Lovasz[6]による Kneser予想の解決等が有名であるが，

本稿ではハムサンドイッチ定理に焦点を当てる．

μを町の Lebesgue測度とし， Aic町 (i=l,...,n)を正の測度をもつ集合とする．ハムサ

ンドイッチ定理はAi(i = 1,..., n)の測度を同時に2等分する超平面が存在することを主張する．
ハムサンドイッチ定理の証明では閉半空間（1)を用いる． snの元 U= (u1,...,Un+l)に対し，

その最初の n次元ベクトルを u= (u1,．．．,%)で表し， u= (u墨n+l)と書くことにする．〈u,x〉

を内積 U1X1+．．．十％Xnとして，各 uE炉に対して

H~ = {x E股?|〈u,x〉2Un+1}, Hu―= ｛XE囮:nI〈u,x〉<Un+1}．（1) 

とおくと， H土u=H；；が成立する． u=J 0の場合は HiもH；；も非空であり， u=Oの場合は
Hi,H；；の一方は町で，他方は空集合になる．
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そこで，凸(u):= μ(Ai n Hi)をとると， r.p:= (r.p1,．．．，五）は炉から野nへの連続写像にな
る．よって， Borsukの対心定理により， r.p(u)= r.p(-u)を満たすUE炉が存在する．このこと
から， H二＝ H;;:に注意すると，

μ(Ai n Ht) = μ(Ai n H；；） （i = 1,・.．叫

が得られる．以上がハムサンドイッチ定理の証明である．
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図 1：ハムサンドイッチ定理と Borsukの対心定理の関係

(2) 

本稿では，［4]の手法を用いて，ゃとは別の連続写像を導入することにより，ハムサンドイッチ

定理の部分的な拡張を与える．

2 ハムサンドイッチ定理の拡張

A1,...,An c町を正のルベーグ測度をもつ集合， fi(x,u)を (x,u) E股nX Dn上の実数値連

続関数で， fi(x,-u) = fi(x,u)を満たすと仮定する．例えば，定数関数はこの仮定を満たす． 'Yi
を任意の実定数として， u= (u,un+1) E炉に対して，

叫u)：=JんnH;;,-fi(x, u)dx -1叫＋1
として，連続写像 V:= (v1,..., Vn) : 5n→町を定義する．このとき， Borsukの対心定理から次

の定理が導かれる．

定理 1 (a)任意の "/1,・・・,'YnE罠に対し，次の等式を渦たす u= (u墨n+l)E炉が存在する．

1,nH± fi(x, u)dx -1,nH.-: fi(x, u)dx = 21叫＋i(i=l,...,n). (3) 
A;nH;t.. J A;nH；； 

(b) L;nHt fi(x,u)dx = jふnH~ fi(x, u)dx (i = 1,..., n)を満たす UE Snが存在する．
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(c) 

JんnH；；以x,v)dx= 1ふnH:;;fi(x,v)dx(i = 1,...,n) (4) 

を満たす v=(v,O)E炉が存在しなければ，任意の 11,・ ・・,rn E民に対し，

LinH;t fi(x, u)dx -linH;; fi(x, u)dx (i = 1,..., n) (5) 

の比が ,1:・ ・ ・ : rnになる UE Snで，％＋1> 0なるものが存在する．

証明 Borsukの対心定理により， v(u)= v(-u)を満たすuE炉が存在する．よって，

J fi(x,u)dx-1叫n+l
A;nHt 

l,nH+ fi(x, -u)dx＋訊叫1
A;nH土U

J以x,u)dx + "/i叫＋1・
A;nH~ 

これは等式(3)に他ならない．（b)は(a)で 'Yi= 0をとればよい．（c)の仮定により Un+lヂ0な

ので，（a）から求める比率が得られる． Un+l< Qのときは，ーUを改めて uとすればよい． I

定理1で fi(x,u) = 1/ μ(Ai)をとると，次の定理2が得られる．ただし，

Pi(u) := 
μ(Ai n Hj-) 
μ(Ai). 

(b)がハムサンドイッチ定理であり，（a)と(c)がその拡張に当たる．

定理 2 (a)任意の "/1,・・・,'YnE艮に対し，次の等式を満たす u= (u,un+1) E炉が存在する．

1 
Pi(u) -~ ='Y叫＋1・
2 

特に，どの riもー1/2と異なるときは，ー1< Un+lく 1が成立する．

(b) A1,．．．，んの測度を同時に2等分する超平面が存在する．

(6) 

(c) A1,．．．，んの測度を同時に2等分する原点を通る超平面が存在しなければ，ー1/2と異なる

任意の冗•.． ,rn E股に対し，

1 1 
Pl (U) -~ : ・ ・ ・ : Pn (U) -~ = 11 : ・ ・ ・ : rn (7) 

を満たす UE炉で， Q< Un+lく 1なるものが存在する．特に， 11= ・ ・ ・ = 1n = C (0 < 

cさ1/2)をとると，
1 1 
ーく P1(u)= ・ ・ ・ = Pn(u) <— +C (:S: 1) 
2 2 

(8) 

を満たす uE Snで， O<Un+1<lなるものが存在する．
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証明． Pi(u)をPiと書くことにすると，（3)の左辺は Pi-(l -Pi) = 2pi -1となり，（6)が得ら

れる．もし Un+l= 1ならば， Ain Hj-= 0なので Pi=0となり，（6)から 'Yi=ー1/2. もし
叫＋1= -1ならば， Ain Hj-= Aiなので Pi=lとなり，（6)から 'Yi=-1/2となる．どちらも
仮定に矛盾である．故にー1く叫＋1く1.

(b)は'Yi=0をとり，（a)を適用すればよい．（c)(6)で％＋1= 0ならば， Huは良nの原点を

通る超平面であり， Pl= ・ ・ ・ = Pn = 1/2なので， A1,..,,Anを同時に2等分することになり，（c)

の仮定に矛盾である．よって，％＋1ヂ0となり，（6）から求める比率が得られる．また， Un+lが

負の場合は，ーU を改めて uとすればよい．特に， "fl='''= "fn = C (0 < C :::; 1/2)をとれば，

0 < Un+1 < 1から (8)が得られる． I

注意 1全ての 'Yiを同じ値 Q< C:::; 1/2としたとき，（6)から，

Pi(U) ＝ C%＋1 + -
2 

となる． 0＜%＋1く1は存在のみが保証されていて，その値は不明なので，分割比 Pi(u)の値も

不明である．これが本稿のタイトルに「等分割以外の可能性」と記した理由である．

注意 2[2, 3, 4, 5]は出版年順に参考文献に挙げたが，［3,5]が最初に得られた結果で，［2]でそれ

を改良した．さらに [4]で[3,5]と別のアプローチをとり，本稿では [4]の手法を利用した．
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