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0 はじめに

この講義ノートは､1999年 1月に京都大学理学研究科で著者が行った集中講義を京大理

学部水崎研究室の大学院生である山口真澄さんが記録したノートをもとに､筆者が筆を加えたも

のである｡ 題名は ｢量子スピン系における秩序｣としたが､量子系に限らず古典スピン系あるい

は一般の秩序について成 り立つ基礎的な事柄で､一応知っておいた方が良いのではないかと筆者

が日頃考えている内容が多く含まれている｡ そういうわけで通常集中講義に期待されている最先

端の内容はあまり多くない｡定理の証明も易しいものはなるべく詳しく書いてある｡詳細にあま

り興味の無い人は証明の計算の部分ほとばして読んでもらえばよい｡

なおこの講義を準備するにあたり､筑波大学物理学系の桃井勉博士に多くの事を教えて頂

いた｡また式の多いノートをタイプして下さった山口真澄さんに心から感謝する｡

なおこのノートに含まれる誤 りはすべて筆者の責任であり､誤りを指摘して頂ければ有難い｡

また文献リス トは不完全なものであるが､ご容赦頂きたい｡
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久保 健

1 SpinHamiltonian

1-1 有効スピンハミル トニアンの導出 112)

電子や3He原子などのスピンを持つ相互作用の強いフェルミ粒子多体系の基底状態が局在状態

にある場合を考えよう｡ 例えば電子であれば､絶縁体化合物やウイグナ-結晶､3Heであれば固

体状態がこれに対応する｡ 相互作用が強いと十分低温では粒子の運動はほとんど起こらない｡も

し粒子が各サイトに完全に局在 してしまえばそれらの持つスピンがどのような状態にあってもエ

ネルギーは変わらない｡ しかしわずかに残った粒子の トンネリングにより､スピンの異なった状

態間にエネルギー差が生 じる｡このとき系の低エネルギー励起状態はスピン自由度の変化による

励起状態と見なすことができる｡(励起エネルギーは実際には軌道状態の変化に起因する｡)これ

らの低エネルギー励起状態を記述する有効ハミル トニアンはスピン自由度のみを用いて書き表す

ことができ､これを通常スピンハミル トニアンと呼んでいる｡ 最初にその導出をおこなう｡

Ⅳ個のフェルミ粒子を含む系のハミル トニアンは次のように表される｡

H-ii･U(r.,･･･,rN)
相対論的効果を考えない限りハミル トニアンはスピンを含まない形をしており､rlの置換に対 し

て不変である｡ サイ ト1に粒子 1､サイト2に粒子2､- が局在 している状態を表す波動関数

◎(rI,･･･,rN) が上のハ ミル トニアンの基底状態の良い近似 となっている場合を考える｡

◎(r"-,rN)に対 して粒子座標の置換を行って得られる波動関数

･(rpl,･･･,rp,V)- (P'R')-Io(r.,･･･,rN)

はサイ ト1に粒子 pハ サイ ト2に粒子 p2,･･･ が局在 している状態を表すが､この状態 も

◎(r.,-,rN)と同じ程度に基底状態の良い近似である｡ここでP(R)はサイトの交換演算子で､

(p'R')-1cま波動関数の粒子の座標の置換を表す｡ 少々ややこしいのだが､議論の都合上このよう

に書き表す｡ 粒子が区別できると考えれば､この系では基底状態の近傍にⅣ!個のほぼ縮重した

状態が存在することになる｡ 真の固有状態はこれらの1次結合で表され､そのレベル構造を決め

るのはこれらの状態間のハミル トニアンの行列要素

((p'R')Il咽 o )= Jp

である｡このJpを交換積分と呼ぶ｡このN!次元空間でのハミル トニアンは可能なすべての置換

についての和をとって
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｢量子スピン系における秩序｣

He打-;JJ,(P'[")-I
となる｡ 以下では簡単化のためにN!個の状態P(R)中は規格直交化されていると仮定する｡

フェルミ粒子はスピンをもっているから､スピン状態も含んだ波動関数を考えなくては

いけない｡粒子1がサイト1でスピン状態ml､粒子2がサイト2でスピン状態m2､ にある

局在波動関数を

VM(rl,r2,-･,rN;暑1,62,-,eN)

とあらわすoここで号tは粒封 のスピン変数､M≡(m1,m2,･･･,mN)は金糸のスピン配列をあらわ

す｡この披動関数に粒子の置換を施すと座標とスピンの両方を置換するので,

PVM-VM(rpl,rp2,･･･,rp.Y;epl,Ep2,･･･,ep.V)-(P'R')~l(p'q')-1vM(rl,r2,･-,rN;el,号2,･･･,EN)と

なる｡ここでP(q)はスピンの状態を置換する演算子であり､粒子の置換Pは

p-(p(R)p(q))-I

であらわされる｡ ここまでは粒子が区別できるかのように議論してきたが､フェルミ粒子系であ

るから反対称化した波動関数

yM ≡A∑(-1)Ppv MP
を用いねばならない｡こうするとこの空間には表面上もはやスピン状態の自由度〟 しか残ってい

ない｡この波動関数にハミルトニアンを作用させると

HqqvM-享Jp,(p,'R'Tl匝 (-1Y(p'R'p'q'TIvMI

-享Jp,(-1)P'p,'q'lA享(-1Yp'ipp′)(R'(pp′)(o'TIvM]
-∑Jp.(-1)P′p'(6転p'

となる｡従って､ハミルトニアンはこの基底で張られる部分空間 (スピン1/2粒子系では次元は

〃!ではなく実は2〃しかないことに注意)ではスピン状態の置換演算子のみを含むスピンハミル

トニアン

Hs｡in-∑(-1)PJpP(o)
P

として表現される｡ このようにスピンハミルトニアンを用いてその系のスピン自由度のみを取り
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扱うとき､その系をスピン系と呼ぶ｡一般にスピンハミルトニアンはすべての置換を含んでいる

が､そのうちの簡単な置換演算子を具体的に書き表してみよう｡

1-2 2体交換相互作用

スピン1/2の粒子の交換では､パウリ行列をJX､Jy､6=とあらわす与

O,･Gノ-2(6:･JI･CT,L･UI)･U,=･6,:であるから

G,･G,[†)ifT),-JT)ifT),

｡･G,I†)jlt),-2Jt),.I†)j-lT)肋

等がなりたち､け イトのスピンとjサイトのスピンの交換演算子PLJ(6)8ま

pu'弓 (1･oL･･Gj)
と書くことができる.但しh=1とした (以後もすべてh=1とおく)0

ゆえに2体の交換による相互作用は定数項をのぞけばスピンの内積を用いて

-2J2SJ･Sノ

と表される｡これはよく知られているハイゼンベルク交換相互作用である｡ 通常はトンネリング

の経路が長くなるとJpが小さくなるので2体交換のみを考えればよく､例えば化合物磁性体中の

電子では通常2スピン相互作用のみが重要である｡(ただし化合物中のハイゼンベルク型交換相

互作用は上述のような単純な2体交換から得られるものではない｡)

1-3 多体交換相互作用

3He固体やウイグナ-結晶では2個以上のスピンの交

換相互作用も重要である｡図1の3個の粒子の循環置換

から生ずる3体交換演算子はパウリ行列を用いて､

plkO'-pu'0度'-去(.･oL･G,)(1･OL･Ok)
-i(.･OL･G,･GF･Gk･GJ･Gk･ioi･(G,×Gk))

jA k jA k(plkq)Tl
図1 3スピンの交換

となる｡逆回りの3体交換(p,,(kq))-1に対する交換積分の値は通常等しいのでそれを加えると､3体

相互作用は定数項を除き
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｢量子スピン系における秩序｣

号(GJ･G,叩 ,･Gk･Gノ･Gk)

となる｡ 3体交換も2体交換と同じハイゼンベル

ク型の相互作用を与える｡ 但し､磁場中の電子系

の場合は右回りの置換に対する交換積分と左回

りの置換に対する交換積分の値が違ってくるた

め､ハミルトニアンの中にスカラー3重積の項が

残る｡

図2に示す4体交換についても逆回りの置換

,十 ∴ ｢

p,,(k7' (曾Tl
図2 4スピンの交換

を足 し合わせた後の結果だけ示すと,

pu'kH(pu(kT')-l三十･a!poaLopI(oi･Gj)(Gk･G/,I(oL･O/,(GJ･Ok)-(Gi･Ok,(oj･Gl)I
となる｡この式にはハイゼンベルク型ではない4個のスピンの積からなる項が含まれる｡3Heの

bcc固体ではu2d2構造という特殊なスピン構造が低温で実現するが､このとき4体交換相互作用

が重要な役割を果たしている｡3He固体ではさらに多体の5体､6体の交換相互作用も無視でき

ないことが知られている｡2)

1-4 一般スピン間の相互作用

スピンハミルトニアンで記述される代表的な磁性物質は3d遷移金属の化合物であるが､

3d金属イオン内部の3d電子間には強いクーロン相互作用が働いている｡その結果､これらのイ

オンはいわゆるフント別に従い､イオン全体として通常1/2より大きい決まった大きさの合成ス

ピンを持つ｡この場合スピンハミル トニアンはこの大きいスピンの間の相互作用として書き表す

ことができる｡従って以下でスピンハミルトニアンに表れるスピンは､とくに断らない限り一般

の大きさSをもつものとする｡

上で導いたようにもともとスピンによらないハミルトニアンから出発すれば､スピン間

相互作用はスピン空間において等方的であるが､現実の物質では相対論的効果であるスピン軌道

相互作用が存在するため､2体交換相互作用は一般には

Jt,XSLXSI+J,,yS,yS,y+Jt,zS,=S,I

の形になり異方性が存在する｡相互作用以外にも (むしろ相互作用の異方性は通常小さい)､磁場

との相互作用 (g factor)の異方性や1イオン異方性が存在する｡2次の1イオン異方性が存在

するとき､各サイトでスピンハミルトニアンに

D(SJZ)2･El(SIX)2-(sly)2]
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の項がつけ加わる. スピンはE=0かつD>0ならxy面内､E-0かつD<0ならZ軸方向に向

きたがる｡ ∫-1/2のときはこの項は存在しない｡スピン空間での異方性は系の統計力学的性質

に大きい影響をあたえる｡

2 簡単な例

2-1 ハイゼンベルク模型

ハイゼンベルク模型は次のハミルトニアンであらわされる｡

H=∑J,JSL･S,く〃>
ここでS,の大きさをS,とあらわす｡ただし特に断らない場合はSi-Sでスピンの大きさはサイト

によらないものとするoこの系の基底状態はJLjの備により以下のように変化するo

強磁性ハイゼンベルク模型 : Jij<0

この場合基底状態では図3のようにすべてのスピンが同じ方向を

向くo系の仝スピンST≡∑sLの大きさはスピンの総数をNとする∫

とSNである.

図3 強磁性スピン状態

反強磁性ハイゼンベルク模型 :JI,>0

この場合Si､Sjはお互いに反平行になろうとするが､基底状態は一般には自明でないo以下に簡

単な2つの例を挙げる｡

1) 正方格子上で最近接相互作用のみがある場合

全格子を図4のようにAとBの二つの部分格子に分ける｡

図4に示されている部分格子A と部分格子

Bのスピンが逆の向きを向くNeel状態が古典

的な措像での基底状態である｡ しかしこの状

態は本当のエネルギー固有状態ではない｡ 量

子スピン系では､量子揺らぎのためにこの

A BA B -骨-
B A B A .

A B A B や

図4 Neel状態

Neel状態が壊されるか壊されないかが重要な

問題となる｡

2) 三角格子上で最近接相互作用のみある場合

この場合全格子を2つの部分格子にうまく分けられないので､正方格子のようにNeel状態が作

れない｡このようにハミルトニアンの要素がお互いに競合していて､すべての要素 (この場合は

各格子点対間の相互作用)を同時に最小化する古典的な状態が作れないことを指して "フラス ト
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｢量子スピン系における秩序｣

レ一一ションが存在する"という｡ この場合､古典 (分子場)近

似では基底状態は図5に示す120 0 構造となる｡

2-2 分子場近似 (基底状態)

この節ではハイゼンベルク模型の基底状態を､スピンを大き

さSの古典的なベクトルとみなして (古典近似)前節より一般

的な場合に求める｡フーリエ変換を用いてハイゼンベルクハミ

ルトニアンを書き直せば

廿ヽ ♂ 甘ヽ

♂ 甘ヽ ♂ 甘

廿ヽ ♂ 甘ヽ
♂ 甘ヽ ♂ 甘
図5 1200構造

H-∑JLjSL･Sノ-舟 (q)sq･S-q o<!/>

ここで Sq-吉 享sLe-'q.r･､ J(q)-享J,je-Lq''rL-rJ' であるo
基底状態のSqはハミルトニアンの最小値を与えるように決まるのであるが､各スピンの大きさが

Sだから,N個の条件

sL2-去∑S｡･S-.･eL̀" l''r･-S2q

を同時に満たしていなければならない.これらの条件のうち∑sL2に対する条件のみをとり入れ
∫

てラグランジュの末定係数法を用いると

8(H-A;S12)-O､ 従-て (J(q,叫 S-q-O を得るo
J(q)の最小値を与えるqをQ (一つとは限らない)とする.そのような波数成分のみをもつ状態

が上のN個の条件を満たしていれば､それはすなわち基底状態である｡ そこでまずQの値がど

うなるかをいくつかの例について示す｡

1)強磁性ハイゼンベルク模型 : Q=0

2)反強磁性ハイゼンベルク模型 (d次元超立方格子上で最近接相互作用のみがある場合):

(以後とくに断らないかぎり格子定数を1とする)

d

J(q)-2Jt∑cosqm であるから Q-(n,n,-)m=1

3)1次元反強磁性Jl-J2模型 (図6):

J2-N.(Jl,0､A,0)とすると､ Jq-2J(cosq十Acos2q) はAの倍によりQの値

が異なり
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･≦吉の時 Q-〟

A,1の時 9-±cos-14

例3)ではJtとJ2の間に競合があるために､波数空

間の中途半端な点にQが表れる｡このように2個の波

J2 J2

/ 一~~ー ＼ / 一一一＼
Jl(Jl Jl(Jl
/ ＼ _.__.../ 一 ･-

Jq J2
図6 1次元J,-J2模型

数ベクトルq=±Qだけでt塙 )が最小値をとる (Q≠0かつQ≠(7E,7C,･･･))の場合について基底

状態を具体的に考えてみよう｡この場合

SQ=R+iI､ S_Q=R-iI

これ以外のqでS｡=0となるo元のN渦の条件は各iについて

NS2-2(R2.Ⅰ2).2(R2-I2)cos2Q･r,･-4R･Isin2Q･r,

であるからIRJ-Ill-垂 かつ臥 Ⅰとおけば満たされるが､このとき2

S･-i(RcosQ･rL-IsinQ･r,)I
である｡ この状態のエネルギーはもちろん

E-iNJ(Q)S22
である｡ この状態のスピンはQに垂直な格子面内で平行にそろっていて､r

だけ離れた2個の面内のスピンの向きはお互いに角度Q･rだけずれている(図7)｡このようなス

ピン構造をスパイラル構造と呼ぶ｡ 3)

∫(q)を最小にするqが3個以上ある場合も同様な方

法で基底状態が求められるが､一般に基底状態は (全

体の回転､併進等を除いても)一意的には決まらない｡

lu トヽ ト･.ヽ 十
→ Q

図7 スパイラル構造

2-3 二部 (bipartite)格子系

図4に見られるように､仝格子がAとBの2つの部分格子から構成され

1 i,jlが異なる部分格子に属するときJ,j≧00

2 i,jが同じ部分格子に属するときJ,j≦Oo

という条件を満たす系を､この講義では二部格子系と呼ぶ｡二部格子系ハイゼンベルク模型はフ

ラストレーションのない系であり､古典近似における基底状態はNeel状態である｡しかし量子系

の基底状態でこのようなNeel秩序 (このことの正確な意味については後で説明する｡)が存在す
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｢量子スピン系における秩序｣

るかどうかは､次元性､JLJの詳細に依るので簡単には判らない｡ Neel秩序が存在する場合の例

としては最近接格子点間にのみ相互作用をもつ超立方格子 (d≧2)､蜂の巣格子などがある｡ 一

方一次元系ではNeel秩序は存在しない｡二次元でもCaV｡0,構造のように同等でないJ,jを含む

ような系ではJI,の値によりNeel秩序が不在の場合がある｡

& 挿

(a) (b)

図8 (a)蜂の巣格子(b)CaV｡0｡構造

しかし､二部格子系では次の一般的な定理がなりたつ｡

2-4 MarshalトLieb-Mattisの定理

この定理は二部格子上のハイゼンベルク模型の基底状態のスピン量子数に関する一般的な定理

である｡ 二つの部分格子はどの様な配置であってもよく､また格子点上のスピンの大きさにも制

限はない｡

[定理](Marshal1-Lieb-Mattis)4)

〟 (<∞)格子点上のハイゼンベルクハミル トニアン

Il-∑J../S,･S.
<〃>

が以下の条件を満たすとする｡

1･J〃が二部格子系の条件を満たす0

2･仝 ス ピンが 石 に よって繋 が ってい る｡ す なわち任意の i,jに対 し適 当な経路

i,i"i,,-,in,jを選ぶことによりJ,tノLIJ,･･･JlnJ≠0とできる｡

このとき次の事が成り立つ

1)基底状態の全スピンの大きさSTlま ST=S｡=lsA-SB匡 あるoここでSA(SB)は副格子

A (B)上の各スピンの大きさの総和｡仝スピンの大きさがSである固有状態の最低固有エネル

ギーをE(S)と表すとS≧S｡の時E(S+1)>E(S)0

2)基底状態での相関関数をg(i,j)≡(StxS,I)とすると
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i,jが同じ副格子に属するとき g(i,j)>O

i,jが異なる副格子に属するとき g(i,j)<0

この定理により超立方格子上の最近接反強磁性ハ イゼンベルク模型の基底状態は

ち -0の状態であることが直ちに導かれる｡

異方的ハミル トニアンへの拡張

.℃¥Z模型

Hxrz-∑ J,,(sj･rSJXIS,ys,yIAS,Is,I)<JJ>
では次の定理が成 り立つ｡Aは交換相互作用の異方性を表すパラメタである｡

[定理](Mattis､Nishimori)5)

J,jが上と同じ条件を満たすとき基底状態におけるSiの固有値について以下のことがな

りたつ｡

1･A -̀1の場合 (Ising的強磁性模型) 基底状態は二重縮退､ SiT-琴 sL

2･fAJ<1の場合 (ズγ的強磁性模型またはズγ的反強磁性模型) Sf=oまたは±1/2

3.A>1の場合 (Ising的反強磁性模型) 基底状態は二重縮退､ Sf=±S｡

Marsham･Lieb･Mattisの定理は基底状態でのスピン固有値に関する知見を与えるが､基底状態

が秩序状態かどうかについての知見は一般には与えない｡また､この定理によって有限系が唯一

の基底状態を持つ場合でも､無限系は唯一の基底状態を

持つわけではないことに注意が必要である｡ しか し

Marshall･Lieb-Mattis の定理から直ちに秩 序 の存在が

結論できる場合がある｡ それは図9に示すようなフェリ

磁性の場合であるが､これについては秩序の定義を明確

に行った後で説明する｡

･

l
1(＼

U

且Vl一2

▲

ll1
且

V
l
雪

図9 混合スピン銃のフェリ磁性

【証明の概要】(Marshall-Lieb-Mattisの定理)

まず部分格子A上のスピンをSI軸の回りに角度7rだけ回転する正準変換をハミル トニアンに
施す.この変換によってA上のスピンはS,x→ -S;､S,yうーS,y､S,=ぅS,Zと変換される｡部分
格子B上のスピンは変えない｡ 変換後のハミル トニアンは

ー184-
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H-∑(一里 (S,･S,-.S,-S,I)十JI,S/:S,I)2<〝>

となる｡ S;-∑S,=は保存量なのでS;'-M の部分空間での固有値問題を考える｡∫
この部分空間の基底を

4Ta-NaIl(SL')m･◎｡∫

と選ぶ｡ただしα≡〈ml,m2,･･･,mNh また◎OはすべてのiでS,=◎0--S,◎Oを満たすOこのとき
この部分空間内でのハミルトニアンの行列要素は

1) 任意のα≠βに対し(QalHI¢p)≦0､

2) 適当な〃,0を選べば(似 HnlQβ)≠0､

の二つの性質を満たす｡従ってPerron-Frobeniusの定理によって次の補助定理がなりたつ｡

【補助定理】

Sf-M の部分空間の基底状態は唯一であり､その状態をvM=∑ caQaとあらわしたとき､す
α

べてのαにたいLca>0とできる｡

つぎに基底状態の仝スピンの大きさを決めるために､同じ格子上で定義された簡単なハ

ミルトニアン〃r｡rを導入する｡

Href-(SSE)･(%Sj)-SA･SB
このハミルトニアンの固有値は簡単にわかり､ST=Soの場合が基底状態である｡Hrefに対して

も補助定理がなりたつので､Sf-M の部分空間の基底状態をげ とおくと(拙 vM)≠0であ

る｡ このことからV芸fとyMは同じ全スピンをもつ状態であることがいえる｡相関関数の符号は

らの走符号性から直ちに得られる｡

拡張された場合についても基本的に同じやり方で証明できる｡Perron-Frobeniusの定理を用

いる議論は物理の様々な局面で顔を出すので､知っておくのは悪くない｡また相関関数の符号が

確定していることもフェリ磁性秩序の存在証明等に役立つ｡
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3 長距離秩序 (long･rangeorder)

この章では秩序があるとはどういうことかを明確に定義する｡ また量子スピン系において存

在する代表的な秩序を紹介する｡

3-1 長距離秩序と自発的な対称性の破れ

強磁性状態の自発磁化のように､秩序状態において秩序を特徴づける量を秩序変数 (order

parameter)と呼ぶ｡秩序変数は秩序演算子Oの期待値 (基底状態での期待値あるいは熱平均値)

(o)によって与えられるo 通常Oは局所的な秩序演算子0,の和として表される｡

O-;;ol
たとえば2章で紹介した秩序状態を特徴づける秩序変数は以下のようになる｡

秩序状態

強磁性

反強磁性

スパイラル

秩序変数 o′

自発磁化 S′

staggered磁化 (-1)∫S∫

スパイラル磁化 eL'Q.RIS,

ハミルトニアンには通常各種の対称性がある｡ たとえば､イジング模型はスピンの反転､ハイ

ゼンベルク模型はスピン空間の回転に対し不変である｡ それらの対称操作をあらわすユニタリー

変換をUとおくと､任意の物理量Aの有限系における平均値はこの変換に対して不変である｡す

なわち

uHU†-H の時 (UAUt)-(A)o

従って秩序変数Oが変換によって符号を変えるとき

(o)-(uoUf)--(o)-0

であり､有限系ではこのような秩序は現れないことがわかる｡イジング模型におけるスピンの反

転がこの例である｡ ハミルトニアンに連続的な対称性が存在する場合はどうだろうか｡例として

ハイゼンベルク模型に対してスピンSI軸の回りの回転

U(α)-expliαS;T]

を考えると

U(a垣,fU(a)千=cosαS,f+sinαS,r

U(a匿.rU(a)千=cosαS,Y-sinαS.F
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｢量子スピン系における秩序｣

である｡ この変換でハイゼンベルクハミルトニアンは不変であるから､任意の物理量Aに対して

(U(ahU(a)坐 (A)o

したがって

孟(U(a)AU(a)')-i(ls/i,A8-0
が成り立つ｡ AとしてS;を選ぶと

(S,y)--i(lsf,S;])-0
が成り立つ｡このように連続対称変換のgeneratorとの交換子で表される量の有限系での期待値は

ゼロになることが判る｡

しかし､無限系ではこのような秩序変数が有限になりうる｡このときの無限系の状態は

ハミルトニアンの持つ対称性の破れた状態であり､このような状態が実現することを 自̀発的な

対称性の破れ'と呼ぶ｡このことを正確に議論するためには､無限系における期待値を定義して

おかねばならない｡この講義では､ハミルトニアンの対称性を破る外場βを導入して

os≡lBiwINie(0)N,B

と無 限系 の秩序変数 を定義す る ( Bogoliubov の quasiaverage6))o ここで(0)〟,βは

HN,B-HN -NBOによる平均でNは系が含むサイト数である｡os≠0の時自発的な対称性の破れ

が存在するという｡

このように人工的な外場βを導入しなくても､無限系では本来秩序は存在しているはず

である｡それを表現するのが長距離秩序 (longィangeorder)であるo巨 rノト -の極限で相関

関数(0,0,)がo佃 又束し､ oL≠0のとき長距離秩序が存在するというo oLは

oL-LNiTT何

とあらわすことができる｡

長距離秩序が存在すれば対称性の破れが起こることは次の定理で一般的に証明されてい

る｡

[定理](Griffihs-Koma-Tasaki)7,8)

系が (短距離相互作用をしているたいていの系は満たしている)通常の性質を持っていれば､
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が成り立つ｡

losf≧oL

とくにハイゼンベルク模型のように､秩序変数が3次元ベクトルで系がその空間で等方的な場合

は､oLの定義では秩序変数の方向について平均されるのでlosl-JioLが成り立つことが予想され

るが､losI≧JioLが成り立つことが厳密に証明されている｡ 8,この定理によって長距離相関の存

在が秩序にとって本質であることがわかる｡ 定理の一般的な証明は Koma-Tasakiの論文を参照し

てほしい｡基底状態のみに関する証明 (Kaplan-‖orsch-YonderLinden)9)は比較的簡単で教育的で

ある｡

3-2 フェリ磁性

ここで9図に示した混合スピン系における秩序について考えてみよう｡ この場合A副格

子上でS-1､B副格子上でS-1/2であるo仝格子点数をNとおくと､sA-号 ､sB-昔 で

あるので､Marshau-Lieb-Mattisの定理により全スピンの大きさはST-lsA-SBl-昔 となる｡仝

スピンがマクロな大きさなので強磁性の長距離秩序をもつことがただちに言える｡ この場合有限

系の基底状態は空 .1重に縮退しているが､そのうちでSTZ-Oの状態を選ぶと強磁性の秩序演算
2

千 (Sx方向)OFについては

m 仰のとき くOF2)- ((去∑sLX)2)-i ((∑ st)2)-去

一方反強磁性の秩序演算子0--去;(ll)Is,xL=*寸して Marshall-Lieb-Mattisの定理から導か
れる相関関数の性質を用いると

(oi)-去;(-1)I-ノ(SEXSJX)≧詩 (S･xsJX)-(OF2)
したがってこの系では強磁性秩序と反強磁性秩序が同時に存在する｡ このような秩序をフェリ磁

性と呼ぶ｡
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3--3 いろいろな秩序

前節および前々節にあげた秩序は各サイトのスピンが一定の方向を向くことにより生ず

るもので､量子性に関係なく現われうる秩序であるが､量子スピン系にはさまざまな秩序が現わ

れうる｡ 以下にそれらのいくつかをあげる｡

1.ダイマー秩序

簡単に言えば図 10のようにスピンが二個づつ強く結合

した対を作る秩序である｡ 以下では簡単のために∫=1/2の

系を考えるが､一般のぶの系でもダイマー秩序は存在しう

る｡

( 亘 ) 亘 り

1図10 ダイマー秩序状態

秩序オペレータは

0,-S,･SI.deLQ'Ri (Q≠0)

dは通常最近接サイトへの格子ベクトル｡この秩序は一次元スピン鎖の基底状態で実現すること

がよく知られている｡例えば一次元交替鎖

〃-J∑(1+(-1)̀∂)S′･S什l∫

(J>0,1>8>0)の基底状態では､げ 偶数の時S,･S,.1が奇数の時より強くカップルしており､

ダイマー秩序がある｡ この場合はハミルトニアンが明瞭に長周期構造をもっているので､ダイマ

ー秩序が現れることは不思議ではないが､フラス トレーションがあるときダイマー秩序が自発的

な併進対称性の破れを伴って現れることは自明ではない｡図6に示した 1次元反強磁性J.-J2模

型を考える｡

H-J∑ (SL･St..+AS,･S,.2) J,0,A,0
∫

古典系の基底状態はÅ>1/4の時スパイラル状態であるが､量子系では異なる｡A-1/2のとき(こ

れをMajumdar-Ghosh模型とよぶ｡)にハミル トニアンを書き直すと

H三号(sL･SL･1+SL･SL･2･SL･1･SL･2)
となる｡この和の各項の固有値は3個のスピンのうちの2個がS-0の状態にあるとき最小である｡

従って仝系の基底状態は周期境界条件のもとで2重縮退しており波動関数は各々

vl-rl,V,S(2i-1,2i)､ V2-nLyS(2t,2i･1)
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とあらわされる｡10'ここでys(2i,2i+1)は2iおよび2i+1サイトのスピンの作る1重項波動関

数｡ V l､V 2は隣り合う2個のスピンがシングレット対を作 り､その外側と相関のない状態であ

る｡一般のAに対する詳しい数値的解析 (Okamoto-Nomura)によれば､Å>0.241でダイマー秩

序が存在するが､この場合の基底状態の波動関数は上のように簡単なものではなく､相関は対の

外側にも及んでいる｡ll) 一般にダイマー秩序が存在する場合には励起状態と基底状態の間にエ

ネルギーギャップが存在することが知られている｡

この種のより一般な秩序としてn個のスピンが強く結合したクラスター秩序が存在する｡

たとえば図8のCaV409構造では4個のスピンが強く結合した秩序状態の実現するパラメタ領域

がある｡

2.ベクトル ･カイラル (vectorchiral)秩序 12)

この秩序が存在する例 として三角格子反強磁性体の古典的

基底状態である1200構造 (3副格子構造)がある｡

図 11に示したサイト1,2,3からなる三角形上のカイラル

ベクトルを

Ⅴ-SIXS2+S2×S3+S3×Sl
図11 ベクトルカイラル秩序

と定義する｡ ここで 1,2,3は (例えば)左回りにとるものと決めておく｡ 三角格子上の秩序

変数は

(i;vl)
ととればよい｡ここで和は格子上の上向きの三角形についてすべてとる｡ 1200構造では一つ

の三角形あたりのカイラ ル ベク ト ル は垂 S2C｡ここで Cはスピ ンの揃う面に垂直な単位ベクトル2

である｡この秩序が存在する状態では空間反転対称性が破れている｡

3.スカラー ･カイラル (scalarcIliral)秩序 13)

図 11の三角形上のスカラー ･カイラリティーを

x=Sl･S2×S3

と定義する｡三角格子上の上向きの三角形すべてについて和をとり

(去㌢)
が秩序変数となる｡1200構造ではスピンが一つの面内にそろうので､この秩序は存在 しない｡

-190-



｢量子スピン系における秩序｣

スカラー･カイラリティーの存在する古典的秩序状態として､図12に示す三角格子上の四面体状

態 (4副格子構造)がある｡ 14) この状態では各副格子のスピンは､正4面体の中心からその各

頂点に向かう方向にそろう｡ 異なる副格子のスピンベクトル同士の内積は一g2/3であるから一つ

の三角形上のカイラリテ ィーの大 きさは

4S2/(3Ji)で､すべての上向きの三角形が同じ

大きさのカイラリティーを持つ｡この秩序が存

在する状態では､空間反転と時間反転に対する

対称性がともに破れている｡

a d a d

b c b
d a d a

C b C b
図12 3角格子の4面体状態

この秩序は古典的な磁気秩序を持たない状態でも実現するのではないかと考えられてい

る｡たとえば正方形上の4個のS-1/2スピンが作るS=0の状態は二重に縮退しているが､それ

らを y±-去恒 ±¢2･Oi242) とあらわてことができるo ここで07xp(if i)､
¢1-lTTll)･ltl††)､¢2-lTt†1)･ll†土手)､¢,-lTll†)+llT†1)であるoこのときyi

はスカラーカイラリティーが正と負の状態である｡ 基底状態において､格子上のすべての正方形

でこのような状態になっていればその状態はスカラーカイラル秩序をもつ ｡ しかし､そのような

基底状態を持つ簡単なハミルトニアンは今のところ見つかっていない0

4.ストリング (string)秩序 15)

この秩序は一次元S=l反強磁性ハイゼンベルク模型の Haldane状態で存在する秩序である｡

この秩序は簡単な秩序変数で表すことはできない｡j-iう -の極限で次のような相関が有限に残

るときストリング秩序が存在する｡

t相川H■t
l

q
▼⊥
ノ
C

rJ]こ/CJ.L∑糾t
<.～
r
pXe

ニ
ー

n

J

ii""川Ⅶ卜相川""■
この秩序は1次元S-1ハイゼンベルク模型に適当なユニタリー変換を施すことにより､通常の秩
序変数で表すことができる｡
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4.スピン波

この章では磁気秩序のある基底状態からの励起状態を議論する｡この場合低エネルギーの励起

状態はスピン秩序のゆらぎが空間的に波として伝わる状態である｡ この波をスピン波､それを量

子化したものをマグノンと呼ぶ｡

4-1 強磁性スピン波

強磁性の基底状態として､すべてのスピンの向きがZ方向にそろった状態を選ぶ｡

S,zlq,.)-sfq,0)
スピン波の計算をする際にはスピンをボース演算子で書 き表すと便利である｡ ここでは

Holstein･Primakoffの変換を行う｡

siZ-S-a,.at､ SL--J5aL.(1寓 S,-J4-i)kaI
ここで

(.1% Jk
を展開すると､S-1についての展開が得られる｡ Slの項まで正しいハミルトニ

アンは次のように書ける｡

H-i?JLJls2-2SaL+a,･2Sa:aJ]
ここでdfのフーリエ変換

aL-i;elk.rat
を用いてハミルトニアンを書き直すと

H-E.-S∑lJ(0)-J(k)]a:ak 0k
帆

a:は量子化されたスピン波 (マグノン)を 1個作る演算子､a)kはスピン波の振動数でkが小さ

いとき

okニーS∑J,,(I-e~Lk'(r,-rJ))…Dk2 (1次の項は足しあわせると0)ノ

となる｡D(>0)はスピンのひねりに対する強磁性状態の剛性を表す量でspinstiffnessconstant

と呼ばれる｡強磁性ハイゼンベルク模型の場合､マグノンが 1個励起された状態は正確な固有状

態であることを注意しておく (後で述べる反強磁性の場合はそうではない)0 2個以上マグノンが

励起された状態は固有状態ではなく､マグノンの間には相互作用が存在する｡ マグノンが多数励
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起された状態には､1個のサイトに2g個以上のマグノンが存在する状態が含まれるが､これはも

とのスピン系の状態空間には含まれていなかった状態であり､近似によって混ってきたものであ

る｡ しかしマグノンの励起が少ない場合にはこのような状態の影響は小さいと考えて議論を進め

る｡

つぎにスピン波の自発磁化への影響を計算する｡

M-∑sl=-NS-∑nk-NS一字去/ k
低温では長波長領域の寄与が大きいのでa)k⊆Dk2を代入すると､スピン波の励起による磁化の補

正はdを次元数として

AM o'-∫
kd~1dk

ePDkZ_1

d-3の時はX=βDk2とおいて

- -(βD)-iJ雲等 -(kBT)言

となり､マグノンの励起による自発磁化の減少は温度の3/2乗に比例する｡

d-2の時､長波長領域の積分は

J荒 1 第
となりAM は-∞に発散してしまう. この結果は､d=2の時有限温度では自発磁化が消失 して

して､M-0となることを示していると解釈されている｡ このようなスピン波理論の低次元にお

ける破綻は修正スピン波理論等 17)によって改良されたが､2次元以下では有限温度で磁化が消失

するという結論自体は正しいことが4章で厳密に示される｡

修正スピン波理論等の詳しい紹介はここでは行わないが､それらによればスピンの相関

距離号は低温で指数関数的に増大する｡この事は以下のように簡単に理解できる｡ 有限温度の2

次元系で強磁性の秩序が有限の相関距離盲を持っているとき､Eより小さい波長領域ではスピン

波は励起のよい記述になっているが､波長がEより大きいスピン波の措像は成 り立たない.そこ

でk>号-1を満たす波数を持つスピン波だけが存在すると考えると

-AM-∑ nk濁 Jek:'lMk毒 ～芸 等 (C-lne-I)k>卓RL

有限温度でM-0であるとすれば-AM-NSとなるので

孝一1-exp[穿 ]

となり､相関距離が指数関数的に増大する結果が得られる｡
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4-2 反強磁性スピン波

二部格子上の反強磁性ハイゼンベルク (AFH)模型の分子場近似による基底状態はNeel状態で

あるが､これは真の基底状態ではないo このことはSt･Sノ-S,ISJ:･!(S,･S,-･S,-S,I)をNee-状態

に作用させてみればすぐにわかる｡真の基底状態はNeel状態に量子ゆらぎの補正が加わったもの

と考えるのが最も自然な考え方である｡この補正が単に数値的補正にとどまるのか､それともNeel

状態の秩序がゆらぎによって完全に壊されてしまうのかという問題が量子スピン系の重要な問題

の一つである｡ 反強磁性の場合もゆらぎが波として伝搬するスピン波の考えが有効なので､以下

に反強磁性スピン波について説明する｡

この場合はA,Bの副格子に分けてHolstein-Primakoff変換を行う｡ li)

iがA副格子に属するとき

S,I-S-a,･a,､ sL--J5al(l妻子,S,-J4 -%faL,
ノがB副格子に属するとき

sI--S･blbJI SJ･-J 5叶 好 S,--J4 -%Jib,
s-1展開のSlの項まで残すとハミルトニアンは

Hsw--与NzJS2.JS∑ (a,fbI'a,b,'aIaL'blb,)､2 <LJ>

Zは最近接格子点の数であるo ここでa,,b,をフーリエ変換するo

a,,-南 eLk.rJa=,' a ,-南 e.-1k･r･ak､

bI-南e-Lk.rJbkf,b,-鹿eLk･rJbk､
Neel状態ではunitcellが2倍になっているので､kはreducedBrillouinzone内のベクトルとする｡

ハミルトニアンを書き直すと,

H--一三NzJS2十zJS;(ak'ak･bk'bk･Yk(ak'bk'･akbk))
l

ここで γk=-Z∑ e'k.8,､∂Lはある格子点からi%目の最近接格子点-の位置ベクトルである｡8,
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上のハミル トニアンをBogoliubov変換

=akCOShOk+bkTsinhOk
=akSinhOk+bklcoshOk

によって対角化する｡

[αk,αkT]=cosh2oklak,al]+sinh20klbkT,bk】-COSh2ok-Sinh2ok=1

より 【αk,α三]=1､[αk,βkT]-o etcを満たすから､αk､βkはBose演算子である｡
ハミル トニアンを対角化するには ta血 28k-γk を満たすようにβkを選ばねばならない｡この

ときハミル トニアンは

H5--一言zJNS(S･.).;wk[αkTαk･βkTPk･1]
となる｡ スピン波の振動数は

a)k=ZJS

k≡0のときd次元超立方格子では

･k-iicosk,…諸(1-壬kt2････)…ll去k2････
であるから

wk≡諾 k

となり､長波長の極限でa)kはkに比例することがわかる｡スピン波による基底エネルギーの補正

を計算すると

AEO-一言zJNSや k-ZJS字(
スピンの量子ゆらぎを取 り込んだ基底状態のエネルギーは､Neel状態のエネルギーより低 くなっ

ている｡ 具体的な結果を以下に示す｡

d 1

箸巨 o･363

2 3 ∞

0.158 0.097 0

この補正を加えた基底状態のエネルギーは､正確な値の非常に良い近似値を与えている｡ たとえ

ば､ 1次元S-1/2系の場合正確解のE/NJ--0.443に対 し､スピン波近似の値は-0.432､2

次元の場合は数値計算の結果は-0.67､スピン波近似の結果は-0.608である｡

-195-



久保 健

次に副格子磁化 (staggeredmagnetization)を計算すると

∑(stI)-喜NS-∑(a:ak)I-∈A k
-土NS-∑(cosh2ok(αlak)･sinh2ok(βkPkT))2 k

･-Oの時は (βkPI)-1､ (αkTαk)-0 であるから､kについての和はd次元の場合

∑ sinh2ok～]苧 となる｡ この積分はd≧2 では収束するがd-1では発散する｡この結果は
k

量子ゆらぎのためにNeel秩序が 1次元では基底状態でも破壊されてしまう事を意味している｡有

限温度では

(sJ=)T-(SEE).--i;(cosh2ok･sinh2ok)A -i;
1 1
I-yk2ePak_1 o

- のとき wk-Ck､ 嘉 一等 であるから

(S,I)T-(S,:).O-BTJ旦欝
となり､積分はd=3では収束するが､d≦2で発散する｡従って強磁性の場合と同様に､有限温

度のNeel秩序は2以下の次元では存在しないと考えられる｡

5 Mermin-Wagnerの定理とGoldstoneモ-ド

この章では連続的な対称性の自発的な破れが2次元以下では有限温度で起こらないことを示す

Mermin･Wagnerの定理と､この定理と密接な関係のあるGoldstoneモードについて述べる｡

5-1 各種の相関関数とスペクトル関数

ここでは後で用いる各種の相関関数について説明する｡ ここの説明はShastryの論文に従ってい

る0 19し股に2個の演算子A､Bの直接相関関数((A,BI)は次のように定義される｡

((A,BI)≡Z-1Trle-β"(AB･BA)]-Z-I吾e-pEv(1十e-P'EpIEv')(vIAIp)(pfBIv)
-∫da,PAR(a,)

ここにあらわれたPAB(a))をスペクトル関数と呼ぶ｡

PAB(a･)≡Z-1∑ e-βEy(vIArFL)(FLIBIv)(1･e-Pw)∂(Ep-Ev-a･)
IJV
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｢量子スピン系における秩序｣

各種の相関関数はスペクトル関数を用いて以下のように表される｡

1)(lA,BD-Jdwtanh竿 PAB(a)

2)(RA,HIBD-Jdwwtanh筈PAB(a)

3)(A,B)-I.ldr(A(βx)B)-β-1Jdww-ltanh竿PAB(a)
ここで A(I)≡eTHAe~TH である｡3)の相関関数はカノニカル相関関数あるいは Duhame1

2点関数と呼ばれる｡

PAB(a))は以下の性質をもつ ｡

1)A,Bに関してbilinear

2)PAR(a))=P*A†B†(a))=PAB(-a)

3)PA,A(a･)≧0

4)IpA.B(a･)l2ipA.A(a,)PB.B(a,)

5)任意の関数′(a))､g(a))に対して

け f (a)g (a)P A･B(a)dwI2≦ Jlf(a)I2pA,A(a)d可 Ig(a)l2pB,B(a)dw

上の性質のうち1)-3)は自明であろう｡4)はPA†B(a))を内積とみなしたときの Schwartz

の不等式､5)は4)とSchwartzの不等式をさらにもう一度用いて導ける｡

5-2 相関不等式

上記の性質から以下の相関不等式が導かれる｡ このなかにはこの講義で使わないものもあるが､

参考のために挙げておく｡

1)(AT,A)≦紳†,A奇
これはズ~ltanhx≦1とPAB(a')の性質3)から直ちに導かれる｡

2)(strong)Bogoliubov不等式

I(lA,C ])I2S p(A f,A)( llcT,H ],C ] )
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3) (weak)Bogoliubov不等式

I( lA,C ])12Si((A T,A I)( llc',H ],C] )

4)Pitaevskii-Stringariの不等式 (不確定性関係)

I(lA,BDl2≦(hf,A粋†,BB

5)Shastry不等式

(てAT,AI)≧
l(lAT,B])12
(lld,H],B]Ip(Bf,B)

6)Falk-Bruch不等式

β(F,B )≧号(伊 ,B i)fFB
β ([[β†,叫可 )
2((BT,BI)

ここで差 BはfFB(xtanhx)=x-1tanhxによって定義される関数である｡

Falk-Bruch 不等式 を 使 え ば b.,A Bl,B), C｡,-( [[d ,H ],B]) を満たすb.i c｡に 対 して

(5 .,B極 )icoth(3
が導ける｡ この不等式は直接相関関数の上限を与えている｡

これらの不等式の証明は長くなるので詳しく述べないが､Shastryの論文にまとめて書

いてあるので詳しく知りたい場合は参照して欲 しい｡ここでは一例を示す｡

[strongBogoliubov不等式の証明]

B-lH,C] ととると PA,B(a･)-a,PA十C(a,)､ PB†B(a)=a,2pc,C(a)

ここで､∫(a,-g(0,-(a-1ta血等注 ぎ

Jdwf(a)g(a)p｡†B(a)-(lA,CD

Jda,lf(a,)l2pA,A(a,)- β (A T,A )
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Jdwfg(a )l2pB†B(a)- ([[C十,H ],C ] )

これらをPAB(a))の性質5)の不等式に代入すれば最終結果が得られる｡

5-3 Mermin-Wagnerの定理

この節では短距離相互作用系における連続的な対称性の自発的破れは d≦2､T>0で

は起こらないことを､スピン系に限らず一般的に示す｡格子上の次のハミル トニアンを考える｡

20,21)

H｡-∑Q(r,-r,掠 hノ
<tj>

ここでh,ti格子点止 の局所演算子､¢(rl-r,)は格子封 とjの間の相互作用定数であ

る｡ 具体的にはハイゼンベルク模型におけるスピン演算子と交換相互作用定数を考えればよい｡

格子点才とjの間の相互作用が複数の演算子の間にある場合も以下と同様の議論ができる｡今後出

てくる局所演算子はすべて有界で､異なる格子点の演算子はお互いに交換すると仮定する｡ 上の

ハミルトニアンは連続的な対称性をもつとする｡ つまり変換 U(a)=e'α′ に対して

U(a担｡U†(a)=H｡

が成り立つoここで J-∑ J,,JLはエルミー ト演算子である (ハイゼンベルク模型の場合に
∫

U(α)としてS=軸の回りの角度αの回転を考えるときは′-S,I)｡対称性の破れを示す秩序変数

は (0)-誘くoL)｡ここで Ol-,lJ,XL], γは適当なC一致
である (ハイゼンベルク模型の場合､Xl-SIy,0,-S,I,γニーi)｡ 従って

O-flJ,享xL]
とあらわされる｡自発的対称性の破れを議論するために外場Bを導入して､ H=Ho-BNO で

の平均値(0)をもちいる｡このとき次の定理が成 り立つ｡

[定理](Mermin-Wagner)

相互作用が短距離の場合､すなわち適当な定数M >0に対して
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∑rQ(r,-r,)flrI-r,r2<Mノ

が成り立つとき､γ>O､d≦2では

称性の破れは存在しない｡

os-触lNi,e(0)-0 がなりたつoつまり､自発的な対

[証 明]

weakBogoliubov不等式

I([J-k,Ak])l2si β(AkA kf･ AkTAk)(llJ-Tk,H ],J - k])

において 4 -去 享x･explik･rL]､ J-k寺 号JieXPl-.k･rL] とおくと

(lJ-k,4])-誘くot)-書くo)o
ここで
[;Jt,Ho]

-0であることを用いると､任意の数αに対して

[J-fk,H]-i;lJL,Ho](explik･rL]･a)-BJRF∑[JE,OL]explik･rL]∫
同様にして,任意の数a,bに対して

[[J-fk,Ho],J-k]-請 [[JL,Ho],Jj](explik･rL]･a)(expl-ik･rJ]･b)
が成り立つ｡ここで

[[J!,Ho],JJ]-2享〈Q(rL-r/)[[JL,hL]hl,JJ])
であることを用いて､α-1,∂--1及びα--1,∂=1としたものを足しあわせ計算すると

llJl,Ho],J-k]-孟;tQ(rL-J)[cosk･(rL-rJ)-1][JL,hl']lhJ,JJ])
従って

llJ-fk,H],J-k]-請 ‡¢(rL-rj)lcosk･(rF-rJ)-.][J,,hJ'][hJ,JJ])一志B;llJL,OL],JL]
J,,hL､Olは有界であるから､適当なC1,C2>0に対して

1([刷 ][帰 ])l≦C.
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｢量子スピン系における秩序｣

(llJ,,0,],JI])liC,

が成り立-｡こ こでtcosk･(rl-rJ)-11≦ [k･(r/-r,)]2が成 り立-ことと短距 離 相互 作用の仮定を

用いると､適当なC 3に対 し

([[J Ik,H ] ,J- k])lic 3k2･BC ,

が成 り立つ｡これをBogoliubov不等式に代入すると

((4',4‡)-孟;(xL2)≧
21(o)[2
PC,k2+BC,

この左辺はXLが有界であるから有界である｡この不等式の両辺をkについて平均 しても､不等式

は成 り立つ｡N-⇒∞の極限でkの和を積分に置き換えると､右辺は

2kBTos2I
ddk

C,k2+BC2

となるが､βぅ0の時2以下の次元ではこの積分は発散する｡ 従って有限温度で上の不等式が成

り立つためにはos=0でなくてはならない｡

2以下の次元では連続的な対称性が有限温度で自発的に破れないという結論は､連続空

間で定義された系でも古典系でも成 り立つ非常に一般的な性質である｡ 22) これは対称性が自発

的に被れているとき､長波長の極限でエネルギーが波数とともにゼロになる励起が必ず存在し､

その励起による揺らぎのため秩序が壊されることによる｡ この励起モー ドをGoldstoneモー ドと

いう｡ 強磁性状態および反強磁性状態のスピン波はその例である｡

5-4 Goldstonemode23)

この節では､連続的な対称性が自発的に破れているとき､励起エネルギーが長波長の極

限で波数kに比例 して (あるいはそれより速 く)ゼロに近づく励起状態が存在することを示す｡

このような励起モードをGoldstoneモードと呼ぶが､このモードを励起する演算子はkぅ0の極

限で対称操作のgeneratorに一致する｡

この節ではr-0と仮定して議論を進める｡準備としてr=0における各種の相関関数を

スペクトル関数

PAR-∑‡(OLAIp)(ILIBlo)♂(a,-Ep･E.)十(OLBIp)(FLIAl0)8(a,-E.･Ep))〃
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で表しておく｡ ここで伸 ま基底状態､E.Lrま基底エネルギーを表す｡そうすると

([[A,H],B])-掴 PAB(a)da,-I.da,sA,B(a,)da,

が成 り立つoここでSA,B(a,)≡(PAR(a,)+PAD(-a,))はa,,0で定義されている｡

β(A,B】T→｡≡XA,D は T-0での応答関数をあらわし

xA,8-)olwrlSAB(a,)0

前節で用いたJkが Goldstoneモー ドを励起する演算子であることが以下の議論でわかる｡

A-JkTIB-Jkと選び S(k,a')≡SJk,Jk(a,) (スピン系の動的構造因子にあたる)とあらわ

せば

([[JkT,H ],Jk])-I.m os (k,a)dw

となるoここで (勅 lo)≠Oを満たす励起状態のエネルギーの内の最小値をa)0(k)とおく｡この

a,.(k)がGoldstoneモードのエネルギーである｡仮定によりW<a)0(k)ではS(k,a))-0である

から､S(k,oJ)が次の形をしていると仮定する｡

S(k,a,)=S.(k)8(a)-a,0(k))+Sc(k,a･)

ただしSc(k,｡項 まa'-a'｡(k)で∂関数的な振る舞いはしないものとするo実際スピン系の動的構

造因子は通常このような形をしており､第 1項はスピン波､第2項はその上の連続励起の寄与を

表す｡この形を用いると

([[JkT,H],Jk])-[a"k,]21認･J;(k,B sc(k,a,dwI

･lq"k,]2‡認 ･ ];(k,bc(k,0,dwf-lq"k,]2xJk..Jt
従って
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la,.(k)]2-<
([[JkT,H ],Jk])

XJk･Jk

が成 り立つ｡ 秩序演算子が去∑oL-lA-k,Jk]と表されるときstrongBogoliubov不等式より∫

(x.Jk･J .≦瑚 lA -fk,H ],A - k])

これを上のd'o(k)2の上限に代入すると､最終的なa'｡(k)の上阪

1 1

a .(k)≦05-I(llJkT,H],Jk])i ([[AI k ,H ],A -k])i

が得られる｡ 前節でみたように短距離相互作用をする系では､([[JkT,H],Jk])はk28こ比例する

項で抑えられる｡従ってos>0の場合には適当なC′>0に対してa.(k)≦C'kが成り立つことが

わかる｡ これがGoldstoneの定理である｡

実際､反強磁性スピン波の例にみるように､Goldstoneモードの振動数は長波長のとき通常kに

比例 している｡ 一方強磁性Heisenberg模型のスピン波の場合にはスピン波は長波長のときk28こ

比例 していた｡この理由も今求めたa)0(k)の上限を用いて説明できる｡この場合には､秩序演算

子を0-詩 S;tす ると､ Jk-志 享styelk●r,､Ak-孟 享sL=e/k●r･ である｡系がスピン
空間で等方的であるため､kぅ 0の極限でAkも対称操作のgeneratorになっていることがわかる｡

1

-まり【Jk-0,H]-lAk-0,H]-0である｡この場合([[AI'k,H],A-k])iからもkL=上ヒ例する因子が

でてくるので､適当なC">0に対 し a)0(k)≦C一一k2 が成り立つ｡この場合､秩序変数は保存

量である｡ ハイゼンベルク･フェリ磁性体のスピン波の音響分枝の振動数がk2で抑えられること
が上の議論からわかる｡

我々が取 り扱う多 くの系では短距離相互作用の仮定は満たされているが､クーロン相互作用のよ

うな長距離相互作用の場合は上の定理は成 り､立たない｡S波超伝導体でエネルギーギャップの中

に励起が存在しないのはこのためである｡
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5-5 1次元反強磁性の長距柾秩序

反強磁性スピン波の理論によれば､1次元では基底状態でもNeel秩序が存在しない｡このことは

最近接相互作用のみをもつ模型に対してShastryによって厳密に証明された｡ 19) この定理の証

明には､鏡映正値性という性質を用いているので､ノー-ノ2模型のように相互作用の競合がある場

合には拡張できない｡より一般の系については次の定理が成り立つ｡

【定理](Momoi)24)

短距離相互作用をする1次元系で連続対称性が自発的に破れている場合は､その秩序に対応する

波数ゼロの感受率が発散していなくてはならない｡

この定理により､強磁性とフェリ磁性の秩序は一次元スピン系の基底状態でも連続対称

性を破る方向に存在しうるが､単純な反強磁性秩序は存在できないことが判る｡

6 有限系の低エネルギー励起状態

対称性を破る秩序状態の実現は､必ず基底状態の縮退を伴う｡イジング的XXZ模型のよ
うに二回対称性が破れていれば基底状態は二重に縮退しているし､ハイゼンベルク反強磁性模型

の場合 staggered磁化はどちらの向きを向いてもよい訳だから基底状態は無限に縮退している｡

これは無限系の話であるが､対応する有限系の基底状態では､対称性は通常破れておらず､基底

状態は縮退していないか､せいぜい数量の縮退しか存在しないのが普通である (Marshall-Lieb-

Mattisの定理が成り立つ場合を考えてみよ)｡そのような場合､有限系の低エネルギー状態の内

には系を大きくするに従い基底状態に近づいてゆき､無限系の基底状態になるものが無限個ある

ことになる｡ それらはどのような状態で､どのように基底状態に近づいてゆくのかをこの章で議

論する｡

6-1 厳密な議論

この節では上に述べた問題について､厳密に証明できていることを紹介する｡ 秩序演算

子がハミルトニアンと交換しないとき､有限系では対称性は破れないが､このときつぎの定理が

成り立つ｡

【定理】(Horsch-YonderLinden)25)

無限系の基底状態にハミルトニアンと交換しない秩序演算子の長距離秩序が存在すると

き､サイズ〃の有限系には励起エネルギーがⅣ~1に比例するかあるいはそれより速くⅣの増大と

ともにゼロに近づく励起状態が存在する｡
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【証明】サイズ〃の系の秩序演算子を 0,､基底状態を◎.､基底エネルギーをE去")と

する｡有限系の基底状態では対称性は破れていないので､(◎｡loN座｡)-Oである｡このとき

･ 1-品 とおくと (◎.loo)
(◎.loN座｡)
lloNO.lI

-0 だから､この状態は基底状態と直交し

ているoこの状態のエネルギー期待値をEl(")とすると

E.(")-E3")
lloN◎｡ll2
1

[(◎.lONHONl◎｡)-(0.loLl◎｡)(◎｡fHl◎.)]

2lloN◎｡"2
(0.JlloN,H],ON]l◎｡)

短距綱 互作用系では(0.1[[oN,H],ON]伸 ま0(N-1)の量である〇 一万無限系で LROが存

在するとき､十分大きな〃に対して適当な〃,0を選べば (申｡国中｡)≧〃2
となり､定理が成り立つ｡

実際Ⅳ→-の極限で◎1と◎｡が縮退し､これらの1次結合は対称性の破れた基底状態を与える｡

すなわち ◎=α◎｡+β◎1 (α2+β2=1)と状態を選ぶと

(◎loNl◎)-(a'p.apt)
(◎oPLl◎｡)
llON◎誹

-(a'β+ap'わェ

となる｡イジング的な反強磁性の場合､α=±β-1/Jiの2個の状態が Neel秩序状態に対応し
ている｡

〃う-で連続的な対称性の破れが起こる場合には､無限に多くの状態が基底状態に縮退

することが証明されている｡

[定理](Koma-Tasaki)26)

連続的な対称性(U(1)×Z2)のある系の基底状態が､Nぅ-の極限でU(1)対称性を破ると

する(具体例としてズγ模型でSxが秩序変数の場合を考えればよい)｡このとき系が十分大きけれ

ば､M個の励起状態◎ k (k-1,2,･･･,M)(M≦CINl/2 ) が存在し､

(oklHJokト(0.回O.)-<告

を満たす｡ここで C1､C2は適当な正数｡

この定理は基底状態に縮退する状態がすくなくともⅣ1/2に比例する数だけ存在することを保証し
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ている｡

6-2 物理的描像 (towerspectrum)

前節で述べた連続的対称性を持つ有限系の低エネルギー励起状態はどのような性格のものであ

ろうか?この節ではそのことについて直感的な議論を行い､それに対する数値的な証拠を示す｡

最初に単純な Neel秩序をもつ AFH 模型を用いて議論を進める｡ 秩序演算子である

staggered磁化は本来ハミル トニアンと交換しないのだが､無限系ではマクロな量となり基底状

態で固定した値をもつ ｡ ここでstaggered磁化を

Ms=Msn

とあらわす (回-1)｡大きいサイズの有限系ではstaggered磁化の絶村値はすでに十分成長して

マクロな大きさになっている (つまり〟S～0(〟))のだが､その方向mは非可換性のためにゆ

らいでいる｡ 系は等方的であるから､このゆらぎは staggered磁化ベクトルの自由回転にほかな

らない｡したがって低エネルギー状態に対する有効ハミル トニアンはベクトルMsの回転に対す

る全角運動量Tを用いて

Heげ-去T2

と表される｡ JはMsの回転運動に対する有効慣性モーメントであり､〃 に比例して大きくなる

0

8

6

4

2

02
4

6

8

0

1

l

■

-

一
ー一

山

0 10 20 30 40

S(S+1)

図13 12個のスピンを含む正方格子AFH模型のエネルギー準位
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と考えられる｡従って低エネルギー固有状態の励起エネルギーはIiliDで近似され､N-･に比
2才

例 して小さくなることが予想される｡ 実際､正方格子上の反強磁性ハイゼンベルク模型(12スピ

ン)のエネルギー準位は図13に示すようにこの予想と一致している｡

また仝スピンの大きさr､Z成分が〟 である固有関数は球面調和関数を用いて近似的に

◎,,M-YT,M(n)F(Ms)

と表されると考えると､有限系の基底状態がT-0のとき､この状態での(MsZfの期待値は球面

調 和 関数の性質を用いて

((MsZ)2),=.,M =. … 錘 )

((M sZ)2),=.,M=.;i (Ms2)
｡一方､ r-1,〟 =0の励起状 態で は

と なる ｡ 従 って大きなサイズの有限 系 では

が成 り立つことが予想される｡Tang-Hirschによる正方格子反強磁性ハイゼンベルク模型の有限

系の対角化の結果を示すと以下のとおりである｡ 27)

ground state(T-0) T=1,M =0のexcitedstate R

0.089534 0.159249

0.085910

0.077966

0.153242

0.139677

確かに､サイズとともにRは 1.8に近づいており､上に述べた措像が正しい事がわかる｡ ここで

述べた議論はNeuberger-Zimanの論文 28)に詳しく述べられている｡

三角格子反強磁性ハイゼンベルク模型の場合には図5で示した1200構造が古典的な

基底状態である｡ 量子系でもこの構造の長距離秩序ができるとすれば､有限系では3個の副格子

磁化がお互いに120度の角度を保ったまま全体として回転する運動で低エネルギー状態を記述

できる｡ これは対称コマの自由回転運動であるから､有効ハミル トニアンは
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･e什-吉 十(r Z唯 一去 )

と表される｡ここで左､I"はそれぞれ120度構造を作るスピン面に垂直な方向と平行な方向の

慣性モーメントであり､Nに比例して増大する｡ このハミルトニアンの固有状態はr,〟,〟-の

3個の量子数で指定され､エネルギーは仝角運動量の大きさTとMのみで

･璃 一去 )

T(T+1).AI,(I 1

2左
と与えられるが､M,M-はともに2T+1個の値をとりうるので､

各rに対して(2r+1)2個のエネルギー固有状態が存在する｡

秩序演算子の運動によって現れる励起エネルギーが〃~1に比例する低エネルギー準位は

towerspectrumと呼ばれている｡一方､無限系の励起状態であるスピン波が励起された状態は2

次元では励起エネルギーがⅣ~1/2に比例するのでこれらの準位とははっきり区別できる｡

Bernuら29)は有限サイズ三角格子上の∫=1/2反強磁性ハイゼンベルク模型の準位構造

を詳しく調べ､実際に上に述べた低エネルギー励起状態がすでに〃=10位の系からあらわれるこ

とを示した｡彼らはこの結果に基づいて､三角格子上のS-1/2反強磁性ハイゼンベルク模型が

無限系では120度構造の長距離秩序をもつことを結論した｡量子スピン系で長距離秩序が存在

するかどうかを数値的に判定する場合､通常有限系の基底状態における相関関数を計算しそれを

無限系に外挿することにより結論を導いているが､towerspectrum のような低エネルギーの準

位構造を詳しく調べることにより､秩序の性格に関してより詳しい情報が得られ､信頼性の高い

結論を導くことができる｡

7 1次元系のHak】ane状態

1次元スピン系は理論的に最も取り扱いやすい多体系として､古くから研究されてきた

が､最近は多くの準 1次元物質が合成され､実験的にも活発な研究が行われている｡ 基底状態の

問題だけでも楽に1冊の本が書けるぐらいその内容は豊富であり､とてもこの講義でその多くを

議論することはできないし､著者にはその能力もない｡ここでは1次元に固有の状態である

Haldane状態について簡単に紹介する｡

7-1 S=1/2jXZ模型

まず1次元スピン系のもっとも基本的な模型であるS-1/2XYZ模型について､わかっている

ことを簡単にまとめておこう｡ ズXZ模型を

H-J∑(SLXSLX.1十SLySLy..十ASIZSLZ.1)∫

と書き表す｡ Aは異方性を表すパラメタである｡この系はJとAの符号を同時に変えても同等な
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ので以下ではJ>0を仮定する｡ この模型は∫-1/2の時 Betheの方法によって正確に解かれ

ている｡ 30)

基底状態の性質はAの値によって以下の表のようになる｡

S=1/2XXZ模型の基底状態

長距離秩序の有無 Spin相関 基底状態 excitation

△>1 Ⅰsing的反強磁性秩序 (sLLZSj=.,)～(.-1)r 2重縮退 gapfu"

A-1 長距離秩序はない (SLTSLL)～(-,1)r(logr)与 singletunlque gaplessのk-筈 lsinkl

-1く△く1 長距離秩序はない (S;S,1,) ～ (- 1)r･r ｡l l叩={ 言arcsinA ∫unlque gaplessa)k∝k

A--1 強磁性秩序 (SLTS,i)-1 〟/2重縮退 gaptessa)k∝k2

この結果をみると､系が Ising的異方性 (回>1)をもつ場合は基底状熱 こ長距離秩序

が存在し励起にエネルギーギャップがあるが､XY的異方性 (lAl<1)の場合は､長距離秩序は

存在せず励起はギャップレスである｡tAl,1の場合は2以上の次元の結果と定性的に同じである〇

一万-1<△≦1の場合は基底状態において連続的対称性を破る秩序が現われない点に1次元の特

殊性が表れていると考えることができる｡

7-2 Haldaneの予想

S≧1の.XXZ模型にはS=1/2の場合と異なり一般に正確解は存在しないが､その基底

状態はどのようなものであろうか?相転移におけるuniversalityの考えがここでも成り立つとす

れば､基底状態の性質は空間の次元と秩序変数の相称性のみによって決まり､スピンの大きさS

は影響を与えないと考えるのが自然である｡ しかしHaldaneは､場の理論的考察に基づき､Sが

半寄整数 (S=1/2,3/2,･･･)のAFH模型 (A=1)の基底状態の性質はS=1/2の場合と本質的

に同じだが､Sが整数ならばS-I/2の場合と全く異なる基底状態になるという予想を1983年に

発表した｡ 31) この予想は直ちに賛否両論を巻き起こしたが､その後の∫-1の系に対する詳しい
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数値計算と理論の発展により､現在では正しいことが認められている0

Haldaneの予想によれば､Sが整数のとき唯一の基底状態が存在し､基底状態と励起状

態の間にエネルギーギャップが存在する｡ またスピン相関は距離とともに盲を相関距離とする指

数関数的な減少を示す (～掌e-r/i)0S=lAFH鎖の励起エネルギーのモンテカルロ法に
よる計算結果を図14に示す｡ 32) これは32個のスピンまでの結果であるが､外挿の結果無限

系のエネルギーギャップを0.41Jと評価 している｡密度行列繰り込み群によるより正確な結果で

は0.41050(2)Jである｡ 33)

cO 32 21 20 16 化 12 10

n (n-1scql●】≡:≡

図14 g=1AFH模型のエネルギーギャップ (文献32より転載)

(ll)iL'''p(L)

10 20
L

図15 S=1AFH模型のスピン相関関数 (文献34より転載)
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図 15は相関関数の距離依存性 を示すモンテカルロ計算の結果である｡ 34) この計算では

孝三6.25と評価している｡

Haldaneの予言した整数スピン系の基底状態の物理的措像を明らかにしたのは､次に述べる

Ameck-Kennedy-Lieb-Tasaki(AKLT)の理論である｡

7-3 Ameck-Kennedy-Lieb-Tasakiの模型 35)

次のハミルトニアンで表される∫=1スピン模型 (AKI∬模型)の基底状態は正確に求ま

る｡

HAKLT=∑p2(S,+S1..)∫

ここで酎 -1､P2(S,+SJ..)はIs,.･S,･.1l-2への射影演算子である｡これを具体的に表すために､

2個の∫-1スピンの合成を考えると

lsL+sL.ll- 2 のとき (sI･sl.1)

1 のとき

O のとき

∫(∫十1ト4

したが って

p2(S,･SL･l)- 喜 s L･SL･1･吉(sL･SL･l)2弓

ここで 1個の∫=1スピンが2個の∫=1/2スピンの合成によってできたものと考える｡ その状

態を具体的にあらわすと

vap-去[仰 vp@va] に .2==ri))

となるo ここでyl､y,はS-1/2スピンの状態でVapはS-1スピンのSI固有状態と

vll-Jill) v l,-V21-lo) V ,2-Jiト1)
の関係で結ばれている｡ ある状態がAKLTハミル トニアンの基底

状態であるための十分条件は隣り合う∫=1スピンの合成スピンが

2であるような成分を含まないことである｡ そのためには構成要

素である4個のS=1/2スピンのうち2個がS-0の状態にカッ

プルしていればよい｡2個の∫=lスピンの場合 (図16)を式で
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あらわせばV l,α1V2,2β-V l,α2V2,lβ-V l,ayC76V2,8Pとあらわされ (876は反対称テンソル､γ､

∂はdummyindex)

p2(V.,arc坤V2,8P)-0 o

このようにして仝系の波動関数を作ればHAKLTの基底状態が作られる｡Nスピン系の基底状態は

図17のようにあらわされ

_I--- fI--二 三丁 三

図17 N個のS=1スピンのVBS状態

vEL)L､.-V .,α.βlePla2V2,α2β2eP2a3-gβ̂ -LayVN,a.tP.～

開放境界条件の場合にはα1,β〃はどんな組み合わせでも良いので､基底状態は4重に縮退してい

る｡周期境界条件の場合は､この4つの状態にeβ▲､-α･を掛けて加え合わせ唯一の基底状態が得られ

る｡ この状態のスピン相関は簡単に計算できて
(soa･sra).～臣 )r

従って相関距離は

孝-1/ln3である｡また励起エネルギーにギャップが存在することが厳密に示せる｡この状態は
仮想的に導入した∫-1/2スピンが､隣同士がっちりと一重項状態 (valencebond)を作ってい

るのでvalencebondsolid(VBS)状態と呼ばれる｡

Kennedyは有限サイズのS-IAFH模型のエネルギー固有状態を開放境界条件のもと

で数値計算し､基底状態とほぼ等しいエネルギーを持つ3個の低エネルギー励起状態が存在し､

励起エネルギーはAE～ex止-N/∈]の形でサイズⅣ とともにゼロに近づくことを示した｡ 37) これ

はS-1AFH模型でも開放端に自由なS=1/2スピンが残っている事を示唆しており､基底状態

がVBS状態であることの証拠の一つである｡

実験的には､Ni2'を含む準 1次元反強磁性体Ni(C2H8N2)2NO(CIO4)(NENP)の強場磁

場中の磁化曲線の測定により､エネルギーギャップが勝又らにより観測された｡ 38) また開放端

におけるS=1/2スピン自由度の存在もNENPにCu2'をドープした系のESR測定により､確認

されている｡ 39)現在ではNENP以外にも多くのHaldane基底状態を持つ準 1次元反強磁性体が

知られている｡
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各スピンのS=を対角化する基底を選ぶとVBS状態は多数の基底の1次結合であるが､

含まれる基底はすべて図18のようにS==0のスピンを除いてみるとS:=1のスピンとS==-1

のスピンが交互に並んだ状態である｡これがstring秩序と呼ばれるVBS状態のもつ "隠れだ'

享 三 三 さ ~三

Sz1 -1 0 1 0 -1

図18VBS状態におけるstring秩序

秩序である｡ 15)

この秩序の秩序変数はj-ij-における(sozexpliHisIZ]sL,)の極限値で､VBS状態では､
I旦=_0.4444である｡AFH模型でも数値計算により_0.3743と評価されている｡この秩序が存
9

在することはAFH模型の基底状態がVBS状態であることのもう一つの証拠である｡

7-4 Nontocalunitary変換

この節ではKennedy･Tasakiによって導入された非局所的ユニタリー変換を紹介する｡

40)1次元S-1スピン系にこの変換を施すとstring秩序が局所的な秩序演算子であらわせ､VBS

状態は簡単な状態に変換される｡AFH模型にこの変換を施すと､簡単な平均場理論により基底状

態がVBS状態であることが導かれるので､大変教育的である｡ここでは少し形を変えた次のユニ

タリー変換を考える｡ 41) 取り扱う系は開放境界条件に従うものとする｡

U=nU,∫

ただし

UL･-i(l･f)･!(トf)exp[inSLX]､ I-exp[inisIZ]
である｡喜(1･f),喜(1-榊 各々端からi酌 のスピンまでにSZ-±1のスピンが偶数個ある

状態と奇数個ある状態-の射影演算子であり､exp[i7TS;]は町の回りの摘 転である｡ 従って

- 213-



久保 健

このユニタリー-変換は端からあるスピンまでにSI-±1のスピンが奇数個あれば､SIの向きを

逆にしなさいということであり､U-U-1であるolU,,U,]-0なので容易にこの変換は計算で

きて

US/･=UL1-fS,I

US,-rU~l-sL･rexp

US,yU-I-fS,yexp

となる｡この変換によってstring秩序は

usL=explin/i.S;]SJIU-1-SLIZSJI
となり､通常の強磁性秩序に変換される｡

ズXZ模型に結晶場による1イオン異方性の項を加えた次のハミルトニアンにこの変換
を施す｡

H-∑(S,xS;..IS,ySLy.,･AS,zS,I..)･D∑(S,Ii∫ ∫
変換をハミルトニアンの各項について計算すると

us,=S,I.lU~--fS,Zf.lS,I..-exp(-i7ES,I)S,ZS,I.I--SlIS,I.1

usLXs,X･lU-.-S;expliH妄S/x]sLX･.explinlS.S,]
-S,xexpli7TSLX.1]sLX.1--S,-rSLX.1

UslySJyi.U-1-fS,yexplinSSlx]f･.Siy･leXPliH/$1S/x]
-slyexpli7ES,I]exp[inS,x..]sLy..--I;yT.yl

ここでryは

S.yexpli7CSL1-expli7CSLIs,y--i77y

によって走義した｡ 従って

UHU-1--∑(S,fS,い T,yTIIl･AS,IsLZ.I)･D∑(S,If 0∫ ∫
変換によって得られたハミルトニアンは簡単なスピンハミルトニアンではない｡このハミルトニ

アンはSx,Szについての反転対称性はあるが回転対称性がない形をしており､Z2×Z,対称性をも

-2 1 4 -



｢量子スピン系における秩序｣

っているo上の計算は具体的にマ トリックス表示を用いるとわかりやすい｡

1
sLf=石

0 1 0

101
010

exp[inS,I]
(㌔

0

0

S,y=⊥Ji
1一
0

0

0

1一〇

0-11001
1

7;l=示

-.olj

(.告
△>0の場合に分子場近似により基底状態を求めてみよう｡

V o=n¢,J

S.7=
0

1

一
〇

I0000000-1
etc｡

の形に基底状態の波動関数を仮定する｡この状態のエネルギー期待値を最小にするよう◎′を決め

ると､βと△の値により図19の4種類の状態があらわれる｡

⊂)

8

6

4

2

0

-2

-4

-6

l l fIarg I l l-D

XY Hak】ae
F AF

llIllI

ー8 -6 -4 ･2 0 2 4 6 8

Delta

図19 分子場近似によるS=1鎖の相図

1)largeかsinglet状態 α-γ-oβ-1

2)Neel状態 α-I β-γ-0 または γ-1 α-β-0

4)Haldane状態 α= 刀-4

或左二両
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または α=o β=±

Haldane状態は4重に縮退している｡ 特にAFH模型にあたるβ=O､△=lの場合の基底状態は

α-G ,β-iG - -o ある い は α-0､β-甘 γ諸 となるが､これらはAKLT

の波動関数と正確に同じものになっている｡たとえばα=言一 -､言､γ=O の波動関数を
使って(S[=)を計算すると

(slI)-(弓 )I-1号 ､ (;S/:冒
となり､この系の端に1/2の大きさの磁化が表れていることが判る｡ 基底状態エネルギーは

-4/3であって､数値計算による値-1.4105の比較的良い近似になっている｡このように非局所

的ユニタリー変換をあらかじめ行っておくと､簡単な近似でHaldane状態を良く記述できること

は面白い｡

7-5 Lieb-Shultz-Mattisの定理の一般化

S-I/2のときAFH模型の励起状態系がギャップレスであることはLieb-Shultz-Mattis42)

によりすでに1961年に示されていた｡その後この証明は､Ameck-Lieb43)とOshikawa-

Yamanaka･Afneck44)により一般化された｡これらの結果は､励起状態がギャップを持つための必

要条件を与える｡

ここでは､有限個のスピンからなる単位胞が 1次元的につながった系を考える｡たとえば〃

本の鎖からなる梯子スピン系は単位胞として〃個のスピンが横に並んだものを考えればよい｡こ

こで単位胞の個数Ⅳは偶数とし､系は周期的境界条件を満たすものとする｡ ノ番目の単位胞を

Aノとあらわすo系は以下の性質を満たすものと仮定する｡

1)併進対称性 :Aノに属する演算子4 は併進をあらわすユニタリー演算子rによって､

TTAJT=A,.lt変換される｡ このときハミルトニアンHlま T†HT=H を満たす｡

2)全スピンのZ成分SI(Aノの全スピンをS,ZとするときsI-∑S,I)が保存量である0ノ
3)空間反転対称性 :空間反転を表すユニタリー演算子 P(=PT)に対し PHP=H が成り立

つ｡
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4)有限系の基底状態 Iv)は唯一である｡

このとき次の定理が成り立つ｡

[定理】(Lieb-Shulz･Mattis,Ameck-Lieb,Oshikawa-Yamanaka･Ameck)

単位胞中のスピンの大きさの和をS､基底状態におけるSIの値をM とする｡

S_空 が整数でないならば､N→ ∞の極限で励起エネルギーがゼロになる励起状態が存在する
Ⅳ

か､それとも〃ぅ -の極限で基底状態に縮退が存在する｡

【証明】 ハミルトニアンを具体的に次のようにあらわす｡

〟 〟

H-∑∑(A,fpB,.I,α+BI..DAノ,a)+∑ cJノ=1α ノ=l

ここでAj,α､B,,αはS,ZをAα (-整数)だけ増加させ､C,はS,=を保存する演算子とする｡すな

わち

ls,I,AJ,α]-AαAJ,α､ [S,I,B,,α]-AαBJ,α､ [S,I,C,]- 0 ｡

またA,とAJ十1の間に鏡映面があり PA,,αp-B,..,α が成り立つものとする｡

ユニタリー演算子 U-ワUJ ( U ノ-eXPliijS,Z])を用いて定義した状態

IQ)≡UIv) がN→ -の極限で励起エわ レギーがゼロとなる励起状態であるかどうかを調べる0

励起エネルギ-は

6E-(¢LHlQH vIHly)-(ylU'HUIHIv) o

UIA,,GUノ-eXP[-i驚 ]AJ,α､UIAJ･,αU,-expli等 ]AI･a､UlcJUJ-CJ より

UfHU-暮* xp[一骨]AIpBJ･l,α･exp[i3% ]BI･1,αAJ,α)I; CJ 0
ここで exp[i27CAα]-1 であることを用いた｡したがって

･E-;((cos等-.);(vIAI･aBJ･1･aIBI･l･aAJ･atV)-isin驚莫(vIAIlaBJ･1,α-BI･l･αAJ･alv)‡
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ここで併進対称性より(yfA,'pB,..p-Aノ,αB六.,aJv)カShjによらないことと､反転対称性より

(vfA,+,αB,..,α両-(VJBI..,αA,,α両 であることを用いると

･E-;((cos等-.);(VJAI,aBJ･.P･恥 αAjPfv)ド o(;)o
したがって∂EはNぅ …で0に近づく0回 が励起状態であるためには(叫)-Oが言えればよいo
そこで

棚 - (仰 )-仲 UTfv)-(中 explii ; jSj:]Tfv)

-(ylexplii ;jSJZ･.]Iv)-(yJUexpl2-･Sl=]lv)exp[-2 M]

1)単位胞中のスピンの大きさの総和Sが半奇整数の場合 exp[27u'Sll--1 だから

(1･expl2-･%])(¢Jv)=O -まり筈 が半奇整数でないときは(QIv,-O｡
たとえばM=0の場合 (H=0)はギャップレスの励起状態が存在するか､あるいは無限系で

は基底状態に縮退が存在するかのどちらかである｡

2)Sが整数の場合は exp[27riSII]-1 だから

(1-expl2ni=])(¢lv)-o っまり空 が整数でない限り帥 )-oとなる｡Ⅳ

結局､S_空 が整数の時には励起エネルギーにギャップが存在し得るが､それ以外のときは､
N

たとえばダイマー状態のような長周期構造が表れて基底状態が縮退しない限り励起状態はギャッ

プレスであることがわかる｡

強磁場中の磁化曲線において磁場の有限な領域で磁化が増加せず磁化曲線が平坦になる

磁化プラトーの問題が最近興味を呼んでいる｡ 45)Z方向に磁場をかけたときSZ=Mの状態に磁

化プラトーが存在することは､S==M とSI=M+1の状態の間にエネルギーギャップが存在す

ることを意味する｡上の議論で考えてきた励起状態は基底状態と同じS=の値をもつ状態であった

から､そのまま磁化プラトーの問題に適用することはできない｡なぜなら､SI=M と
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S==M+1の状態間にエネルギーギャップがあってもSZ=Mの部分空間にギャップがあるとは

言えないからである｡しかしこれまで見出された磁化プラトーはすべてS_些 =整数 という
Ⅳ

条件が成り立つ場合に起こっており､この条件が磁化プラトーの起こる条件を与えていると考え

られている｡

8 フラストレーションの強い量子スピン系

フラス トレーションのある系では､量子効果のために量子スピン系と古典スピン系では

まったく別の秩序が起こることがある｡ たとえば1次元J1-J2模型では､古典系ではスパイラ

ル秩序があらわれるのに∫-1/2系ではダイマー秩序があらわれる｡ このようにフラス トレーシ

ョンの強いスピン系は量子効果の最も強くあらわれる系として理論的に非常に興味深い｡この章

ではそれらの系のうちいくつかの例を紹介する｡フラス トレーションの強いスピン系については､

1次元の場合を除き現状ではまだ十分理解が進んでいない｡それはこのような系を研究するため

の有効な方法が今のところ存在しないからである｡ フラス トレーションの無い場合に有効な経路

積分の考えに基づくモンテカルロ法は､フラストレーションのある系では負符号問題のために実

行が難しく､理論的研究の手法は (修正)スピン波理論や少数系の数値村角化などに限られてい

る｡

8-1 RVB (resonatingvalencebond)描像とSpinliquid

フラストレーションの強い系として最もよく知られているのは3角格子上の AFH模型

であろう｡ ここでは最初にこの系に対して提案されたresonatingvalencebond措像 46)を紹介す

る｡ この系は図 5で示された格子を上向きの 3角系の集合と考えると H=∑ ht とあらわさ
∫

れる｡ ここでhtは3角形 1個のハミルトニアンである｡ スピン1､2,3からなる1個の3角形

をとると,

h,-J(Sl･S2･S2･S3･S3･Sl)-i(sl･S2･S3)2-空 S22

と書けるので sl+S2+S3-0 の時エネルギーが最低になり､古典的近似ではsl､S2､S3が

互いに1200を向いた1200構造が基底状態になる｡ このときスピン1個あたりのエネルギ

ーは 3J(-;)S2-一昔 である｡

S-1′2スピン系であれば tsl十S2･S3弓 がh,の基底状態を与えるが､この状態は 4

重縮退しており､その各々は3個のスピンの内の2個がシングレット対を作 り残る1個は自由な

状態と考えることができる｡ このように考えると3角形のかわりにボンドを単位に考える方が良
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さそうに思われる｡ シングレット対1個のエネルギー

は_3_Jであるから､すべての格子点がいずれかのシ
4

ングレット対に属するようにシングレット対を格子上

に敷きつめるとスピン 1個あたりのエネルギーは

_三Jx土=_三J となり基底状態のエネルギーは
4 2 8

1200構造の時と同じになる｡ しかしこの敷きつめ

方は無数にあるので､基底状態をこれらの適当な線形

図20 RVB状態のイメージ

結合 y-∑Cα¢α にとればG のコヒーレンスによりエネルギーを下げることができるoここ
α

でαは最近接シングレット対の配列をあらわす｡ これが Andersonによって提案された

resonatingvalencebond(RVB)状態 (図20)である｡

Andersonは､三角格子の基底状態ではこのような状態が実現していて､120度構造の秩序は

存在しないと主張した｡最近接シングレット対だけの配列だけでなく遠 く離れたスピン間のシン

グレット対もとり入れれば近似はさらに良くなる｡ たとえば Lee-Fengの変分計算ではスピン1

個あたりの基底エネルギーは-0.484Jである｡ 47) しかし可能なシングレット対の配列全体は仝

スピンS=0の空間の (overcompleteな)基底となるので､すべての可能な配列を含むような状

態まで可能性を広げると､それは基底状態がS-0の状態であることを意味するにすぎず､RVB

状態の意味が無くなってしまう｡ ここでは次のような性質をもつ状態をRVB状態と呼ぶことに

しよう｡

1)S=0

2)いかなる長距離秩序ももたない｡

3)すべての相関関数が短距離相関である｡つまり､有限の相関距離をもつ｡

RVB 状態を上記の3条件を満たす状態とすると､このような基底状態状態をもつ系は現在のと

ころ知られていない｡6章に述べたように三角格子AFH模型では120度構造の秩序が存在する

と考えられている｡1次元S=lAFH模型はstring秩序をもつ ｡

最近RVB状態と同様な意味をもつ言葉として､spinliquidという言葉が使われている｡

spinliquidが正確にどういう状態をさすのか確立した定義は無いように思われるが､上記の性質

のうちの2)を持つ状態の意味で使われているようである｡その場合には相関関数が幕関数で減

衰する場合も含まれる｡1次元S-1/2AFH模型はspinliquid状態が基底状態になっている系の

例である｡ これまで知られているspinliquidは相関関数が幕関数で減衰し､励起エネルギーギャ

ップを持たないものである｡ 長距離秩序が何もないのにエネルギーギャップが存在するというこ

とが可能なのかどうかわからない｡
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基底状態がRVBあるいはspinliquid状態である可能性が議論されている二次元系には

正方格子上のノ1-ノ2模型､カゴメ格子AFH模型､3角格子上の多スピン交換模型等がある｡

8-2 正方格子上のJ1-J2模型

この模型は酸化物超伝導体の CuO2面の磁性に関連 して盛ん

に研究された｡図21のように最近接交換相互作用Jlと次近

接交換相互作用 石 =AJ.が働いている.Jl>0､Å>0のと
きどのような基底状態が実現するかが問題である｡ この系で

はAの変化によりフラス トレーションの強さをコントロール

できる｡

了J∴ LllJ1-II,.L...

ll--.,-.,-.J2:.... '''I...../2.,: 1

･..:,;J2~J I:.:J2'l

1

図21 正方格子J.-J2模型

まず古典近似でどのような状態が安走か考えてみると

J(q)-2Jlcosqx･cosq-,･Atcos(q,･q,)･cos(qx-q,))]

-4AJl(cosqx･aXcosqy･去)忘 ]
であるが､Aの値によって異なるqがJ(q)の最小値を与える｡

(1) 0<弓 のとき Q-(W,n)､ J(Q)--4J(I-A) (Neel状態)o

(2) 弓 の と き Ql-(H,0)or Q2-(0,m), J(Q)-14AJ o

(2)の場合の基底状態は SQl･SQ2-0､SQ.2+sQ22-NS2

を満たすSQ.とSQ,だけを含むが､SQ,とSQ2の大きさは決ま

らない｡この状態は図22に示すように､2つの副格子が

各々独立にNeel状態になっている状態で､2つのNeel状態の

スピン軸のなす角βは任意である｡

任意のβの状態からのスピン波には4個のモードが存在する｡

そのうちgaplessのモードは長波長の極限で
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(2Å+cosO)((2All)k12+(2加 1)k22‡

(2Å-cosO)((2山 1)k,2+(2Al1)k22)

となり､基底状態の零点振動によるエネルギーの∂依存性を調べるとcos∂=±1で最小値となり､

スピン軸がそろったcollinear状態が安定になる｡ 48) これは量子ゆらぎによって秩序状態が安定

化する現象 (Orderfromdisorder)49)の一例である｡

丁酎 -1の時にはa'il)､戒2)が長波長でkの2次の項に比例するため､スピン波近似に2

よる副格子磁化の補正項が発散してしまう｡この結果に基づきÅ≡1ではspinliquid状態が実現
2

するという主張がChandra･Doueot50)により行われた｡一方Nishimori･Saika51)らは修正スピン波

近似を用いてNeel状態からCouinear状態への1次転移が起こると結論しており､またダイマー

秩序が実現するという理論 52)も提出されている｡実際にどのような基底状態が実現しているか今

のところ未解決である｡

8-3 フロッピースピン系

相互作用間の強い競合のために古典的な基底状態に非常に大きな縮退があらわれる場合

がある｡ カゴメ格子上のAFH模型を例にとって説明すると､こq)場合すべての3角形の3個の

スピンがお互いに120度の角度をなしていれば基底状態と

なる｡ 基底状態は無数に多 くあるが､図23に示 した

JixJ言状態もそのひとつである｡
この状態では1個の6角形はその外部とお互いに平行な6

個のスピンのみを通じて結合している｡ 従って6角形上の

スピンを6個のスピンに平行な軸の回りに一斉に∂だけ

回転してもエネルギーは不変である｡ 6角形の数は全系に

0(〟)個含まれるからこの系の古典的基底状態は0(〟) 図23 カゴメ格子JixJi 状態

個の連続自由度を持つ｡簡単に言えばこの系はぐにゃぐにゃしていて基底状態のスピン配置の決

まらない系である｡このような系をフロッピースピン系と呼ぶ｡いささか病的な系であるが､こ

のような系でどのような基底状態が量子効果により実現するかは理論的に興味深い問題である｡

クラスタ∵構造をもつ格子上のAFH模型がカゴメ格子以外にフロッピースピン系とし

て知られている｡ たとえば図24に示すスピネル構造のBサイトだけからなる格子は正4面体が

ネットワークを作る構造である｡ これらの格子構造はグラフ理論でlinegraphとよばれる一群の
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グラフに属している｡ これはある格子構造Gから出発して､その格子のボンドを新しい格子のサ

イトと考え､もとの格子の同一のサイトにつながっているボンドに村応するサイト同士をボンド

でつなぐことにより得られる格子構造 (グラフ)である｡ カゴメ格子､Bスピネル構造は､それ

ぞれ蜂の巣格子､ダイアモンド格子のlinegraphである｡これらの格子上のAFH模型の古典的

基底状態の条件は各クラスターで ∑ S.-0が成 り立つことである｡この条件の数はGのサイト
l∈C/u.YIer

数に等しい｡一方linegraph上のスピンの数は

Gのボンド数であるから条件の数より大きく

なる｡このたや linegraph上のAFH模型の基

底状態には大きな縮退が残るのである｡

フロッピースピン系にスピン波理論を適用す

ると､任意のkにたいLO)k=0となるモードが

あらわれる｡この場合一つの古典基底状態から

出発 して量子効果をスピン波による補正とし

て扱う近似は良くないであろう｡ カゴメ格子

AFH模型の基底状態はLROのないspinliquid

状態であり､また励起状態も､∫-1の第 1励

図24 Bスピネル構造(4面体格子)

起状態よりエネルギーの低いS-0の状態がマクロな数 (0(e"α))存在するであろうとの予測が

少数系の数値対角化計算に基づいて行われてている｡ 53) この多数のS=0状態は隣りあう2個の

3角形からなるクラスターが作るシングレットを単位とする多数の配置に起源があるという措像

も提案されている｡ 54) しかし､まだ対角化できる系のサイズは小さいのでさらに詳しい研究が

必要であろう｡

9 まとめ

この講義ノートではスピンハミルトニアンの導出からはじめてフラストレーションのあ

る系まで､スピン系の秩序状態について概説をおこなった｡このうち対称性の破れに関する一般

論についてかなり詳しく紹介した｡一方長距離秩序の存在を示す議論はこの講義に含めなかった｡

また各種の具体的な秩序について詳しく述べることはできなかった｡これらについて詳しく知り

たい人は他の解説 55)を参考にして欲しい｡

具体的な問題でははまだ判っていないことも多い｡特に2次元､3次元のフラストレー

ションの強い量子スピン系に関しては､確実に判っていることは少ない｡これはこれらの系にた

いして有効な解析的あるいは数値的方法が存在しないためである｡今後の理解の発展のためには

新 しい方法論の開発が急務である｡､若い人達の新鮮な発想に期待したい｡
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