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Thin-film limit of the Ginzburg-Landau heat flow 

in a curved thin domain 
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薄膜領域(thindomain)とは，空間内の（ひとつまたは複数の）ある方向への幅が他の方向に比べ

て非常に小さい領域である．数学的には，薄い板や膜のみならず，細い棒や管も“thindomain"であ

る（から本来は「薄い領域」と訳すべきかもしれない）．自然界には，薄膜領域上の偏微分方程式で記

述される現象が数多く存在する．たとえば，薄い板や細い棒の変形，加熱した薄い金属板の温度変化，

細胞膜中の物質輸送，地球流体の運動，細い血管内の血流，薄膜の超伝導，などが挙げられる．

薄膜領域の場合，通常は膜の厚さ（領域の幅）をゼロにする極限で領域全体が低次元集合（これを極

限集合と呼ぶことにする）に退化すると考える．このとき，薄膜領域上の偏微分方程式について，

•薄膜領域が低次元集合に十分近ければ，適切性の問題は低次元の場合に近いか？

（例： 3次元薄膜領域のナヴィエ・ストークス方程式の適切性は 2次元のそれに近いか？）

•膜の厚さをゼロにする極限（これを薄膜極限と呼ぶことにする）を取ったとき，薄膜領域上の方

程式（薄膜問題）から極限集合上の方程式（極限問題）を導出し，解を比較できるか？

という問題を考えるのは自然だろう．この内，本稿では後者の薄膜極限の問題を扱う．

薄膜極限とは「何かの極限を求める」という問題であり，純粋数学として意味のある問題である．

さらに，応用も視野に入れると，薄膜極限の問題を研究する目的として次の 2つが挙げられる：

(a)領域の次元（変数の個数）を減らすことによる，問題の単純化や計算コストの削減

(b)薄膜領域や極限集合で起きる現象の数理モデル化とその数学的正当化

目的（a)は特に極限集合が低次元領域である「平らな薄膜領域」の場合に童要であり，かつ目的とし

て納得しやすい．一方，極限集合が曲線や曲面などの多様体である「曲がった薄膜領域」の場合は，

目的（b)も重要である．古くは弾性体［8]や地球流体 [38]の分野で，近年では細胞膜内の流体運動

[5, 45]など生物学等の分野で，曲がった薄膜領域で起きる現象を曲面上の方程式で近似的に記述する
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ことが行われている．曲がった薄膜領域での薄膜極限の研究は，そのような近似的な数理モデル化に

数学的正当性を与えるものである．また，逆に，物体表面で起きる現象を記述する方程式を，ューク

リッド空間でのよく知られた方程式から薄膜極限によって導出する，という考え方もできる．このよ

うに，薄膜極限の研究は応用の観点からも重要であり，今後も発展が期待される分野である．

偏微分方程式やエネルギー汎関数の薄膜極限については， Hale-Raugelの研究 [19,20]を初め，低

次元領域に退化する平らな薄膜領域の場合に盛んに研究が行われてきた．本稿で扱うギンツブルグ・

ランダウ (GL)方程式についても，［12,6, 7, 41, 22, 35, 2, 17]などが平らな薄膜領域での薄膜極限の

研究を行っている．一方，曲線や曲面などの多様体に退化する曲がった薄膜領域を扱った研究として

は，反応拡散方程式の研究［47,39, 40],ナヴィエ・ストークス (NS)方程式の研究 [44,29, 31],カー

ン・ヒリアード方程式の研究［1,32],ラプラス作用素 [43,23, 21, 46]や電調和作用素 [15]の固有値問

題の研究， GLエネルギー汎関数の研究［42,11, 10]などが挙げられる．また，動く曲面に厚みを付け

た，動く薄膜領域での拡散方程式 [13,27, 34, 30]や流体方程式 [28]の薄膜極限を扱った研究もある．

本稿では，曲がった薄膜領域における，磁場の影響のない GL方程式 (GL熱流）の薄膜極限につい

て最近の研究［33]で得られた結果を紹介する．超伝導のモデルとしての GL方程式を考えるのであれ

ば，磁場の影響も考慮に人れるべきではあるが，今回の研究の主目的は液晶のモデルの解析である．液

晶の運動を記述する数理モデルとして， Ericksen[14]とLeslie[24]が提唱したエリクセン・レスリー

(EL)方程式がある． EL方程式の一般形は非常に複雑であるため， Lin[25], Lin-Liu [26]により NS

方程式と GL熱流を連立した簡易 EL方程式が導入され，液晶運動の解析に使われている．近年，曲面

上の液晶運動をモデル化してシミュレーションするため， Nitschke-Reuther-Voigt[37]が形式的な

薄膜極限の計算で曲面上の簡易 EL方程式を導出したが，その数学的正当化は行われていない（薄膜

極限による曲面上の液晶のモデル化は [18,36]でも行われている）．研究 [33]は，液晶の薄膜極限を数

学的に検証し，曲面上の液晶運動を解析するための重要な一歩である．

2 例：薄い長方形における熱方程式

研究 [33]の内容に入る前に，簡単な例を通じて薄膜領域上の偏微分方程式に対する薄膜極限の様子

を概観しよう．以下では厳密な証明を省略し，形式的な計算のみを行うことにする．

まず，十分小さい e> 0に対して RE:= (0, 1) x (0, E:)を薄い長方形とする．この薄い長方形におい

て，ノイマン境界条件を課した次の熱方程式（線形拡散方程式）を考える：

Btか(x,y,t）＝△u0(x,y,t), (x,y)ER0, t>O, ｛駅(0,y,t)= 8X炉(1,y,t)= 0, 0 < y < c, t > O, 
8y炉(x,0, t) = By炉(x,E:, t) = 0, 0 < X < 1, t > 0. 

(2.1) 

C → 0のとき，凡は 1次元の区間 (0,1)に退化するが，このとき (2.1)の極限問題は (0,1)上のどの
ような方程式になるだろうか．今の場合，変数分離法によって解 uCが具体的に

00 

炉(x,y, t）＝ど伍，店―(m□攣）召tcos(m1rx) cos（竺），（x,y) E Re:, t > 0 
c 

m,n=O 

と書ける (cm,nは定数）．ここで，t>Oのときに e→ 0とすると，上式の右辺で nヂ0の項は指数関
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数の部分が0に収束する．したがって， e→ 0のときの炉(x,y,t)の極限は

00 

砂（x,t)=ど Cm,oe―mデtcos(m1rx), x E (0, 1), t > 0 
m=O 

となる．この関数は極限策合 (0,1)におけるノイマン境界条件下の熱方程式

OtU ＝゚ 8;u0 in (0, 1) x (0, oo), 8xu0(o, t) = 8xu0(I, t) = 0, t > 0 (2.2) 

の解である．したがって，（2.1)の極限問題は (2.2)である，と言える．

注意 2.1.同じ方程式でも，境界条件が違えば薄膜極限の結果も異なる．実際，（2.1)で上下の辺での

境界条件をノイマン条件からディリクレ条件に変えた問題

8tv0(x, y, t）＝△炉(x,y,t), (x,y) E R0, t > 0, 

｛馴(0,y,t） ＝馴（1，y,t)= 0, 0 < y < e, t > 0, 
炉(x,0, t) =炉（X,E, t) = 0, 0 < X < 1, t > 0 

を考えると，変数分離法によって解炉は

00 00 

炉(x,y,t）＝こと心，ne―（而＋n叫）召tcos(m1rx) sin（竺），（x,y)ERc:,t>O
e 

m=On=l 

と書ける (dm,nは定数）．ここで C→ 0とすると，右辺がn：：：：： lでの和でぁるため'炉はoに収束す
る．この場合，薄膜極限について有益な情報を得るためには変数のスケーリングなどを行って議論す

る必要がある．このように，境界条件は薄膜極限に影響を与える重要な要素である．

次に，g(x)> 0を[O,1]上のび級関数として，Qeを上辺の曲がった薄い長方形

02 := {(x,y) E配 |0< x < 1, 0 < y < cg(x)} 

とする．このとき，ノイマン境界条件を課した次の熱方程式を考える：

(2.3) 

at炉＝ △炉in no X (O,oo), a,ノeU0= 0 on anc x (O,oo). (2.4) 

ただし， aveは境界8QCでの法線微分である．再び，Qeはe→0で区間 (0,1)に退化するが，（2.4)の
極限問題はどのような方程式になるだろうか．先ほどとは異なり，変数分離法で (2.4)の解を具体的

に表示することはできそうにない．そこで，方程式そのものを変形して極限問題を発見する方針を取

ることにする．以下では，そのような極限問題の導出方法を 2つ紹介しよう．

2.1 スケーリングと漸近展開の方法

まず紹介するのは，領域の幅を固定する変数変換を行い，固定領域上の方程式を漸近展開すること

で極限問題を見つける方法である．この方法は物理や工学など他分野でも広く使われている．

まず，Qeを固定領域 01= {(x, z) IO< x < 1, 0 < z < g(x)}に変形する変数変換

ぴ (x,z, t）＝炉（x,sz,t), (x,z) E叫t>O
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を行う．このとき，薄い長方形QCの上辺{(x,r::g(x))IO< x < 1}での外向き単位法線ベクトルが

以x,r::g(x))=汀；”戸(-r::9:(x)) (g'はgの導関数）

であることに注意して，（2.4)に炉(x,y,t)= US(x,y/r::,t)を代入して計算し， z= y/r::とすると

1 
邸 0(x,z)＝吃U°(x,z)+万°;ぴ(x,z), (x,z)E叫

e 
1 

-r::g'(x)axU0(x,g(x)) + ~azU0(x, g (x)) = 0, 0 < x < 1, 
e・ 

azぴ (x,0) = 0, 0 < X < 1, 

8おい(x,z)=O, x=O,l, O<z<g(x). 

というぴの方程式を得る（ただし，変数tは省略した）．次に， eに関する USの漸近展開

(2.5) 

ぴ＝ u。+巫＋ c2応＋・・•, (U。,Uぃ応，．．．は cに依存しない） （2.6) 

を(2.5)に代人し， Cの各べき乗について整理する．これにより，各 Ukの満たすべき方程式を逐次的

に得ることができる．なお，変数変換する前の方程式 (2.4)に ueの漸近展開

炉(x,y, t) = Ui。 (x,~, t) +sU1 (x,~, t) +叫（x,~, t)+···

を代入してもよい．さて，（2.6)を(2.5)に代入して整理すると次の式を得る（変数は省略する）：

• (x, z) E釦のとき

oo 

-C-2度u。— C―18如＋ど竺(8凸—洸広ー災Uk+2) = 0. 
k=O 

したがって， £=k+2として

洸u。=0, 8加＝0, 8tUe-2ー洸Ue-2一度Ue= 0, £ 2'. 2. (2.7) 

•O<x<l かつ z = g(x)のとき

｀鳥＋閲＋：翌(-g'いい＋叩「k+l)= 0. 

したがって， £=k+lとして

8zu。=0, azい＝0, -g'8xUe-2 + 8z切＝ 0, £ ~ 2. (2.8) 

•O<x<l かつ z=O のときここ。翌az仇＝ 0. したがって， £=k として

az切＝ 0, £：：：：： 0. 

• X = 0, 1かつ 0< z < g(x)のときここ。翌8x応＝ 0.したがって， C=kとして

8x切＝0, £：：：：： 0. 

(2.9) 

(2.10) 
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条件 (2.7)-(2.9)をU。,U1,応について考える．すると，

• U。について， O<x<lに対して

洸U。(x,z)=O, O<z<g(x), 8ふ (x,g(x))=O, 8z島(x,O)= 0. 

よって， 0::;z::; g(x)に対して 8zu。(x,z)= 0が成り立ち， Uo(x,z) = Uo(x)はzに依存しな

いことが分かる．ただし，この時点では Uo(x)が満たすべき方程式は分からない．

• U1について， O<x<lに対して

8;U1(x,z) = 0, 0 < z < g(x), 8zU1(x,g(x)) = 0, 8zU1(x,O) = 0. 

よって， U1(x,z) =い（x)もzに依存しない．

•島について， O<x<l に対して

｛：`2:：9'，冒□゚':：こ霊:)(,x),0< z < g(x), 
8z応(x,O)= 0. 

この方程式を満たす応が存在するためには， O<x<lに対して

J9(x)如（x,z)dz= Oz応(x,g(x))-8凸（x,0) 
゜が成り立つことが必要である．この等式に (2.11)の右辺を代入すると

(2.11) 

(2.12) 

g(x){8tUo(x) -fJ;Ui。(x)}= g'(x)8xUo(x), 0 < x < 1 (2.13) 

となる．これが U。の満たすべき方程式である．そして，（2.13)が成り立つとき，応は

z2 

応（x,z)＝応(x,0) +万仇U。(x)-a加 (x)}, 0 < z < g(x) 

と書ける．ただし，応(x,0)はさらに高次の項が存在するための必要条件から定まる．

漸近展開 (2.6)より， e→ 0での (2.4)の極限問題は U。の満たす方程式である，と考えるのが自然だ
ろう．したがって，（2.10)と(2.13)より，（2.4)の極限問題は

au。=—む(gむU0) in (0, 1) x (0, oo），むUo(O,t) =むUo(l,t) = 0, t > 0 (2.14) 
g 

である．ただし，第 1式は (2.13)の両辺をg(x)> 0で割って変形したものである．

注意 2.2.上の議論で注目すべきは， U。の満たすべき方程式 (2.13)は高次の項伍が存在するための

必要条件として導かれる，ということである． U2の条件を考えず，u。は zに依存しないから，または
膜が薄ければ解は厚さ方向に一定になるはずだから，という理由で，（2.5)でazuc= 8;1/6 = 0とし

たものを極限問題だと思う人もいるかもしれない．しかし，その場合の極限問題は (2.2)となり，薄膜

領域の境界を記述する関数gが全く現れないという点で正しくない．これは薄膜問題(2.4)やスケー

リング後の問題 (2.5)の境界条件を考慮に入れていないために起きる間違いである．注意 2.1で述べ
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た通り，薄膜問題の境界条件は薄膜極限の結果を左右する重要な要素である．実際，上の議論では，高

次の項U2が存在するための必要条件 (2.12)に境界条件の情報が合まれているから， U。の満たすべき

方程式 (2.13)にも薄膜領域の境界を記述する関数gが現れたのである．

スケーリングと漸近展開の手法の利点は，手順が単純で数学的な専門知識をそれほど必要としない

こと，機械的に高次の展開まで計算できることだろう．しかし，極限問題の導出は形式的なものにすぎ

ず，薄膜問題の解から極限問題の解への収束や誤差の評価といった数学的正当化は別に行わなければ

ならない，ということに注意が必要である．また，薄膜領域や極限集合の形状が複雑な場合，方程式の

スケーリングや漸近展開の計算は困難になる（たとえば，動く曲面に退化する薄膜領域の場合 [30]を

参照）．それでも，汎用性が高く，誰にでも使いやすい方法であることは確かだろう．

2.2 弱形式と積分平均の方法

次に紹介するのは，薄膜問題に対応する弱形式に対して薄い方向への積分平均を行い，薄膜極限を

取って極限問題に対応する弱形式を導出する方法である．

再び，（2.3)の形の薄い長方形Qeにおいて，ノイマン境界条件を課した熱方程式 (2.4)を考える．各

時刻t>Oにおいて，熱方程式の両辺に試験関数cp(x,y)EHパQe)を掛けてQe上で積分し，ノイマ

ン境界条件を用いて部分積分を行うと次の積分等式を得る（変数tは省略）：

J,e馴 (x,y)cp(x, y) dxdy = -1匹 (x,y).匹（x,y) dxdy. (2.15) 
出

これが薄膜問題(2.4)に対応する弱形式である．さて，ここでかに対して薄い方向への積分平均を

M心）：＝ cg[x) leg(x）炉（x,y)dy, x E (0, 1) 

で定義しよう．そして，（2.15)で試験関数cp(x,y) = cp(x)は薄い方向の変数yに依存しないと仮定し

よう．すると，フビニの定理と Mc:の定義がtに依存しないことから，

JQC馴 (x,y)叫）dxdy= 11 (lc:g(x)馴（x,y) dy) cp(x) dx 
= j1 Eg(x)[M叫か）］（x)cp(x)dx (2-16) 

゜1 = ef g（疇M心）cp(x)dx
゜と変形できる．一方， Mc:か（x)の定義式を mで微分すると

馴心）＝一c{gg1((：い［g(x)uc:(x, y) dy 

+~ (Eg1(x)か(x,Eg(x)) + lc:g(x)馴（x,y)dy)
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であり，J;g(x)゚ よ(x,y) dy = sg(x)[M叫炉）］（x)と

炉(x,sg(x))= [~)か (x, y)]こ:) = lt:g(x)よ（eg[x)か(x,y)) dy 
= eg:x) [正）祈(x,y) dy + ~ lt:g(x) Y亨 (x,y) dy, 

およびJ;g(x)y8y祈(x,y) dy = sg(x)[M6(y8y炉）］（x)であることを用いると

8墨 U6(x)= [M6(8xu6)](x) + %((:][Mt:(y8yか）］（x), xE(0,1) (2.17) 

となる．したがって，cp(x,y)= cp(x)がyに依存しないとき，フビニの定理より

J匹(x,y)• v'cp(x,y)dxdy = 1 馴 (x,y)砧(x)dxdy 
fle J fle 

= 11(『x)馴 (x,y) dy)砧(x)dx 
= j1 sg(x)[Mc（馴）］（x）砧(x)dx 
゜であり，最後の行に (2.17)を適用すれば

JQC匹 (x,y).▽cp(x,y) dxdy = E fo1 g（鴫Mよ (x)砧 (x)dx 
-゚ E 11 g'(x)[M心亨）］（x）知(x)dx 

゜

(2.18) 

が従う．さて，（2.16)と(2.18)を(2.15)に適用し，両辺を Cで割ると次の等式を得る：

[g（卓Mよ (x)cp(x)dx =ー［g（鴫Me炉(x)砧 (x)dx 

+ 11 g'(x)[Mc:(Y亨）］（x）知(x)dx. 

゜

(2.19) 

ここで， M心亨）の項は， 0< y < Eg(x)とヘルダーの不等式を用いれば

|[Me（王）］（x）|<1eg(X) 1馴 (x,y)|dyく｀口 (1eg(X)|8yか(x,y)|2dy) 1/2 

と評価できる．したがって， c>Oをeに依存しないある定数として，

IIMc(Y如げ）1|び（0,1)：：：：： Ccl/211仇U0IIL叫）

が成り立つ．さらに，薄膜問題 (2.4)の解のエネルギー評価を用いれば， ll8yu0IIび（年） （の 2乗の時間

禎分）は初期値に関する適当な仮定の下でeについて有界であることが示せる．よって，（2.19)の最後

の項は e→ 0のときに 0に収束することが分かる．また，（2.19)でr.p= Me炉とすればMe炉のエ
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ネルギー評価を導出でき， Me炉， BtMc:uc:,BxMc:uc:が適当なノルムでeについて有界であることも分

かる．したがって，適当な関数空間での（汎）弱点列コンパクト性により， e→ 0のときに

部分列の（汎）弱収束の意味で M己げ→v, BtMc:uc:→ OtV, OxMc:炉→ 8匹

が成り立つような関数v(x,t)が存在する．このとき，（2.19)でこ→ 0とする（正確には部分列の極限

を取る）と，上の（汎）弱収束と，（2.19)の最後の項が0に収束することから，

11  g(x)如 (x)r.p(x)dx = -11  g(x)如 (x)砧 (x)dx 
0 JO 

(2.20) 

が任意の試験関数<p(x)E H1(0, 1)に対して成り立つ．さらに，部分積分と変分法の基本補題により，

積分等式（2.20)は次の方程式に対応する弱形式であることが分かる：

gむV= 8x(g8xv) in (0, 1) X (0,(X)),8xv(O, t) = 8xv(l, t) = 0, t > 0. (2.21) 

よって， C→ 0での ME:ucの（弱）極限vは(2.21)の（弱）解である．このことから，薄膜問題(2.4)の

極限問題は (2.21)である，と言ってよいだろう．特に，第 1式の両辺をg>Oで割れば

1 
8tV = ~8x(g8xv) in (0, 1) X (0,(X)),8xv(O, t) = 8xv(l, t) = 0, t > 0 
g 

となり，これはスケーリングと漸近展開の手法で得られた極限問題 (2.14)と同じである．

注意 2.3.上の議論では薄膜問題 (2.4)の境界条件が使われていないように見えるが，実は元の問題

を弱形式 (2.15)に変形するときに境界条件を用いている．したがって，弱形式自体が境界条件の情報

を含んでいると言える．また，弱形式 (2.15)で変数yに依存しない試験関数を取れるのは，境界条件

がノイマン条件だからである．薄い長方形の上下の辺での境界条件をディリクレ条件に変えた場合，

弱形式 (2.15)の試験関数は上下の辺での値が0になるものに限られる．この場合，変数yに依存せず，

境界条件を満たす試験関数ば恒等的に 0となる関数しかないので，上の議論は適用できない．

弱形式と積分平均の方法の最大の利点は，実際に計算する微分の階数が少なくて済むことである．

これは，薄膜領域や極限集合の形状が複雑であるときに特に重要である．また，多くの場合，少なくと

も解の弱収束のレベルでは，極限問題の導出と数学的正当化をほぼ同時に行えることも利点と言える．

一方，弱形式の変形，極限操作，積分等式から微分方程式への復元など，実際の議論には専門知識と経

験を必要とし，万人向けの手法ではない．また，積分平均により情報量が落ちるため，漸近展開のよう

に機械的に高次の項まで計算することはできない，ということにも注意が必要である．

3 曲がった薄膜領域上のギンツブルグ・ランダウ熱流の薄膜極限

それでは，本稿の主題に移り，研究 [33]の結果と証明の概略について説明しよう．簡単のため，与え

られた関数等は全て十分滑らかであると仮定する．実際に必要な関数等の正則性は [33]を参照．

3.1 問題設定と主結果

n~2 として， r を与えられた賊n 内の向き付けられた n-l 次元の閉超曲面（コンパクトで境界の

ない超曲面）とする．また，rの外向き単位法線ベクトルを vと書く． 90と91を与えられた「上の関
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数として，g= g1 - goと定める．さらに，ある定数c>Oが存在して，r上でg2°'. Cが成り立つと仮
定する．このとき，十分小さい c>Oに対して，屈n内の曲がった薄膜領域を

fle: := {y + rv(y) I y Er, Ego(Y) < rく部(y)}

で定め，ノイマン境界条件を課した次のギンツブルグ・ランダウ (GL)熱流を考える：

｛馴—凶＋入(luデー。:C): :] :::::x(□'o□'), 
u0lt=D =喝in nc. 

(3.1) 

ここで， N~ lとして，与えられた初期値喝と未知関数かは共に匝N 値関数である（ただし， Nの

値による結果や証明への影響はない）．特に， N=lのときの (3.1)はアレン・カーン方程式である．

また，入＞ 0はこに依存しない定数であり， 8VCは境界 8QCでの法線微分である．なお， GL熱流は次

のGL自由エネルギーのび(Qe)勾配流であることが知られている：

E心）＝J，C (|V:e|2 + :(|可 -1)2)dx 

初期値が喝€び(Oe)N であるとき，ガレルキン法とエネルギー法により，

uc: E C([O,oo);lン2(0c:)N)n Lf.。c([O,00); H1 (Oe)N) n 1ンf。c([O,oo); L4(0e)N) (3.2) 

のクラスに属する (3.1)の時間大域的な弱解が一意的に存在することが示せる．そこで，この弱解の

e→ 0での収束を示し，極限関数が満たす方程式として (3.1)の極限問題を導出したい．

主結果を述べるため，いくつかの記号を導入する（詳細は [33]を参照）．関数n:「→屈に対して

▽rn ＝ （旦1'T/,...,I:.い）T:=可ー（▽iJ• v)v on r 

と定め，nの接勾配と呼ぶただし，りは rの近傍へのnの拡張である． v:r→屈Nに対しては

▽['V := (V匹 1 ・.. V匹 N):r→屈nxN, V = (v1,...，叩）T

と書く． N=nのとき，r上のベクトル場 V= (v1,..., Vn汀の表面発散を

divrv := tr[Vrv] = J21v1 + ・・・＋り江n on r 

で定める．関数A:r→艮nxNに対して， divrA:r→賊Nを

divrA := (divrA1,..., divrAN汀， A=(A1.. • A刈

で定める．ただし， A1,...,AN:r→町である．

次に， 0e上の関数ゃに対して，薄い方向への重み付き積分平均を

叩(y):=eg[y) [,eog(1：）叫＋加(y))J(y,r)dr,

で定める．ここで，重み関数Jは，rの主曲率凡，．．．， Kn-lを用いて
n-1 

y € r 

J(y, r) := IT {1 -r叫y)}, y Er, Ego(Y) :Srさ叩(y)
j=l 

(3.3) 



10

で定義される．この関数は積分の変数変換

J年ゃ(x)dx = ff知'.~)cp(y + rv(y))J(y, r) dr d1in-l (y) 
r hgo(Y) 

(3.4) 

に現れるヤコビアンである．ただし， Hn-1はn-l次元ハウスドルフ測度である．

以上の準備の下で，［33]の主結果を述べる．最初の結果は，薄膜極限での (3.1)の解の収束と極限関

数の特徴付けによる，数学的に厳密な極限問題の導出である．

定理 3.1([33, Theorem 1.1]).初期値喝 EL00(Dc:)Nが次の条件を満たすと仮定する：

(a)ある定数C12: 1とaE (0, 1/3]が存在して，任意の s>Oに対して

llu卯1|LOOは） ：：：：： c戸―1/3+a,

(b)ある関数VoE L2(r)Nが存在して，lil!lM c:u3 = v weakly in L2げ）N.
C→O 

各s>Oに対して，かを (3.2)のクラスに属する (3.1)の一意的な弱解とする．このとき，関数

v E C([O,oo);lン2(r)N)n Lr,。c([O,00); H1 (r)N) n Lt,。c([O,oo); L4(r)N) (3.5) 

が存在して，各T>0に対して

limMc炉＝ v weakly in び(0,T; H1(r)N) nび(0,T; L4(r）州
e→O 

が成り立ち，さらに vは次の極限問題の唯一の時問大域的な弱解である：

｛如ー ~divr(g'J rv)十入(|v|2-1)v = 0 on r x (O,00）， 
vlt=O = 0 on r. 

(3.6) 

薄膜問題 (3.1)と同様に，極限問題 (3.6)は重み付き GL自由エネルギー

E9(v) :=kg(¥+ ~(lvl2 -1)2)訊 n-1

の重み付き内積(g•,•)び (r) に関する勾配流である．定理 3.1 はある種の初期値 Vo に対する (3.6) の時

間大域的な弱解の存在も示している．一般の初期値VoE L2(r)N に対しては，ガレルキン法とエネル

ギー法で (3.5)のクラスに属する (3.6)の時間大域的な弱解が一意的に存在することを示せる．

次に， Meかと vの差分評価についての結果を述べる．

定理 3.2([33, Theorem 1.2]).喝 EL00(0c)凡 voE L2げ）Nとして，かと vをそれぞれ (3.1)と

(3.6)の唯一の時間大域的な弱解とする．さらに，定理 3.1の条件（a)が成り立つと仮定する．このと

き，ある定数c>Oが存在して，任意の T>Oに対して

IIMよ— vllc([o,T］；い（r）) + |1 ▽rMc炉—▽rvllL2(0,T ； £2(r))

:S cec(l十入）T{IIM叫— vollL叩） ＋ぞ（1+入）｝ （3.7) 

が成り立つ．特に， e→ 0のとき ME:喝がv。にび(r)N内で強収束するならば，

limMよ＝v strongly in び(O,T叩 (r)N)n L4(0, T; Lげ）刈
e→O 
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r上の関数nに対して，rの法線方向にnを定数拡張して得られる関数を月と書くことにする．こ
のとき，炉と行をQe内で比較することができる．しかも，驚くべきことに， ocでの差分評価の場合

には初期値吋は L2クラスでよく，定理3.1の条件（a)も不要である．

定理 3.3([33, Theorem 1.3]). u0 E L刈Qe)凡VEL2げ）N として， UCとvをそれぞれ (3.1)と

(3.6)の唯一の時問大域的な弱解とする．このとき，ある定数c>Oが存在して，不等式

c―112 (lluc: -vllc([o,T];L2⑰)) + ||V炉ー▽6||び (O,T;L砥）））

:S cec(l十入）T(c―112lluo-vollL叫）十sllvo||い(r)) (3.8) 

が各T>0に対して成り立つ．

上の不等式では，Qeの膜の厚さのオーダーに合わせてび(Qe)ノルムを cl/2で割っている．また，

llvollL叩）は eに関係ない．よって， vは炉を Cのオーダーで近似していると言える．

3.2 定理3.1と3.2の証明の概略

定理の主張から分かる通り，今回の極限問題の導出は 2.2節で紹介した弱形式と積分平均の方法に

よるものである．実際，定理3.1と3.2は次の手順で示される：

(i)薄膜問題 (3.1)の弱形式において，r上の関数を法線方向に定数拡張したものを試験関数に取
る．そして，積分の変数変換公式 (3.4)と積分平均の定義式 (3.3)を用いて (3.1)の弱形式を変

形し， MeuCの満たすr上の積分等式 (MEuEの弱形式）を導出する．
(ii) MEuEの弱形式においてルteuC自身を試験関数として取り，エネルギー評価を導出する．これ

により， MEuEとその微分が適切な関数空間でeについて有界であることが分かる．

(iii)適切な関数空間での有界性と（汎）弱点列コンパクト性より， C→ 0のとき M0uE（の部分列）
とその微分が（汎）弱収束することが分かる．（後に全列の収束も分かるが，ここでは省略する．）

そして， Meueの弱形式で e→ 0とすることで，極限関数vが (3.6)の弱解であることが分か
り，エネルギー法により弱解の一意性も示される．以上より，定理3.1の証明が終わる．

(iv)また， Mc炉の弱形式と， vが満たす (3.6)の弱形式の差分を取り， Meue_vを試験関数とし

て取ってエネルギー評価の計算を行うことで，定理3.2の差分評価 (3.7)を得る．ただし，エネ

ルギー評価において，方程式の非線形項は一般的な不等式

(lal2a -lbl2b) • (a -b) ~ (lal3 -lbl3)(1al -lbl) ~ 0, a, b E屈_N (3.9) 

によって無視できることに注意する．

上の手順で最も議論を要するのは（i)である． n：r→脱N を極限問題 (3.6)の試験関数として，「の
法線方向にnを定数拡張したものをnとする．このとき，（3.3)と(3.4)より，

J凡炉(x)り(x)dx = Jr (l,ea,(1:)炉(y+ rv(y))J(y, r) dr) • T/(Y) d1i正l(y)

= ef g(y)Me祈(y).T/(Y) d1in-l(y) 
F 
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と変形できる．これが，重み付き積分平均を用いる主な利点である．しかし，薄膜問題 (3.1)の弱形式

は▽と非線形項を含み，これらは Mc;と非可換である．ゆえに， Mc;炉の弱形式は極限問題 (3.6)の

弱形式に近いが， Mc;と Vおよび非線形項との交換に由来する誤差項を含む．この誤差項を eによっ

て具体的に評価し， e→ 0のときに 0に収束することを示すことが，最も努力を要する点である．

n: r→配を試験関数とするとき， Mc;と▽の交換に由来する誤差項は

尼：＝ C―1(Vu八▽り）L2は）ー(gv'rMc;u［▽r1J)L噴）

である．ここで，右辺第 1項を eで割っているのは，QC上での積分と r上での積分のスケールを合わ

せるためである．この誤差項は， VrMc;炉を具体的に計算し ([33,Lemma 5.6]を参照）， Vnが▽rn

に近いこと ([33,Lemma 2.1]を参照）を用いて変数変換公式（3.4)と合わせて計算することで

IR!I:::;は312lluc;IIか (ne)IIVr11IIL叩）

と評価できる．したがって，上式の右辺に炉のエネルギー評価と定理3.1の条件 (a)を用いることで，

e→ 0のときに R}が十分小さくなることが確認できる．

次に， Mc;と非線形項の交換に由来する誤差項は

母：＝ e―l(luデu［り）L碑）ー(glM叫c;l2Mょ，n）£2(r)

である．ここで，炉＝ Mc;祈と書き， r上の関数炉を rの法線方向に定数拡張した関数を在と書く

ことにする．このとき，因数分解により，非線形項自体の差分はQe上で

I lucl2uc -lvcl2vc I :::; c(lucl2 + lvcl2)luc -vcl 

と評価できる (c> 0はeに依存しない定数）．このうち， UC＿釈はかからその積分平均を引いたも

のであるから，ポアンカレの不等式に類似の評価 ([33,Lemma 5.2]を参照）

lluc: -祈||L2(0e)=||炉 -~II正(Oe) こ虚 1|か ||H1(0e) (3.10) 

が成り立ち， C→ 0のとき十分小さくなることが分かる．一方， lu叩と|伊|2については「なるべく

大きくならない」ことを示すしかない．一般に，非線形項を評価する方法として考えられるのは，ソボ

レフの不等式や補間不等式を用いることである．しかし，そのためには炉に対する高い正則性が必要

であり，弱解の枠組みでは相性が悪い．また，ソボレフの不等式や補間不等式を用いる場合は領域の次

元を制限する必要が生じてしまう．そこで，今回は (3.1)の弱解炉に対して（弱）最大値原理

lluc:IIL00⑪ x(O,oo))さrnax{l,lluo IIL00 (r!e)} 

が成り立つ ([33,Lernrna 4.6]を参照）ことを念頭に置き， luc:12と国12はL°° ノルムで評価する方針

を取る．以上のアイデアと変数変換公式 (3.4)を基に計算することで， R~ は

IR2I ~ ec312lluclll00crie)lluc;IIH1(rie)IITJIIL列r)

と評価できる ([33,Lernrna 5.5]を参照，ただし実際の証明では計算過程が若干異なる）．したがって，

上式の右辺に Uc:に対する最大値原理とエネルギー評価を適用し，さらに定理3.1の条件 (a)を用いる

ことで，やはり e→ 0のときに尼が十分小さくなることが確認できる．
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3.3 定理3.3の証明の概略

次に， 9eにおける解の差分評価 (3.8)の証明の概略を述べる．すでにrにおける差分評価 (3.7)が
得られているため，これに炉と Me炉の差分評価を組み合わせればすぐに（3.8)が得られるように

見えるかもしれない．しかし，（3.10)のように，かと Me炉の差分を評価するためには祈の正則性

を消費する必要があるため，（3.7)から (3.8)を導出することはできない．

rでの差分評価では， Me炉を極限問題 (3.6)の近似解， vを(3.6)の真の解として，（3.6)の弱形式
を用いてエネルギー評価を行ったそこで，今度は炉を薄膜問題 (3.1)の真の解， Vを(3.1)の近似解

として，（3.1)の弱形式を基にエネルギー評価を行うことでQCでの差分評価を示す．

r上の関数vを薄膜問題 (3.1)の近似解とみなすためには， vが満たす (3.6)の弱形式をQe上の積
分等式に変換する必要がある．そこで，今度は (3.1)の試験関数r.p:De→良N の積分平均 Me'Pを

(3.6)の弱形式に代入し，積分平均を展開する．つまり，定理3.1および3.2の証明とは逆に，

s Ir g(y)v(y) • M心(y)d1in-1(y) = t v(y) • (1:::::) r.p(y + rv(y))J(y, r) dr)訊 n-l(y)
= l_ v(x) • r.p(x) dx 
QC 

と変形するのである．ただし， 0はrの法線方向への vの定数拡張である．これにより， 0は薄膜問題
(3.1)の弱形式に誤差項を加えた積分等式を満たすことが分かる．ところが，極限問題 (3.6)の弱形式

は試験関数に関する非線形項を含まないため， 0の満たす弱形式にはr.pについての Meと▽の交換

に由来する誤差項しか含まない．したがって，この誤差項は vのエネルギー評価だけで処理すること

ができ，最終的に (3.8)の最後の項sllvoll£2(r)で置き換えられる．また，かの弱形式と 0の弱形式と

の差分を取り， Ue-V自身を試験関数に取った際，非線形項は一般的な不等式 (3.9)により無視でき

る．よって，線形方租式の場合と同様に，グロンウォールの不等式を適用するだけでQeにおける解の

差分評価 (3.8)を導出でき，薄膜問題 (3.1)の初期値喝は L2クラスで十分になるのである．

展開 (unfolding)という言葉は，最近，均質化問題の研究によく現れる言葉であり ([9]などを参照），

荒い境界を持つ薄膜領域上の偏微分方程式の研究でも使われている ([4,3]などを参照）．また，エネ

ルギー汎関数の特異極限の研究 [16]でも何かを展開するという手法が活用されている．一方，薄膜極

限の研究で，弱形式に代人した積分平均を展開する，というアイデアは [33]が初めてであるように思

う．この I展開する」というアイデアは，今後も様々な形で活用されそうである．
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