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Abstract

この小論では､いわゆる量子カオス系と呼ばれる系に現れるエネルギー準位の統

計性を半古典論による解析的な扱いによって､どこまで説明できるかを示す｡ここで､

示される事は､主にMITのグループ【29,30]とBogomolnyとKeating【46]によって
示されたことである｡ しかし､彼らの結果を他の準位統計 (.準位曲率分布)の半古典

的な導出に用いる時にある困難に直面し､これがBerryの半古典和則の成立と関係し
た問題であって､周期軌道の微妙な性質を考慮に入れることが重要であることが理解
される｡
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5 準位速度 ･準位曲率とそれらの分布

6 まとめ

1 初めに

この小論を読むにあたって一つ注意しておくことがある｡ それは､いわばこの小論を服用

するにあたっての服用上の注意である｡

内服薬
主成分 :周期軌道論

服用上の注意

1.量子論･古典論･半古典論の三つの理論に精通していることがこの
薬を飲むための条件です｡基礎体力不足を感じる方は服用を避けて
下さい｡

2.カオス･アレルギー､半古典論アレルギー､或は､周期軌道アレル
ギーのある方は医師の指示に従って下さい｡

3.服用すると常習性の量子カオス･オタク或は周期軌道マニアになる
可能性があります｡

さて､冗談と脅しは止して早速本論に入ろう｡

古典的にカオティツクな系の量子論的な対応物を考えることは二つの意味で重要であると

思われる｡一つは､実際の量子論的な物理系は程度の差はあるけれども古典的には系のも

つ非線形性のためにカオティツクであることであり､実験の精度の向上とともに実際にそ

の古典系の非線形に起因した現象が観測されるようになったことである｡それら実際に観

測される事象の中でもっとも顕著な例は､メソスコピック系における輸送現象､原子 ･分

子反応系や高励起分子振動 ･回転運動スペクトル､原子核系のスペクトルである｡ 特に､

過去数年のこの側面からのメソスコピック系研究の隆盛はPhysicalReviewLetterの投稿

件数から知ることができる2｡

もう一つの重要性は､統計力学の基礎的な側面である｡ ここ約 10年間に成されたカオス

研究の成果の中で､古典統計力学の基盤､特に､非平衡統計力学に対して (双曲的な)カ

オスが本当に重要な役割を担っていることが実証されたことは大きな発展であった｡基本

的にはSinai,RuelleとBowenら数学者の構築した熱力学的形式論 【66,67,68,69]を使っ

て説明されるのであるが (物理屋向けの簡単な解説【65]｡ただし､散逸系のみを扱ってい
る｡)､輸送係数が純粋に力学的な量 (Lyapunov指数 ･Escaperate)によって書き下され

たり[1,3ト 位相空間内で密度関数が鮎ctal的な時間発展をすることが非平衡状態にとっ

2はやりだからとか､一部の盛り上がりだから､研究すべきだとと言っているのではない｡
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て重要である周など､大きな成果が上がった3｡この辺りのことは田崎氏の詳しい解説が
過去{の物性研究に掲載されているのでそちらを調べて頂きたい【85]｡しかしながら､非双

曲系 (近可積分系)に対する基礎理論やまた運動論 (Kinetictheory)はまだ発展段階で

あり､チャレンジすべき問題がいっぱい残っている｡

古典系のカォス的な振舞いが対応する量子系に対しても同じように系の振舞いに大きく

左右?Lでいると期待するのは物理学者として当然の考え方 (直観)であろう.また~､そう

した期待力訂実際に実現されているのか調べるのは理論的に重要なことである｡特に､量子

:統計力学の基礎づげは古典親計力学の基礎づけに比べて遅れを取っているように思われる

からである｡ 筆者以外の方もこうした感想を持っているのではなかろうか?古典統計力学

と同じように､量子統計力学にも力学的視点からの理論的な肉づけが必要であると思われ

る｡筆者は､そ?目的には半古典論による解析を用いるのが最も適していると思うのであ

る.なぜなう､比較的良く調べられている古典カオス系の知見をフルに活用することがで

きるからである｡そして､準位続計はそのエルゴ-ド的な振舞いと関係しくVonNeumann

の量子エルゴ-ド定理)､統計的な系の記述の出発点となる｡ 半古典論によって､まず､

準位統計のメカニズムを説明しようとするのは､量子系の統計力学の基礎付けの第一歩で

あると考えられる｡

さて､その半古典論の現状を少し説明しよう｡ パイオニアであるGutzwiller国､Berry[5,6ト
BalianとBloc叫7]によって押し進められてきた半古典論の研究は､ここ10年の間に大き
く進歩し､半古典量子化の条件 (Gutzwillerトレース公式及び等価なゼータ関数)につい

て多くの知見が得られた｡この発展の詳細をお知りになりたい万は､国を御覧下さい｡ま
た､この小論のテーマである準位統計は元々は原子核物理学から発展した問題である｡古典

カオスとの関係を最初にPercival[12]によって享想されてから､B｡higas-Giann｡ni-S｡hmit

ら[13]による徹底した数値的な研究などが成され､次々とランダム行列論の驚くほどの有

用性が示された｡しかし､つい最近まで準位統計の半古典的な理論づけの研究は､Berry

による1985年のSpectralformfactor(二点準位相関関数のフーリエ変換)に関するものを

除いては無かった【35]｡そのBerryの解析によりspectralformfactorの概形が半古典的に

説明されたが､そこで使われる近似 (対角近似)がどれほど妥当であって､非対角項がど

れほど必要であるのかという問題が残った｡まず､Arganlanら(1993)[39]は､ランダム行

列論からの結果を用いてSpectralfornlfactorの非対角項に現れる周期軌道の相関の形を

見積もりいくつかのモデル系に対して数値計算を行なった｡その結果と彼らの理論との比

較をし､周期軌道の作用が縮退しないような系に対して､ある程度理論と数値計算とが一

致することを示した｡そして､周期軌道の相関がRienlannゼータ関数との比較から素数の

分布に関するHardy-Littlewood(H-L)予想[381と対比されること-を指摘した.しかし､最

近､MITのグループ(1995196)【291(§3･2)およびその後のBogomolnyとKeating(1996)t461

(§3.3)によって､R2(x)の非村角項が解析的に示されたことで､依然として理解されていな
かった周期軌道間の相関がどのようなものであるのか理解する下地ができた｡また､彼ら

の結果は古典系のエルゴ-ド的な性質が量子系に直接反映することを示しており､量子系

3perroll-FrobellillS作用素のスペクトル問題に注目したものとして､ゼータ関数を用いた方法 ･複素ス
ペクトル分解 (ブラッセル ･グループ)､また､規象論とのつき合わせから輸送係数を求めたEscaperate
fom1alislllなどがある｡さらには､より数学的に厳密な議論も成されているC,
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のエルゴード性の研究にも大いに役立つと期待される｡これらの仕事の発端として､ラン

ダム系における局在問題との関係､および､超対称性の方法4の使用があったことを付記し

ておく｡ランダム系と準位統計との関係および超対称性については､[15,16]を御覧下さい｡

以下､§2において半古典論による解析方法について基本的な事柄を説明し､§3で二点準

位相関関数について説明し､MITグループの結果(§3.2)､および､BogonolmyとKeating

の結果 (§3.3)の紹介をする｡ そして､彼らの結果とランダム行列からの結果との比較を

§3.4でし､§4において半古典和則について説明する｡§5で紹介した結果の準位曲率分布

への応用をおこなう｡ 最後に､§6でこの小論の結論をまとめる｡

2 半古典論による解析

2.1 古典力学についての基本的な事柄

ここでは､時間に依存しないハ ミルトン系 (自励系)を考える｡古典的な時間発展は次の

ハミルトンの運動方程式に従う｡

p- aa:, (1)

ただし､q-(ql,q2,- ,qf)は位置､p-(pl,P2,.･･,Pf)は運動量である｡Hはハ ミルト
ニアンである｡位相空間をrとしよう｡ もし､Ⅹ-(q,p)∈rととると､式 (1)は

女-J･∇xH(Ⅹ)-F(Ⅹ), (2)

と書き換えられる｡ただし､

J-(_01:) (3)

で与えられる反対称2才x2J行列である｡初期条件Xt,-(q｡,p())∈rを取ると､時間発展
は正準変換中畑こよって形式的に､

Xt- ◎tx｡. (4)

と書くことができる｡自励系 (時間に依存しないハミルトン系)では､H(q,p)は運動の
定数であり､これは､エネルギーの保存を表している｡

aH .

些 若 さ十両 q-0,dt

H(q,p)-E-const･,

或は､

(5)

(6)

シンプレクティツク性によって､位相空間の体積要素は保存される｡さらに､エネルギー

保存から位相空間の次元は2f-1である｡ もし､余計な運動の定数が系に付与されると

位相空間の次元はさらに低いものになる｡

4ランダムポテンシャルに対する解析である｡
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2.1.1 安定性解析

軌道の線形安定性解析は動力学の局所的な性質にとって非常に重要である｡式 (1)の解で
ある軌道のXの回りでの無限小変位∂Ⅹの時間発展は次の方程式を満たす｡

∂丈-L(i)･6X,

ただし,

L(i)- 蛋 (Ⅹ★)

-J･芸 ･

である｡ 式(7)の線形性によって､その解は

6x(i)-M(i)･6Ⅹ(0),

と与えられる｡ ただし､〟(申 ま

通(i)-L(i)M(i)

(7)

(8)

(9)

(10)

を満たす2Jx2J行列で初期条件は〟(0)-1である｡ ここで､軌道のLyapunov指数を

入(X,e)-扇 lnlM(i;X.,)･el (ll)

によって定義する｡ただし､e-6Ⅹ/l6Xlである｡Lyapunov指数は初期条件 Xoと初期の

方向eによることに注意｡極限t- ∞ を取って､Lyapunov指数は2fの値

入1≧入2≧- ≧入2f･ (12)

を取る｡エルゴ-ド的な系に対しては､Oseledecの定理によってX｡の依存性は消える｡ハ

ミルトン系のシンプレクティツク性によって､M(i)は

MT(i)･J･M(i)-J.

を満たす｡その結果､Lyapunov指数はペアを成す｡つまり､

(li,-局,t=1.

である｡

(13)

(14)

時間連続なフロー◎tはPoincar6断面の方法によって時間が維散的な写像系へ変換すること

ができる｡位相空間内の超平面S(Ⅹ)-0をフローに対して垂直にとる｡ 超平面S(Ⅹ)-0

は次元2f-2を持つ (図1)｡このとき､位相空間内のすべての軌道はこの超平面を連続
して横切るようにとる｡ 軌道は超平面上での横断点の列として特徴付けできる｡ つまり､

横断点の列iXnl,T=_北は

Ⅹ叶 1 - ◎丁(Ⅹ")- ¢(Ⅹ7,.),

i,,+1 -㌦.+I(Ⅹ1,),
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図 1:Poincal･e'断面の概念図

のように写像される｡ここで､I(X n) 8ま横断点X,.,と次の横断点X.,,..1との間の時間であるこ
tnは横断が横断点Xnで起こった時の時刻である｡少はPoincar6写像と呼ばれる｡ハミルト

ン系に村しては､Poincar6写像は保測写像 (面積要素を保存する.)である.そのJacobi

行列の行列式の絶対値は1である｡Poincar6写像に対する軌道の安定性は元々のフロー

に対するのと同様に定義できる｡ここでは､周期軌道についての安定性を考えよう｡ある

実数Tに対して､Ⅹ(i+T)-Ⅹ(i)である周期軌道を考える｡Tの最も小さなものを周期軌
道pの基本周期 Tpと呼ぶ｡こうして､基本周期 T1,の倍数T-rTpは周期の基本 (素な)
周期軌道pの繰り返しの周期軌道の周期となる｡pに村する線形安定性解析は

det(誓 L Al)-0･

による｡シンプレクティツク性により､式(17)の解はペアを成す｡これらのペアは

1.実のペア;fA,A-1),

2.複素共役のペア;(exp(士27rα)),

3.四つ組;iA,A一l,A*,(All)つ･

である｡周期軌道pのLyapunov指数は

毎 -去InlAp･il,

(17)

(18)

で与えられる｡ただし､Tl,-∑,:'tlT(Xi)である｡ ここで､Aの取り得る値として三つの
可能性がある｡

1.双曲型 :A>1>A~1>0

2.反転を伴った双曲型 :A<-1<A-1<0

3.楕円型 :exp(士27rict).
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2.1.2 カオスの定義

残念ながら､カオスの数学的に厳密な定義はない｡しかし､カオスに関しての位相的､計

量的､測度的な意味合いでの概念は沢山ある｡数学的な厳密さはさておき､平均Lyapunov
指数が正となる系をカオス系と呼ぶことにする｡つまり､軌道不安定性でもってカオスで

あるということにする｡さらに､すべての周期軌道が双曲的であるときを双曲系､そうで

ない場合を非双曲系と呼ぶことにする｡

2.2 Gut2;Willerトレース公式

非相対論的な量子系は波動関数車(q;i)によって記述され､その振舞いはSchr6dinger方程
式によって支配される｡

ihiQ(q･,i)-軸 q;i)I

ここで､ハミルトニアンは時間に依存しないとして､

巌 ,fl墓.価
とおく｡ただし､

p3･- 一端 ･
である｡ Diracの記法で波動関数

桝q;i)-(q座(i)).

(19)

(20)

(21)

(22)

の時間依存性は､すべてのエネルギー固有値が〈E｣ で固有関数が く鶴(q))を満たすと
して､

H4,(q)-E",血(q),

さらに､固有エネルギーが離散的であるとすると､

4,(q;i)-∑ C7一.e-iEt血(q)'Jr

(23)

(24)

となる｡ cnは定数であるO これは､学部生でも知っている｡Schr6dinger方程式の線形性

のため､量子状態座,(0))の時間発展は

74,(T))-k(T)凧0))
-e-沖 凧0)). (25)

となる｡ ここで､a(T)はプロパゲータと呼ばれる. 時間領域からエネルギー領域へ移る

ことを考えよう. 次のように､ハミルトニアン葺のレゾルベント(グリーン関数)a(')(E)
を定義する｡ プロパゲータとはFourier-Laplace変換によって結び付いている｡

a(')(E)
E-H+ie

･eilnt,去/,芯dtexp(iEt)軸 exp(-;), (26)
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プロパゲ-タは固有状態によって,

k(T)-写 帆)e-iEnT(*"･l+冒 /E7dEI*,･･E)e~音ET(Q,=El･ (27)

と書ける｡インデックスnは束縛状態についてのもの､パラメータ4,,:Eはエネルギー開催

Ec(E>Ecよりも上のチャンネルCに対する散乱状態を表している｡

まずは､束縛状態を考える｡ このとき∴系は離散スペクトルをもつ｡レゾルベントは

G(j=)(q,q';E)-
EIH士ieq′) (28)

となり､

(A-E〒ie)G(j=)(q,q′;E)ニー6(q-q'), (29)

を満たす｡ただし､(+)と(-)はそれぞれ遅延 ･先進解を表す｡レゾルベントのスペクト

ル分解は､
4,･n.(q)4,,:.(q′)
tE-E".j=ieG(土)(q,q';E)-∑ (30)

で与えられる｡レゾルベントの極が固有エネルギーに､レゾルベントの留数が固有関数に

対応する｡この関係から､状態密度d(E)は､

d(E)- 写6(E-E"I)-Trl6(E-A)]
1
7rSiTrE-H+ie 妄9/dqG(q,q;E) (31)

と与えられる｡累積状態密度N(E)は

N(E)-#(E,,,<E)･

で定義され､状態密度d(E)とは

d(E)-iN(E),
と関係している｡

ちなみに､この小論では扱わないが､散乱系の共鳴についても同様の式が存在する｡

9(E)-Tr
E-

1 1
′ヽ
H+ie E-Hr,j+乞亡

(32)

(33)

) (34)
A.

ここで､Hrcfは参照ハミルトニアンであって､散乱中心から無限遠で漸近形がいま考えて
いるハ ミルトニアンkと一致するものである｡連続のスペクトルに対応する部分を差し引

いているのである｡さらに､Wignerの時間遅延関数T(E)はS一行列と以下のように関係
している｡

･(E)- -ihTrilnS(E)
-2hCiTr ノヽ

E-H+ie E-

このT(E)は散乱系を半古典的に解析する出発点となるO
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2.2.1 可積分系の半古典量子化

1次元可積分系の半古典量子化はBohr-Sommerfeld量子化条件として知られており､

fcpdq-2打I-2qh(n+:), (36)

と与えられる｡ ここで､Cは古典周期軌道を表し､Uはその周期軌道のトポロジーを決め

ているMaslov指数であるOこの条件は古典周期軌道の上に定在波が立つことを示してい

る｡nはその定在波のノード数である｡

多次元可積分系の拡張は Einstein,Brillollin,Kellerによって行なわれたので､Einstein-

Brillouin-Keller(EBK)量子化条件と呼ばれている｡ ･一般に､与えられた系が完全可積分

系であるならば､適当な正準変換

(q,p)- (Ⅰ,♂)

の後で以下のようなハ ミルトニアンが得られる｡

a.
H-∑IjWj,
i-1

ただし､0≦ wj<27rで､LJjは定数 である｡この座標での運動は ､

dIJ
p(iT

dll),
-訂

により記述 される｡積分が 実行できて､

Ij- COnSt･

Oj- W J･t+const･

(37)

(38)

となる｡ したがって､d次元 トーラスの回りをぐるぐる回る軌道が得られる｡EBK量子

化条件は､Bohr-Sommerfeld量子化条件におけるように周期軌道の上に定在波が立つ条件

として､分離されたそれぞれの自由度に対して､

fc,p･dq-2qIj-2打h(nj･箸) (43)

と与えられる｡ただし､積分経路C,.はトーラス上の既約な閉路であり､V,･はMaslov指数
である｡ 図2を参照｡

しかしながら､古典系の振舞いがカオティツクになると変数が分離できず､上のような戦

略で量子化条件を導 くことはできない｡次に見るように､Bollr-Sommerfeld･EBK量子

化条件より複雑な量子化条件が必要となる｡
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図2:EBK量子化の説明｡二次元の場合｡

2.2.2 カオス系の半古典量子化 :Gutzwillerトレース公式の導出

カオス系の量子化はGutzwillerl41によって作られた｡ 彼の出発点は､状態密度式 (31)
で､これを経路積分を使って半古典的に評価しようというものである｡位置座標表示での

波動関数の時間発展をFeynman核K(q〝,q';i)によって以下のように表す｡

柚 t)-/dxIK(q･xJ;i)佃 0)･

Feynman核は経路積分表示では

K(q",ql;i)-/DlX(･)]expl孟slx(･)]],
となる｡ただし､経路は境界条件

Ⅹ(o)-q/, Ⅹ(i)-q〝･

(44)

(45)

(46)

を満たさなければならない｡ここで､一つ注意しておく｡ 一般に､境界条件をみたす古典

経路は複数ある｡ そうした同じ境界条件を満たす異なる経路をブランチとよぶことにす

る｡次に､プロパゲータに対する半古典近似を考える｡Trotter公式

比 (e蕃e葺)"-e如 ,

を使って､プロパゲータは無限個の断片に分割される｡

K(q,,q;T)-比 侶 dqiTgll(q"･･1匿(AT,lq･,t･),

ただし､qo-q,qN-q'and△T-T/N である｡無限小プロパゲータは

(qi･lfk(AT)bi)- (qi･1 qi)

qi+1-qi
△r

(47)

(48)

･qi)AT･0(AT2)] , ( 49)

と､ハ ミルトニアンh-p2/2+V(q)に対する古典ラグランジュアン

L(4,q)-壁-V(q).2
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によって表される｡こうして,

K(q,,q;T)-比侶 dq･"2qih△T,一半exp[孟
q･n.+1-qn
△r ･q甘 (51)

となる｡ 連続極限Ⅳ→ ∞ において､位相は古典軌道に沿っての作用となる｡

wlq(i)]-LTL(a,q)dt･ (52)

プロパゲータの半古典近似はFourierタイプの積分に対して定常位相近似を施せば良い｡

エe貴4,(T)dx=e紳 ihd,4).5ih(¢t(,3))2
8(¢((,2))2I24(i.(,2))3･o(h2,], (53,

ただし､定常位相点緑ま条件孟4･(I)It.,･=J,.,-0と品 ¢(x)l:,,･=:I.･o≠0を満たすものである.

また､¢Ln)-芸¢(拙 =a･Oとおいた｡hの漸近展開の主要項までで､プロパゲータは
K(q',q;T)と K..C(q',q;T)

- (a )等
82wb
∂q′∂q eip(iwb(q,･qト 等 ), (54)

となる｡ここで､和はqとq′を滑らかにつなぐ古典軌道のすべてのブランチにわたるも

のである.また､Wb(q',q)≡IL;,llol､8.,Ldtであり､U',CiブランチbL二村するMaslov指数
である｡この半古典プロパゲータは良くVanVleckプロパゲータと呼ばれる. 時間領域

からエネルギー領域へ移るには､Fomier-Laplace変換を実行すれば良い｡この積分の評

価にも走常位相近似を便う｡その結果,

G(ql･q;E)-去L∞dtexpliEt]K(q/,q;i)expl一芸]

空2打(義 )撃∑tJdet(宗 )｢喜explisb-2 ], (55,
を得る｡ただし,

sb(q',q･･E)-WT,(ql,q;i))+ Et-Lp･dq (56)

であり､Sb(q',q;E)は簡約作用と呼ばれる｡積分は経路 bL二沿ってものである｡

次に､この半古典レゾルベントのトレースをとると求める状態密度が得られる｡トレース

の評価において二つのタイプの軌道があることが分かる｡(1)長さゼロの軌道､(2)周期
軌道である｡ 状態密度はこの二つの部分に分けられる｡

d(E)-d('(E)+d {" ,.I(F ), (57)

ここで､do(E)は長さゼロの軌道の寄与を表し､d,,.,∫:(E)は周期軌道からの寄与を表す｡

do(E)= ｣ 等T r
7T E-H + ie

d(,.,,:(E)= - 長 で r
7T E -H + iE
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d｡(E)8こついては､Wigner-Weyl変換によって評価することができる｡a-藍 +V(壬)の
形のハ ミルトミアンに対しては､

･o(E) = /EdE,d(,(E,)
1

(27rh)']

･&

//dqdp(0(E- H,:I,一芸 8,12V- -H,=L)

[(a諭 2･去(p･∂,I,2V]aso(E- H,:I,･0(h4,)･ '60'

と与えられることが知られている[571｡また､ビリヤード系に対しても同様のhLこ関する

展開式が得られる[58,59]｡d l,..,:(E)についてはq-q'に関する積分の評価において､定常
位相近似を使うことで評価ができる｡ここで､｢カオスである｣という条件が使われる｡そ

れは､無限個の周期軌道が孤立して存在するという条件である｡ この条件により､d,～:(E)
はすべての周期軌道についての和として表される｡最終的に､d一次元系に対してhの主要
項までで,

do(E)%& //dqdp6(H(q,p)-E)･0(a-d'1), (61)
つCl

dosc(E)d 写 Tl,∑･I･=1
ィ
rl

相川U
γ 良 チ_:.二

+a(h''), (62)

と与えられる.この式がいわゆるGutzwillerトレース公式である【4]｡d''(E)は､古典系に
おける位相空間中のエネルギー殻の体積をブランク･セルの体積で割ったものである｡平

均的な状態密度を表している｡ また､dosc(E)は､対応する古典系の不安定周期軌道の情
報で書かれており､平均的な状態密度からずれ (つまり､固有値の位置)を表している｡

Tpはpでインデックスされる素な周期軌道の周期､SpCipの作用､i/pはpのMaslov指数､

MpはpのnlOnOdromy行列､rは周期軌道の繰り返しの数である｡ 可積分系の半古典量子
化と比べて特徴的なのは､可積分系の場合は､周期軌道一つと固有エネルギー準位一つが

対応していました (1対 1)が､カオス系の場合は､無限個の周期軌道に対して無限個の

固有エネルギー準位が対応していること (多対多)である｡導出の詳細については､参考

文献【4,8]を御覧下さい｡

エネルギー準位の半古典的な決定には､状態密度のピークを見るよりもある関数のゼロ点

として与えられた方が都合よい｡ここでは､状態密度をゼータ関数の形に表しておこう｡

そこで､まずGutzwillerトレース公式において振幅因子を展開することを考える｡

det(M;,･- I,-'kB ll(A f,L･･-1)(右 - 1) (63)

であるoここで､Af,k'),k-1, ･･.,a-1はMonodromy行列Ml,の固有値であるol九i,i.)I>1
(双曲性)を仮定して､幾何級数展開を用いると､

Idet(M;,･-I)｢1′2 ∑
",.1....霊 _1=(,ⅢたllLAf,L')J･r/2(Af,k))mA.･･･

-672-

(64)



半古典論と準位統計

となる｡ ここで､次のSelberg型ゼータ関数を定義する｡

つCI

I(E)-n n
P ･TTl･1.....･m･,1_1-()

Tr
1
E-H

このゼータ関数は

expf-il喜一警])

g lnZ(E)･0(hO),

(65)

(66)

を満たすので状態密度と直接関係し､Selberg型ゼータ関数のゼロ点が固有エネルギーで

ある｡ ここで､このゼータ関数の導出において､

-,;1若-ln(i-x),(回<1) (67)

を用いた｡ このゼータ関数はGutzwiller-Vorosゼータ関数と呼ばれる｡

ここで注意しておくべき重要なことがある｡ Gutzwillerトレース公式とそれに付随した

ゼータ関数は次の理由によって絶対収束しないのである｡カオス系においては､周期軌道

の長さl近傍の周期軌道の数をN(i)とすると､

N(i)～explhfl,pl]･ (68)

と振舞うO ここで､ht,,pはトポロジカル ･エントロピーと呼ばれる｡一方で､Gutzwiller
トレース公式における振幅因子は

･lI･.=Idet(Mp-I)Il/2～Tpexp[-21]･ (69)

と振舞う｡人は平均Lyapunov指数である｡Gutzwillerトレース公式が収束するためには､

この振幅因子の小さくなり方と周期軌道の数の爆発をうまくコントロールする必要がある｡

そのためには､収束因子が必要となる｡ 状態密度をLorentziansmoothing或はGaussian

smoothingするのである｡Lorentziansmoothingするとすると､

E.III･E+ie,
l

E> hl,(,p1--E･m･i･,,.I2 (70)

とエネルギーに純虚数をいれることになる｡このem.i〟はトポロジカル･バリアーと呼ばれ

る｡このような関係はゼータ関数に対しても【42,43ト 散乱系に村しても【70】求められる｡

しかし､この収束性の問題は半古典論を実行するにあたって非常に大きな障害 (スペクト

ルの微細な構造を見ることが非常に困難)であって､かつ､本質的な点であると言える｡

エネルギースペクトルの分解度を最大にしつつ､周期軌道和を途中でうまく打ち切るには

色々な方法がある｡ この問題を解決する総和法については参考文献 【42,43,63,64】(日

本語による解説は【53]o)を見て頂くことにしよう｡
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2.2.3 Riemannゼータ関数

量子カオス系の良いお手本となっているRiemannゼータ関数について述べておく｡ 後の

節において何回か現れ､具体的に解析をするので､難しそう●だからといって飛ばさずに

読んで頂きたい｡Riemannゼータ関数と量子カオス系との関係はGutzwillerによってあ

る散乱問題に現れることが示されてから【18ト またBerryによって指摘され【40,41ト い

ろいろと研究されてきた｡(数学者の間ではもっと古 くSelbergゼータ関数との関係から

議論されていたようである｡)そのお手本となる類似点とは､Riemannゼータ関数におけ

る素数が量子カオス系における周期軌道に対応しているからである｡ 特に､Gutzwillerト

レース公式 (実際には､等価な_ゼータ関数)を発散級数を条件収束させる方法として開発

されたBerryとKeatingによるRienlann-Siegellook-a-1ike公式とそのre丘neされた結果

【42,431は大きな成果であった｡

Riemannゼータ関数は況S>1に対して､

拍)-,,El嘉

と定義される.Elller積は沢β>1に対して､

( (S)-n
p-2

(71)

(72)

で与えられる｡ここで､pは素数を表す.Riemannゼータ関数は自明なゼロ点S-2m(m∈
Z-)と檀S-1､それと､非自明なゼロ点S-圭+iE".(n∈Z＼(0))(非自明なゼロ点は実軸
に対して対称に分布する｡この部分はRielllann仮説5｡E,"は正負対称に位置する｡)をもつ ｡

図3を参照｡Riemann仮説を仮定して､形式的に非自明なゼロ点の状態密度 (E>0)は､

d(E)-d(,(E)-i?,,;lS cos(nElnp,
と書ける｡ 量子カオス系との対応は以下の通りである｡(h=1としている｡)

量子カオス系 Riemannゼータ関数

SI, Elnp

Tp-響 lnp

平均状態密度は陽に与えられており､またその漸近形も知られている｡

1
a.,(E)-蛋況

R

U

EiiZl
旦
2
.りUl
l
一4
円

Ei-β一2.ウU
i

l
一4
Jrtはーl一
〔l

asE一〇〇

5｢非自明なゼロ点がすべて方-喜+Jt'･Eの上にある｣だろうというもの｡
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さ等1/ 2
Imくさ)

図3:Riemannゼータ関数の解析性 :黒丸は極.×印はゼロ点｡ S-圭+iEが非自明なゼ
ロ点｡負の偶数は自明なゼロ点｡

2.3 量子カオス系の特徴

2.3.1 準位続計

準位間隔分布はこエネルギー準位を小さい順に並べて､隣合うエネルギー準位の間隔を

とって､その分布をとったものである｡ 普通､平均準位間隔が､1になるようにスケール

して､系の余計な特殊性を取り除いて考える｡ 一昔前までは､この準位間隔分布を数値計

算して量子カオス系であるかないかの判断をしていた｡判断基準は､可積分系に対しては

準位間隔分布がPoisson分布

P(S)-e--1 (75)

に従い､量子カオス系に対しては考えている系の対称性によ'りランダム行列論のGOE(Gaussian

Qrthogonal旦nsemble)(時間反転対称を持つ系｡)､CUE(Gaussian型nitary旦nsemble)

(時間反転対称性を破っている系｡たとえば､磁場のかけられた系｡)､GSE(Gaussian

Symplectic旦nsenlble)(KramerS縮退のあるスピン系)のそれぞれに対して､

pG,,E(S)-;sexp(
PGUE(S)-芸S2exp

_竺S2;S2)
_is27T(

PGSE(S)-蒜S4exp(一芸S2)
に従うというものである｡(図4を参照｡)特徴的なのは､可積分系においては準位の縮退

が起こるが､量子カオス系において準位の縮退がないことである｡一つの与えられたハミ

ルトニアンの固有値の統計性がランダム行列論の由栗と-致することは全く自明なことで

はなく､その理論的な理由を明らかにしなければならないことである｡ これが､この小論

の目的である｡ それぞれのアンサンブルの具体形を説明しておく｡ GOEは実対称行列の
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0 0.5 1 1.5 2 2.5
ら

3 3.5 4

図4:最近接準位間隔分布 :poisson分布,GOB,GUE,GSE

アンサンブル(iHT-H･,NxN実行列 ))であり､対角形への変換は実直交行列によっ

て成される｡ GUEは複素エルミート行列のアンサンブル ((HI-H;NxN複素行列 ))
で､対角形への変換はユニタリ行列によって成される｡ GSEは実反対称行列のアンサン

ブル(iAI-AT--A･,2Nx2N実行列 ‡)であり､実直交行列によって適当に変換す
ると､

RAIF = 0-1

1 0
(79)

とブロック対角化された行列へ変換される｡また､それぞれのアンサンブルに対して行列

要素は以下のように分布している｡ ｢＼

p({HJ･｡,- CNeXP(一志TrH2)-cNeXp(一志吉H,･L･H,,i) (80)

ただし､

cN -(如 α2)~ii"'昔N(N-1)1 (81)

Z/-1,2,4は､それぞれGOE,GUE,GSEに対応している｡他に､△3や∑2といった統
計量が重要であるが､準位間隔分布も含めて次節で述べる2点準位相関関数によって導き

出されるものであるので､ここでは触れないことにする｡ △ 3と∑2の導出等は､【60】に日

本語による丁寧な解説がありますので､そちらを参照してください｡
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PlanckCell

＼ロ

≡

===二コ

= 二 王 一

図 5:Smaleの馬蹄形力学とPlanckセル

2.3.2 特徴的な時間スケール

平均状態密度 (その逆数の平均エネルギー間隔)によって決まる時間tH-hd｡(-h/△)
をHeisenberg時間という｡ これはHeisenbergの不確定性原理によって決まる時間スケー

ルで､それ以上長い時間スケールは量子論的に固有な性質が顕著となる.もう一つ重要

なのは､波束の時間発展に関するもので､破綻時間 (Breakingtime)t*と呼ばれている.

(ただし､この小論ではエネルギー領域での話しが主なので先の議論に直接関係しない｡)

波束が時間発展の初期段階において､古典系のSmaleの馬蹄形力学に従って時間発展し

折り畳みによって細かな構造を作っていく時､その細かな構造が不確定性原理と抵触し干

渉効果があらわになるまでの時間である｡ 図5を御覧下さい｡不安定多様体方向には､時

間とともに構造が e一入tと細かくなっていくので､これがPlanckセルと同じぐらいになる

時間t*は､人を平均 Lyapunov数として､e~加～hだから､問題の時間l*は

i*=logた~1
人

(82)

となる｡

2.3.3 固有波動関数の統計性

エネルギー準位に現れる古典系のカオス的振舞いは､当然固有波動関数にも現れる｡その

様子を調べるには､位置座標表示の波動関数を使っているだけでは特徴を捉え切れないの

で､古典力学における分布関数β(q,p)に対応 した関数であるWigner関数 (或いはそれ
を鈍したHusimi関数)を使うののが一般的である｡ここでは､Winger関数を紹介して

おく｡ Wigner関数の走義は以下の通りである｡

g(q,p)-読 /dQ抽 -Q)Qf(q+Q)expト2ip･Q/A) (83)

q或はpについては積分すると残された変数での表示の波動関数が得られる｡

/dqg(q,p)- 14(p)12

/dpg(q,p)-冊 )l2
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Berry【77,781とvoros【791によって､この Wigner関数の平均的な振舞いが以下のように
与えられることが示 されている｡対応する古典系が可積分系では､

甘(q,p)-
6(Ⅰ(q,p)-Ⅰ･V,)

(27T)a
(86)

と与 えられる｡ここで､丁丁はエネルギーに関する平均である｡また､適当な正準変換

(q,p)- (Ⅰ,e)で作朴 角変数へ変換 されているとしてお り､Ⅰ･4,は今考えている固有波

動関数に村する固有エネルギーから見積 もれる量子化された古典系の作用変数の倍を表

す｡量子 カオス系では､古典系における軌道がエネルギー殻全体を覆い尽くし､また､エ

ネルギー平均 によって微妙な位相の干渉は消し去られるため､両 前は古典系における
小正準集団における分布 と同 じになる｡

ql(q,p)-
∂(E-H(q,p))

IdqldpS(EIH(q,p))
(87)

また､量子カオス系に対して波動関数の空間相関関数の表式も与えられている【78】｡波動

関数の空間相関関数C(Ⅹ;q)は､

C(Ⅹ;q)- 桝q+Ⅹ/2)が(q-Ⅹ/2)
1

(27rh)a/dpexpトip･Ⅹ/A)g(q,p)
(88)

と定義され､我々の興味ある量子カオス系に対しては､古典系における小正準集団におけ

る分布と同じになる事実を使って､

C(Ⅹ;q)-
r(d/2)J',1,-2､/2(LXt 2m(E-

2m(E-V(q))/2h
(89)

と与えられ､Bessel関数の漸近形から相関関数はベキ的な振舞いをすることが分かる｡こ

のことから､BeTryは量子カオス系に対しては､固有波動関数は平均的には式 (87)で与

えられ､式 (89)のスペクトルをもっているような､qについてのガウス･ランダム変数

となっていると予想している｡また､この固有波動関数の性質は､オブザーバブルの行列

要素の揺らぎにも現れる｡Eckhardtらは波動関数のエルゴ-ド的な振舞い (小正準集団

の分布になるということ｡)がオブサーバブルに対するスペクトルに現れることを示し､

そのスペクトルに村するSpectralfbrmfactor(§3で定義する｡)の解析を行なった【48】｡
また､量子カオス系に対して6､wigner関数がh-0において､小正準集団の分布関数に

漸近していくことやオブザーバブルの行列要素の振舞いについて数学的な言及がなされ

ている【72,73,74,75,76]｡

量子カオス系のWigner関数は平均的には式 (87)に従っているが､個々の固有波動関数

には､実際､個性がある｡Hellerは､Stadillmbilliard系において､いくつかの固有波動

関数があたかも古典系の不安定周期軌道をなぞるように､密度分布をもつことがあること

を数値的に示し､これをスカーと呼んだ[801｡その後､Bogom01nyによって､エネルギー

6定負曲率空間の系など特殊な系に対する証明である｡
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平均をした座標表示の波動関数を周期軌道和で表し､スカーの存在と周期軌道和との関

係を議論した【811｡すぐ後に､BerryはBogomolnyの方法を位相空間内におけるWigner

関数に拡張し､Wigner関数に対して周期軌道和を構成した[82]｡しかし､これらの形式
論は実際にうまくworkしているのかは依然分からなかった｡なぜなら､一般に半古典論

によって固有波動関数を扱うのは非常に難しいことであるからである｡その困難をAgam

とFishmanは Berryの方法にBerryとKeatingの開発したゼータ関数に関する総和法

【42,43】をWigner関数に対して応用することで解決した｡彼らは､数値的にその方法の

有効性とスカーの存在を示した囲 ｡

以上､駆け足で述べた量子カオス系の特徴は物性に当然現れる｡ 例えば､メソスコピッ

ク系における UCF(-UniversalConductanceFluctuation)[841や化学反応論における

RRKM(-Ramsperger-Rice-Kassel-Marcus)理論や金属クラスターの物性などにとって重
要な役割を果たしている｡

3 二点準位相関関数､Spectralform factor

エネルギー準位の統計性を測る基本的な量は､二点準位相関関数R2(x)である｡

R2(x)≡(a(E+xl)a(E+x2))-a?, (90)

x ≡ 31- x2である｡く･-)はエネルギー平均である｡ このR2(x)はランダム行列論におい
て具体的な解析において中心的な役割をなしているだけでなく､メソスコピック系の輸送

現象を調べる上で重要な量となっている｡ たとえば､メソスコピック･リングに磁場を貫

いた系におけ'b永久電流(Persistentcurrent)の相関[37]やUCFl84]はR2(I)によって記

述され､R2(I)は輸送現象に対して重要な役割を果たしている｡半古典表式 式(61,62)を

式(90)に入れ､S(E+I));YS(E)+aITpと近似すると､

R2(I)- ((

eXp

∑ ∑
TJ.P'･T･/l･'-1

2て｢ 苔 Tl,T,,,

idet(M;,I-I)I Idet(M;,':-I)I

rSl,(E)-r'Spl(E).rTL,X1-r′TpIx2
A A )]) (91)

となる｡ここで､簡単のために､Maslov指数は作用の中に含めた｡以下の議論では､作

用はMaslov指数を含んでいるとして考えていただきたい｡式 (91)において対角項

p',r-r')だけをとってきてこれをRgli''･y)(x)とし､残りの部分をRを'ff)(x)とおくこ
する｡

二
に

B
と

R2(x)をFourier変換したのが､Spectralformfactorと呼ばれる量である｡

K(i)-r;,dxeiER2(x) (92)

K(i)はR2(I)と等価な情報を含み､こちらの方が虹 Fの議論に便利なのでK(i)につい

て考える｡ まずは､Ryli"'9)(x)だけで式 (91)を近似し､式(92)に代入LK(i)を見積もろ
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導出を説明してお く｡r…(q,p)とおくことにする｡ 次の量を考えよう｡

(6(r-rt,,I≡TIBli妄 (/_.Te･/T)6(r-rt, (95)

ここで､技術的なこととして､時刻t-Oの寄与は取 り除いておくため､積分範囲を変更

していることに注意｡この量はエルゴ-ド系と可積分系については次のように与えられる

ことが理解される｡

エルゴ-ド系

可積分系 (96)

Poincar6写像を考えよう｡Sをpoincar6断面∑上の座標とする｡軌道の時間発展はPoincar6

断面を横切る座標の列- ,S_1,S｡,Sl,-･によって記述される｡ ここで､∑上で次のデルタ

関数を定義する｡

盲(SI菖)≡6(S一宮)T(育) (97)

である｡ただし､T(S)は横断点Sの一つ前の横断点からSまでに要する時間である｡次の
量を考える｡

q(S,i;S｡)-∑ 6(i-i･n.)育(SI菖".)'11. (98)

エルゴード仮説により､

(or(S,i;S｡))1.- T(S) (99)

となる｡さて､式 (99)において S- S('とおいてみよう｡すると､周期軌道からの寄与が
q(S,i;S)に効いてくることになる｡∑にわたって積分を実行すると､

/Eds軸 S)-写B2,6(i-Tl,) (100)

となる｡Bpは後で決める｡Tpは周期軌道の周期である｡

iiBt,;(I-Te･/T)dt/Eds- -/:dsiiBi,妄 (/_-TF･LT)dt- (101)
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であることと式(99)に注意すると､十分大きなTに対して､

∑ Bp-1
lTL,I<T

(102)

が得られる.さて､B,,であるが､これはPoincar6写像のJacobi行列から､B,,-TIJldet(M1,-
I)[であることが分かる｡ 帯 で素周期軌道とその繰り返しの周期軌道との区別を取り外し､

TpをTで置き換えると､式 (93,94)のH-OdA和則が得られる. 物理的な意味は以下の

ように考えることができる｡周期軌道からの寄与は周期が長くなるほど小さくなり(Lya-

punov指数は指数関数的に大きくなる｡)､それは周期軌道の数の指数関数的な爆発とう
まく釣り合ってH-OdA和則の関係が成り立っている｡ また､H-OdA和則は位相空間 (或

はPoincar6断面)中に周期軌道が一様に分布していることを示しているOちなみに､こ

のH-OdA和則について､Parryによる厳密な証明がある【17]｡

さて､K(i)の対角部分は､ユニタリ対称性に対して､

zl(diaq)/+､_1てーてr TIT
K'diag'(i)-去写∑7-㌻ケ ld et(MI,'-I)I

6(i-rTp) (103)

となる.rは負のtraversalも含めることにしたoK(i)の振舞いはtの値によって､以下の
ように振舞うことが分かる｡ 簡単のためh-1,d()-1とする｡

K(i) FS K(di'Lg)(i)

12ti′ヽ､一l

i

去∑ p∑ rItl(,I(Ml';-I)l
去 l*<t<27T
1 27｢<t

6(i-rTp) t<t*
(104)

ここで､Tm,i･,Lは最も短い周期軌道の周期で､T,,,.in≪t*≪ 27Tである｡K(i)の概形は図6
にあるようになる｡iカ叫､さい時は､デルタ関数が生で見えるので､細かいピークが立つ｡

しかし､2番目の区間ではH-OdA和則により､デルタ関数の和が滑らかに見えるように

なり､そのslopeはHeisenbergtimetH-hd(,まで続く｡ 3番目の区間では§4で示される

半古典和則により､一定値を取るようになる｡

この対角近似の安当性は､周期軌道の分布の仕方に依存することをここに注意しておく｡

周期軌道の作用が十分ランダムに分布しておれば､非対角項は消去されると考えられる｡

しかしながら､これは少し奇妙である｡ なぜならば､Gutzwillerトレース公式によれば古

典系の不安定周期軌道が系に固有のエネルギー準位を決めているのであるから､周期軌道

は第一近似としてはランダムに分布しているかも知れないが (実際､数値計算をすると作

用はGauss分布している｡たとえば､[52,531を見よ｡)周期軌道間に何らかの強い関係
があると考えられる｡この関係を知るためには､非対角項を解析的に扱うことが必要であ

ろう｡次に､その非対角項の役割を考える｡

3.1 周期軌道間の相関t39】

Argamanetal.【39]はR2(x)の非対角項の役割を調べるために､ランダム行列論を用いて
周期軌道間の相関を見積もり､実際のモデル系における周期軌道間の相関を数値計算し
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図 6:SpectraLformfactor:Bel･ryによる説明｡ A-1,d()-1とした.

た｡彼らの調べたのは､次の量である｡

P(I;T)- TJ･TL･･

ldet(M1,-I)lIdet(M1,,-I)
6(T-(Tl,+ Tl,,))6(x-(Sp -Sp,))

(105)
この量は､以下のようにSpectralformfactorと関係している｡

p(y)-孟子P(謡 T)-三L知dzzlK(三)-芝cos(yz)] (106)

ここで,

V(E)-//dqdp6(E-H(q,p))
で､gは周期軌道の多重度である｡ ランダム行列論の結果をK(T)に代入すると

pGOE(y仁 一芸(響 )2.孟 lcos(y,{si(y,cos(y,-Ci(y,sin(y,}
-Ci(2y)sin(2y)+si(2y)cos(2y)]

pGUE(y仁 一芸(至禦 )2

(107)

となる｡変形Arnold猫写像､パイコネ変換､HyperbolaBilliard系について､この結果

が実際に周期軌道から求まる式 (106)と一致するか数値計算により確かめられ､作用の

縮退がなくかつ系の特殊性がない領域で､ある程度一致することを確認できた｡Riemann

ゼータ関数についても､同様の相関関数を考えることができる｡ 素数の場合は､

pR(y)-/_nndEd(,(E)lKR･(品 卜

-Ia for軒 ≫ 1
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と近似できる｡ この結果は､後で見る式 (152)の第二項と一致している｡ その意味につ

いては§4で述べる｡

3.2 MITグループの結果 【29,301
MITグループのAndreevとAltslmlerl29〕は､R2(I)の対角近似を越えた表式を超対称性の

方法を用いて導いた｡このとき､AltshulerとShklovskii[28]の摂動計算の結果 (対角項の

み)との比較からR2(I)が非対角項を含めて古典的な量 (拡散方程式)によって表せるこ

とを示した｡(この摂動論の概説は[62]にある.)その後､Agam,AndreevとAltslmlerl30】

は【29】の結果の半古典的な意味づけを行なった｡解析の詳細は省くが､対応する古典系が

非常に強いカオス系であるとしてLApl≫ 1を仮定し､対角項を丁寧に計算し､非対角項
はAndreevとAltslllllerの結果との対応からこうあるべきであるとして求めている｡その

ため､次節で述べる半古典論によるBogomolnyとKeatingによる丁寧な解析と一部異な

る結果となっていることを注意しておく｡彼らの結果は以下のように要約できる｡

R2(x)-Ryli''･9)(I)+Rrf)(I),

Ryliag'(x)- 忘 芸 InD(x),

要 メf)(x)
cos(2m)
27r2 7)(x),

(112)

ただし､a-1,a()-1とした｡また､b-1,2はそれぞれ直交対称性､ユニタリ対称性を

表している｡D(I)は以下のように､対応する古典系の.Perron-Frobenius作用素L:/

(Lip)(r)-/6(r-Ot(rl))p(r')dr' (115)

のFredholm 行列式 Z(I)≡det(1-ezL:)によって表される｡rはr-(X,p)と位置座標
と運動量の組を表している｡◎は古典力学系のフローを表している｡ 二次元系に対して､

Z(I)は

Z(I)-志 -痩 (1-読 )L''1
- IIC〝.(Il7 lJ.)J▲ (116)

と与えられる[54](導出はAppendixにある｡)｡Apはmonodromy行列Mpの最大固有値､
hit)はRuelle-Pollicot共鳴 (〈e~TFL)はL:の固有値である｡)であり､70-0は平衡分布
に対応し､また､p≠Oに対して町 J.>0である. D(x)は

D(x,-附 榔 -早島 , (117)

で与えられる｡ ここで､Nは規格化定数であり､A/,はregularizationfactorであって､

A /J･-〈三〝.TL;0.
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tH--hdl)=2TC

図 7:Spectra一form factol･:Agam eta1.による説明｡破線がランダム行列論の結果.

a-1,a(,-1とした｡また､71-7i+iTi'である｡

である｡ 注目すべき点は､(1)非対角項が解析的に表されたこと､(2)二点準位相関関

数のような本来量子力学的な量と考えられる量が､エルゴ-ド的な振舞いをする古典系の∫
情報､特に､Rllelle-Pollicot共鳴によって書き下されたことである｡このことから､古典

系とのアナロジーによって古典系の平衡状態〝-Oが系の平均的な振舞いを表すと考えら

れ､事実､以下 (§3.4)に見るように〃-0の部分がランダム行列論と一致する結果を示
すことが分かる｡

もう一度､Spectralforn1factorK(i)の形をMITグループの結果から考えてみよう｡式
(113-114)から

K'd,il･･9'(t,-鵠e-7′刷 (119)

K',,ff'(t,-一望-a/S,驚 de'LT′一't' (120,

と与えられる｡ ただし,

DIL･(S)-(1号 )S2D(S, (121,

K(i)の概形は図7にあるように説明される｡ 図6と比べて､l～tH-hd(,-27rとT"..i.n.≦
i≦1/711付近にランダム行列論の結果にRuelle-Pollicot共鳴による振動の装飾が施されて
いるo(7〝.-7,I,.+iT,I:とおいたo)

3･3 BogomolnyとKeatingの結果 [461

BogomolnyとKeating【461は､半古典論から周期軌道の作用がGauss分布しているという

仮定のもとに､MITグループの結果を再導出し､さらにre丘neした結果を得た｡仮定と
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なるのは､次のようなエネルギー平均に対して周期軌道の作用はGallSS分布しているか

ら-様に分布する角度として置き換えてしまえというものである｡

(I(eiSl,eiS2,･･･,eiS"))-(去)仰12㌦ L2T.Lgldu (eiQl,ei42,-･,ei¢リ (122)

Siは周期軌道の作用である｡その結果は､状態密度における周期軌道の繰り返しを無視す

ると主要項までで,

RT･iag'(x)- 一志 芸 .nD(x) (123)

R㌢Jf)(x)-
cos(27rd')x)

27T29dtr2
FNE(ix)L2g (124)

と与えられるoA-1とした｡ここで､9-1,2はユニタリ,直交対称性を示す｡この9の

値は､Fredholm 行列式Z(I)の中においてすべての周期軌道の多重度を表している｡つ
まり､時間反転対称性がない系では9-1はすべての周期軌道の多重度が 1であり､時

間反転対称性がある系では時間反転操作によって移り変わる軌道があり､すべての周期軌

道の多重度が2であると考えられるためである｡しかし､時間反転対称性がある系に対し

ては後で述べるようにこの仮定には問題がある｡ユニタリ対称性については前節のMIT

グループの結果と一致している｡ここで､彼らがコメントしていることで注意すべき点が

ある. これらの結果は､ユニタリ対称性に対してはx→ 0でも37一 〇〇でもランダム行

列論の結果と漸近的に一致する｡他の直交対称性とシンプレクティツク対称性に対しては

x→ ∞ ではランダム行列論と一致するが､x→ 0ではランダム行列論と一致しない.こ

れは､次の節で確かめる｡後で見るように､この不一致は重要な問題として残る｡シンプ

レクティツク対称性に村しては､

Rgiag'(I)-一去芸 lntWx)I

R芸ff(x)-
cos(27rX)
lNE(車)

となり､直交対称性と同様の問題を含んでいる｡

また､彼らはユニタリ対称性(g-1)に対して､状態密度における周期軌道の繰り返しも

含めて､丁寧に計算を実行することでrefineされた結果を得た0Ry'ff)(I)は､

RYff'(I,-去附 ix,I2m[exp(2-･dox,誓 41,(I,]
で与えられる｡ 最後の積の部分がre丘nementの結果である｡ただし､

Qp(I)-dl(al舟 Cp;ql"ZIJ,a

(127)

(128)

dl(ap,bp;cp;qp,zp)はq一超幾何関数であるoap-bp -exp(-iTpx)､ち -qp- ATTl､

zp-FAprlexp(iTpx)と与えられる｡ また､6,1L(x)-rIpEI,(x)で､〇 一 0において
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np4,p(I)- 1であるo

同様の解析をして､Riemannゼータ関数に対するrefineされた結果は､以下のように与

えられる｡

RYff'(x,-去 榊 +ix,,2n[exp(2qidox,P(1- (p-I)2)] (129)

積の部分が H-L予想と等価であることがまだ発表されていない論文の中で示されている

ようである｡実際､上式の積の部分が§4でのH-L予想の表式と似ていることに気づ くで
あろう｡

3.4 ランダム行列論との比重交

ランダム行列論によると､二点準位相関関数 R2(x)は､以下のように与えられることが
知られている｡詳 しい導出は【11,10]を御覧下さい｡ここでは､便宜上､瓦-1,d(,-1と
お く｡ 直交対称性のアンサンブルに対 しては､

R2(x,- 一票 宗 一孟 (慧 /,%竿票 dx, (130)

- -1･筈 一筈 +諾 十･･･as°-0 (131)

1 1+cos2(7rX)
一一二･一二十
打2321 7T4x4

で､ユニタリ対称性のアンサンブルに対 しては､

R2(x)-
sin27TX

(7rX)2

+-･as:rー∞

7T2x2

11+rr十･‥asxーO
sin27TX

~-W asx→ ∞

で､シンプレクティツク対称性のアンサンブルに対 しては､

R2(I)- 一謡 + 孟 (

-1･ 誓 + - as°- 0

cos(27T3:)
4x

である｡

sill27rXl
dxl

1+27｢1sin(27TX).1+cos2(27rX)
47T2x2
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Refinementが入っていない半古典論の結果を使って､ランダム行列論の結果と一致する

かチェックしてみよう｡まず､ユニタリ対称性に対して､IT′I.t≫1(FL≠0)であれば､

R2(I,- -轟 .,S
Sin2(打X).sinュ(,rx)r 1
(7TX)2 7r2 ,51,7,3.

cos(27rX)1TT 1

嘉 ,B,T毎27r2

+ 二二二王 ヱ ∑ 去 + - (139)

となり､第2項が無視できれば､ランダム行列論の結果と一致する｡第2項が無視できる

条件とは､t7′J,日FL≠0))が大きいということである｡ この条件は､カオスが非常に強い
時にあたる｡直交対称性については､

R2(x,- 一拍 +17r2ド-一二十
cos(2-)1

扇(1璃)2.5(芸)417(言上 ))
cos(27TX)1

(1-JS,(;)2････) (140)

となり､xー ∞ のとき対角部分がランダム行列論の結果の漸近形における第一項目と一

致し､xー 0では発散してしまい一致しない｡シンプレクティツク対称性についても具体

的に計算をすると､直交対称性と同様の問題を持つことが分かる｡

4 半古典和則 [35,44,451
Berryの半古典和則 [35]は次のLore11tZiansmootlliligしたデルタ関数に関して成り立つ
式から導かれる｡

Se(x)≡ 一三si⊥
7r X + ie

に対して､

6(x)-lim27re(6<(x))2F-+0

である｡ したがって､エネルギーの縮退がなく､△-1/d(,≫亡であれば､

d(E)-lim2打e(de(E))2eー()

(141)

(142)

(143)

が成 り立つはずである. 式 (61,62)においてEをE+正で置き換えた半古典表式を式
(143)に代入してエネルギー平均を取って得られるのが半古典和則である｡エネルギー平

均をとると,

(d(E))-王iln(.,2qe((d,Ei.,:(E))2) (144)

となるから､左辺は平均状態密度で､右辺は状態密度の揺らぎ､つまり､周期軌道の情報

のみによって書かれることになる｡したがって､今まで状態密度を二つに分けて書いてき
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たが､平均状態密度と周期軌道の情報とが互いに関係することが読みとれる｡

Keating【44]はRiemannのゼータ関数にRiemann仮説を仮定し､非自明なゼロ点に関す

るスペクトル問題に対して半古典和則が成り立つことを､素数の2体分布に関するHardy-

Littlewood(H-L)予想 【38】を用いて示した (以下を参照｡)｡式 (143)をみれば分かるよ
うに､半古典和則を確かめるには､式 (73)を式 (90)に入れて､素数のペアリングの項

が現れる非対角項を評価する必要がある｡ そのために､H-L予想が使われる｡次に､H-L

予想を説明する｡

Conjecture1(Hardy-Littlewood(HIL)予想(1923))[381Nまでの整数を考えるこ

ととする｡(m,n)をmとnの最大公約数とする.(m,n)-1のとき､rI(m,n,k,N)を素

数の組(p,q)の数とする｡ただし､次の条件を満たすものをとる｡

mp- nq+k (145)

p<Nとして､計は正の整数とする｡もし､(k,m)-(k,n)-1であって､kとm とnの
中の唯一つが偶数であるならば､

n(-,n,k,N,繋 ～警 ,p,崇 asN- -
L･JL.
pt717
才小7･

が成り立つ｡ここで､積はk,m,nのすべての奇素数 divisorをとり､C2は

C2-qg3(1一 百㌔ )

で与えられるoただし､積はすべての奇素数 qGこわたる.さもなければ､

n(-,n,k,N)賢 一o asN糊

である｡

HIL予想を認めるとする｡我々の目的に合うように二体相関の性質をみるにはm=n=1

とおいてkだけ離れた素数の間の相関を見ることにすれば良い.

7Tk(N)≡ 机p≦N& (p-k)isprime･)

～ α(k)品 asN糊

もLkが偶数ならば､α(k)は2つの積によって表される｡

･(k,-2qg,(1一百㌔ )LF,(崇 )州.･
もしkが奇数ならば､α(k)-0である. また､平均的にはk- ∞ で､

1

α(k)記1一元
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と与えられることが知られている(【45]のAppendix)｡上式の第一項の1はPoisson過程
にしたがって素数が分布している場合を表し､第二項はその過程に補正がついていること

を示している｡ 実は､半古典和則を示すためにはこの補正の項が重要となる｡

このままでは､何のことやら分からないと思われるので､もう少し物理屋に分かり易く説

明しよう｡ 実は､積で表されている所は確率の計算をしているのである｡ 素数分布に関す

る確率を考えよう｡ 一般に､与えられた整数nの近くで素数を兄い出す確率P(n)は､

p(n)～志 (153)

で与えられる｡これは､素数定理から素直に理解される｡

Theorem 1(素数定理)xより小さな素数の数7r(X)は､~x- ∞ で､以下のように振舞うo

q(x)千"p≦x&pisprime.i -.loXgx (- - ∞ (154)

p(n,n - k)～ 竺禁 -p(n)2α(k) (155)

さて､このような確率措像は素数の分布だけでなく､整数のdivisibilityについても使え

る｡正の整数の集合Oにおいて､n∈口が素数pによって割ることができる確率は

prob･in…Omodpforn∈0)～pt

1 1 p-1

(156)

と与えられる｡また､

⊥

prob･(n≡Omodpbutn≠OnlOdp2forn∈0)～pL pTi
(157)

ここで､｢異なる素数によるdivisionは独立である｣と仮定する｡つまり､｢与えられた素

数pとqの両方によって､割れる整数である確率は～ 志で与えられる｡｣とする｡要する
に､素数は独立に分布しているということである｡

以上から､式 (150)を示そう｡ もLnが素数ならば､n=2の場合を除いて､nは奇数

である｡ だから､もしn-kが素数ならば､kは偶数である｡ したがって､もしkが奇数な

らば､α(k)-0である｡ 次に､ki1号偶数である場合を考える｡比P(n,n-k)/P(n)2を考
えよう｡ 目標はこの比を確率的に求めることである｡ もしpが素数であると､pは任意の

p/<pなる素数p'によって､割ることはできない､しかし､素数は統計的に独立だから､
ある素数のdivisibilityは他の素数のdivisibilityとは独立である｡ そこで､素数pが与え

られたとして､nがpによって割れない確率は､

prob･(n≠OnlOdpI～ト !=Pj
P P

(158)

である｡次に､Prob.in≠Omodp&n≠kmOdp)を考える｡ 二つの可能性がある｡
(1)もLk≡Omodpであると､条件 n≡omodpとn≡kmodpは同じ条件になって
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しまう.したがって､nについて許されない条件が唯一つあることになり､求める確率は､

prob･～1-p! pI (159)

となる｡(2)もLk≠Omodpであると､条件 n≡omodpとn≡kmodpは独立であ
る｡だから､nについて許されない条件が二つあることになり､したがって､

pr｡b.～1_三 空二三
P P

最後に､ nより小さいすべての素数について積を取らなければならないから､

P(n,n - k)_.1T (p-2)/pm (pll)/p

P(n)2 1一三I王(p-1)2/p2㍍ (p-1)2/p2

となる｡上式を整理するとα(k)の表式 (式 (151))に他ならないことが分かる.

(160)

(161)

式 (73)の状態密度を式 (143)に代入してH-L予想を使って､半古典和則を確かめるこ

とができる｡詳細を省く (詳しくは､【441を参照｡)が､最終的に､以下のように主要項
のオーダーで､対角項と非対角項の間に亡ー 0において発散する項が現れ､それぞれが

打ち消しあって半古典和則が成り立つ｡注意して頂きたいのは､定数として残る項は､式

(152)における右辺第二項から来ている｡ つまり､poisson過程からのずれによって､半

古典和則が成り立っているのである｡

!iln(3eVi((de(E))2) - tlln.1,EJ5((Diagollalpart)+(Off-diagonalpart))

-I:ElA去 + 〈誓 一志 )
logE
27r-(d(E))･ (162)

ここでは､6関数を鈍すのにGaussiansmoothingを取ったので､Cの前の係数がLorentzian

smoothingの場合と異なっている｡∂関数の鈍し方によって最終的な結果は変わらない｡次

節で準位曲率分布を半古典的に求める時にも発散する項が現れ､その打ち消し合いが問題

となる｡

さて､我々の興味である量子カオス系に戻り､MITグループの結果を用いて半古典和則

を確かめておこう｡ユニタリ対称性に村しては､以下のように､

leilPa2qe((de(E))2)-lei.n(1,2打ER;(I-0)

･eiln(32qe封 去 +IS ,

limi.e-→()7Tl(響.a(E(,))
d()-(d(E))

7,3.+4e2 1
-志 (1-4qd(･e+-).Rこ(7,3-4e2)2
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となり､確かに成り立っている!!このことは､【46]には触れられていない｡また､このこ
とから半古典和則が成立するためには､BogomolnyとKeatingによるre且nementを必要

としないことが分かる｡しかしながら､直交対称性とシンプレクティツク対称性に対して

は成り立たない｡直交対称性に対してのみ示しておく｡

!llmo2qe((de(E))2)-lei51,2打eR;(x-0)

lim2打eI:ーO ト去(
cosh(47re)i

1.r1,3-(2ie)2
(2ie)2I,SI.((2ie)2+7,2̂)2

2汀4(2ie)4品
tim2qeEーO
cosh(41re)i

=(X)

1
秤+吉毒
27r4(2ie)4
(1-3(:)2･5.(:)4････))
(1一班)2+･･･)]

(164)

なぜ直交対称性とシンプレクティツク相称性に対して成り立たないのかというと､先に､

ランダム行列論との比較をした時に述べた通り､二点準位相関関数がT=0の付近で正
しく求まっていないからである｡xー0での不一致はlー ∞ での振舞い､つまり､エル

ゴ-ド的な振舞いに起因し､おそらく､H-OdA別との関係から､この不一致の原因はす
べての周期軌道の多重度を2に置いているからであると考えられる｡ つまり､直交対称性

であっても､すべての周期軌道の多重度が2であるわけではなく､多重度が1であるよう

な周期軌道の存在が問題になるのである｡図8を見ていただきたい｡ビリヤード系におけ

る例を示しておいたo(a)の例は時間反転したものが自分自身となって_0るself-retracing
な周期軌道である｡(b)の例は多重度2の周期軌道である｡ 実際､ユニタリ対称性に対し

てはX(i)の対角近似がHeisenberg時間までの傾斜 (式 (104)における第二の領域.)を
正確に実現するのに対し､直交対称性ではこの時間領域で対角近似が正しい値を示してい

ない｡この間題は､次節の準位曲率分布に対しても問題を引き起こす｡また､ちなみに､

なぜRiemannゼータ関数に対して半古典和則がうまく成り立ったかというと､素数の多

重度は1であるから､実はRiemannゼータ関数の属する対称性がユニタリ対称性なので

ある【40,41,44,45,47]｡

時間反転対称な系における多重度1の周期軌道 (self-retracing)と多重度2の周期軌道の
数はどのように分布しているのであろうか?簡単な考察により､以下のように分布してい

ることが分かる｡今､系が完全な記号力学で記述できるとしよう7｡つまり､シンボル集

合A≡(0,1,･-,N-1)から作られるシンボル列の集合S≡ AZが考えている系の軌道

7-投には､考えている系が完全な記号力学で記述できるわけではないが､得られる結果 (Fracf,iollは
～e-h,opm)は同じである｡
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図 8:ビ1)ヤード系の周期軌道の例:(a)self-fetraC,'ngな周期軌道o(b)多重度が2である
周期軌道｡

のすべてと一対一で対応しているとする｡ シンボル列はbi-infiniteなシンボル列

S芋-･β_25_1●β0β1β2･-

で与えられ､時間発展は次のシフトo･

Sw.+1=gS･,I,

或は､

sI- JS- ･･･S12S-1So●SIS2-
で特徴付けられる｡このとき､周期nの周期的なシンボル列

S･n, =SIS2･HS･11,
='.'SIS2'H S･17.SIS2'H S･II.SIS2'H S･lt.日 .

において､self-retracingな軌道に対応するのはnが奇数のときで､

S2川十1=β1β2‥ ･5m-15mβmT1‥ ･β2β1

(165)

(166)

(167)

(168)

(169)

の形の時である.周期nの周期的なシンボルの数はNT一であり､周期2m+1のself-retracing
な周期的なシンボルの数はⅣ川である｡したがって､シンボル列と軌道とが一対一で対応

しているとしたから､周期2m+1と2mの間の周期軌道の集合におけるself-retracingな
周期軌道のfractionは

#iself-retracingP･0･'Swithperiod2m)_1
#(P･0･'swithperiod2m+1and2m) N2"'･+N2" t･+ I
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0 0.050.10.150.20.250.30.350.40.450.5
AJpha/(2lPi)

芸

図 9:Leveldynamicsの例 :プロツホ ･パラメータαを付与された量子化されたkicked

l･Ofator系｡A-誓+Kcos(少+hck)∑.〟.∈Z6(ト n),a-驚,N-64,K-20･0

となる｡ここで､ht.<,p-logNであって､トポロジカル ･エントロピーを表す｡このこと

から､数の上ではself-retracingな軌道の役割は周期が長くなれば長くなるほど､指数関

数的に小さくなっていくことがわかる｡ しかし､実際には周期軌道の安定性と周期軌道の

相互関係がどうなっているかが問題であるので､この数の議論はあまり役に立たない｡

5 準位速度 ･準位曲率とそれらの分布

量子カオス系における外部パラメータに対するエネルギーの依存性の典型的な例は､図

9にあるような振舞いである｡ 準位速度 ･準位曲率とは外部パラメータ人に対するエネル

ギ-固有倍の-階 ･二階の微分である｡

V･J･･- aaEi,･･, K ･･t･- 882̂Ei"･ (171)

これらの量は物理的に非常に重要な量である.準位速度は､Aharonov-Bolm1fhxを貫かれ

たメソスコピック･リングにおける永久電流の表式に現れる｡ また､準位曲率は､例えば､

人を磁場とすると軌道磁性の帯磁率の表式に現れるO また､人を結晶運動量やAharonov-

BolmlAuxとすると有効質量やThoulessコンダクタンス【491に関係し､輸送現象の解析
に使われる｡後者については準位曲率の半古典表式は求められているので､紹介しておく

[51]｡今､考えている系は周期的であって､ハミルトニアンは

巌 ぅ錘 +誓)2+V(鋸 (172,

と与えられる｡ ただし､V(q+Lei)-V(q)である｡簡単のためd次元のすべての方向で
Lの大きさの基本セル(Wigner-Seitzセル)が周期的に配置されているとする.(例えば､
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冗

図 10:三角格子 Lorentzガスモデル:格子間隔R-1.0,デ ィスク半径 a-0.45.今の場

合､格子は三角格子で､基本セルrWinger-Seitzセル)は正六角形である｡典型的な古典
カオス軌道をプロットしてある｡

三角格子の場合は図10である｡)量子力学の教科書にあるように､鋸 こついての2次の摂

動論で準位曲率は求まる (摂動パラメータは､7ゆ/Lで十分小さな量である｡)｡

∂2｣‰(¢)
∂4,.?]-誓 [; ･去話 l云 +志 JF

(α(4･)Ij3ilβ(¢))12

/g y E･Y-E/I ] (173)

これを半古典的に求めるには､周期的な対称性を既約した半古典論を作る必要がある｡対

称性を考慮に入れたGutzwillerトレース公式は､4,-0で､

doHC-(E,-如 意 rflX〝刷 票 監 許 (174)

と与えられる｡ここで､m は既約表現についてのインデックス､dmはm 番めの既約表現

の次元､IKplは群Gの部分群 Kpの位数､/Y"A(gp)はm番めの既約表現に対する対称操作

gpの指標である｡ 今考えている系は既約表現が逆格子ベクトルkによっており､また､対

称操作は基本セルをどれだけ移動するかを示すベクトルw p-(wp,1,Wp.2,･･･,Wp,A)によっ

て指定できる｡ wpは巻き数のベクトルと呼ばれる｡周期軌道に対する巻き数 wp,iの分布は

図11にあるように､ガウス分布していることが知られている (モデルは三角格子 Lorentz

ガスモデル｡アンサンブルはある衝突回数毎にとってある.)｡このとき､指標xm(gp)は

xk(wp)-eXP(ik･wp)となるので､

dot.,:･k(E)-新 吉
Tl,さ explir(告一撃+k･wl,)]

KpL,,tTl ldet(Mil;-Ⅰ)I喜
(175)

となる｡ 次に､Blochパラメータh¢/L(結晶運動量)を導入すると､基本セルを移動す
る度に位相をかせぐから､プロパゲータは¢-0のときのものと比べて､

K(X,y;棉 )-e-i4,･(Ⅹ一y)/LK(Ⅹ,y;拍 -0).
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図 11‥三角格子Lorentzガスモデルにおける巻き数分布 :(a)から(e)まではそれぞれ衝
突回数2回から6回までの素な周期軌道に関するもの｡
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となる.これから､最終的にGut2;willerトレース公式は

d- k(- )諌 言溝 差exp【ir'5 d-e.嵩 lkI,7%4).wp']ldet(M;-Ⅰ)I喜

となる｡先に示したようにGlltZwiller-Vorosゼータ関数の形に書くと､

Zk(E;¢)- Cexpト i汀N''(E)]×

貢 n
Ill-･･J.f-1=01) 帆<Lplハ

ーー2けpヽ∧
l

1
一

ニ
.
hE]i

(177)

ErnHt
87日
リ
iZq

〟＼

｣

となるomp-卦 ま周期軌道の多重度であり､Cは適当な定数､expトiN(,(E))lまZk(E'4)
が実軸を通るようにする因子で､N(,(E)は平均累積状態密度である｡固有値は､

Zk(E(¢);¢)-0 (179)

で決まるo式 (179)を裾 こついて二回偏微分し､¢ -Oで驚 -Oであることを使って､
準位速度 ･準位曲率の半古典表式は

些 竺192
∂4,i

∂2E･,,.(め)

= -ih∑k･(w bl+砿 +･･･'砿 )2fl/1十か ....1/A.
E=En(¢=(,) ∑L･(Tpl+㌔ +-+TL,̂･)tt/I.か ...城 .

∑L･(wii,1'砿 +-+砿)2t-I,ll.1,;.....1,･A.
E=En(¢=O) ∑L･(Tpl+TIC+-･+TL,̂･)il/1.P打･･･.I/i.
=-ih

と与えられる8｡ただし､

tJ,,i tJ,.I-
expli(喜一竿+(k-4)･wp)】

lAl,l喜弔

tpll'小 ....pi.-ト1)叫lfl;lt,,;･･･i,,i.･

E-E"(¢-0)

E-En(4I-0)

, (180)

, (181)

である｡p'は匝,i)の組を表している.この表示は対応する古典系の拡散係数の表式

D-去∑室:(21L','LT崇.wT雲.:'.'.I :p:A)'/2./Alp禁 ,:7.4.'.'iptTJ･L (184,

に酷似している【3】odは空間の次元である.この表式は､Gutzwi1ler-Vorosゼータ関数

Z(E;¢)から準位曲率に対して行なったと同じ偏微分をFredolm行列式Z(I,β)に対して
行ない､ドリフトがないと仮定して得られる【3】｡式 (181,184)の物理的な意味は次のよ
うなものである｡分子部分は出発点から移動した距離の平均自乗偏差を周期軌道の組合せ

から作られる軌道に関しての平均を表しており､分母部分はその平均的な時間を表してい

る.古典系についての式 (184)は､Green-Kubo関係式を周期軌道の平均という形で表

8¢≠Oに対する表式も笥チ≠0に注意して求まるが､式が長くなるので割愛するo
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図 12:Tl101Zlessコンダクタンス9のK依存性 :N-管-128･

したものになっている｡古典系と量子系の違いは､量子系において位相が付くことと重み

が平方根になっていることである｡以上の表式から容易に察しが付くように､量子カオス

系の場合､Thouless公式

･- 左
∂2軌

∂¢2¢=L,) (185,

(9はコンダクタンス｡A-1/d(,は平均準位間隔O)は基本的には古典系の拡散係数を計算
していることになっている9｡ 図12に量子化されたkickedrotator系のThoulessコンダク

タンスのK依存性をplotした｡古典系の拡散係数は十分大きなKに対してD～K2と振
舞うことが知られている｡この振舞いとThoulessコンダクタンスの振舞いがほほ一致し

ている｡

また､ここでは久保公式との関係にも述べておきたい｡久保公式は､

q/LIP-管 /dE(一芸)q/,･U(E),

と与えられる｡ ただし､

U,W(E)- 7re2hTrlb,LS(E-A)扉 (E-a)i,

(186)

(187)

I(E)はFermi-Dirac分布であり､0は考えている系の体積であるoAkkernlanSとMontam-

bauxらのランダム行列論を使ったかなり粗い議論 【711によって､久保伝導率とThouless
コンダクタンスの比がユニバーサル定数であることが示された｡Thoulessコンダクタン

スは平均化されたコンダクタンスなので､久保伝導率も平均化されたものを考えなけれ

ばならない｡この場合､平均操作はエネルギー平均である｡ さらに､彼らは電場が線形に

時間に依存して断熱的に系に印加されるとして考え､その時間平均も考えた｡中はハミル

9この場合､運動量方向における輸送過程を調べていることになることに注意｡
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古典系の結果 半古典論の結果

●重みつきFroben.ius-Perid.n核 ●Feynman核

I:i(チ,Ⅹ)-eβ.(9-x)6(9-@*(Ⅹ))) K(X,y;pl)-e-ib.(不一y)/L(Xle-ihl./',.ly)
ete-Jlb.(Ⅹ-y)/L∑い4beiSb/'J.-ivy/4

●Fredholm行列式 ･スペ?トル行列式

det(1-ezL:)-0 det(EI-A)-o
●Ruelleゼータ関数 ●GlltZWiller-Voro占ゼータ関数

読,-np(1-tp) Zk(E;¢)-eXpト 7,NI'(E))nLnp(1-ち,A)
tp-cp.FA:デ ,p i1,,I-eXp[i(i-管+(k-4,).W1,))]

×lA,,rl/2ATTL
●母関数 ●固有エネルギ｣

Q(β)-limt→∞,fJln(eβ.̀丸-I)A) E,,f(4,)
固有値条件:1/((β,Q(β))-0. 固有値条件:zk(E,,Y,¢)-o

●拡散係数 ･準位曲率 (有効質量の逆数(¢-o))

表 1:古典系の結果と半古典論の比較 :Gutzwiller-Vorosゼータ関数は2次元系のものを

表記している｡

トニアン式 (172)の中で展開すれば､電場と見ることができるから､¢は時間を意味し
ていると見ることができる｡(もちろん､｢ベクトルになっているのをスカラーとみれば｣

の話しである｡)この結果として､久保公式に当たる部分は準位速度の相関関数として与

えられる｡この準位速度相関関数とTI10111essコンダクタンスが比例関係になる｡

(驚 (¢)豊 (恒 ¢′))担 ｡

去(廃し=｡)
(188)

丁二は¢についての平均を表す｡この式のAkkermallSとMontanlbauxの解釈はいささか理

論的にはっきりとしないが､エネルギー平均をすれば久保伝導率とTholllessコンダクタ

ンスが金属領域において比例関係になることは重要である｡ 準位速度相関関数の部分は半

古典論によって見積もられており[36]､周期軌道の巻き数の自乗平均によって決まってい
る｡ つまり､古典的な拡散係数によって決まっているのである｡ 一方､超対称性の方法に

よるFyodorovとsomnlerSの結果【24]によると､AkkermansとMontambauxの指摘した
ユニバーサル定数 CはC=27rと与えられる｡ 残念ながら､現時点では準位曲率の半古典
表式からこのユニバーサル定数を見積もれない｡

さて､この準位曲率の統計性について考えよう｡ 半古典表式が得られたがその統計性はそ

れほど簡単には理解できるものではない｡まずは､ランダム行列論からの結果によって分

-698-



半古典論と準位統計

かっていることを紹介しよう｡GaSpardetal.【191はランダム行列論の結果を用いて準位

曲率分布 p(K:)が ･

p(K)～K-(y+2) (189)

であることを示した｡ただし､i/-1,2,4はそれぞれ直交 ･ユニタリ ･シンプレクティツ

クアンサンブルを表している｡その後､高見ら【201はK:-0付近での振舞いが式 (189)

から外れることを数値的に示した｡また､数値計琴を駆使してZakrzewskiとDelande【21]

は､P(k)(k-KI/7y)が次の形をしていると予 想を立てた (Zakrzewski-Delande(Z-D)
予想)0

P(k)-Ny
(1+k2)(V+2)/2

i,I,は
7T

7〝=レP-P
であり､

8

･1-芸,N2-三,N4-蛋7r

で､戸は平均状態密度である｡βはLeveldynamicsとして見た時の温度を表し､

~~~言 1-蚕T

(190)

(191)

(192)

(193)

である｡

その後を抗い,て､vonOppenl22]は超対称性の方法を用いて､GOEに対する準位曲率分

布を正確に求め､Z-D予想と一致することを示した｡その後､同じく超対称性の方法で､

Fyodorovl23]は準位速度分布を､FyodorovとSommers[24,25]はAharonov-Bolm Aux
がある系に対して準位曲率分布を求め､Z-D予想との一致を示した｡また､Yurkevichと

Kravtsov【26]は起対称性の方法で非摂動部分を丁寧に計算し､準位曲寧分布とThouless
コンダクタンスに対する補正項を見積もっている｡

Aharonov-Bohmfluxのあるメソスコピック系 (或は周期的な格子系)に村するFyodorov

とsommersの準位速度 ･準位曲率分布の定義が最もシッカリしたものなので､ここでは

彼らの定義を採用しよう｡¢をAharonov-Bohnl且uxとする｡ まず､形式的に､

K(u)-limETrG+(4,;E)TrG~(¢-0;e)<一一()

¢ = 2三 準位速度分布

¢ -2語準位曲率分布
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と定義する｡ただし､ここで G土は遅延 (+)･先進 ト)グリーン関数である｡ もしエネ

ルギー準位に縮退がなければ (この仮定は一般の量子カオス系に対して妥当な仮定であ

る.)､K(u)は

u2+iuK.A
tu2+K,?A
u2+iuV.,..
tu2+V.,?

6(E-E,.) 準位速度分布 (197)

6(E-E･,..) 準位曲率分布 (198)

となる.P(V)とK(u)と､或いは､P(K)とK(u)とは､

鉾 K(u))- u2Fn 差 左 dv

eつied
r

州礼ニ 2
3二pnu

lHH"lH一心
nはlu
gnHu■川■1一
△
言

-I"･L'r:.dvP(V)cos(kv) 準位速度分布 (199)
rn 詣 dK

-uL∞dve~'･J･"/_nndKP(K)ei"に 準位曲率分布 (200)

で関係付けられている.K(u)の表式から分かるように､半古典和則におけるようにデル
タ関数にLorentziansmoothingを導入して､デルタ関数の2乗を1乗に置き換えるトリッ∫
クがここで使われている｡式 (194)に対して半古典和則同様の解析を行なう七前節の問

題に直面する｡(詳細は省略する｡)つまり､e- OとするとK(u)が発散してしまうので
ある｡ 原因も同様でMITグループ或はBogoomolnyとKeatingの結果を用いているため

である｡特に､¢- 0は時間反転対称性が破れた系から時間反転対称性が回復した系へ

移行させなければならないため､周期軌道の時間反転対称性 (周期軌道の多重度)を真面

目に扱う必要がある｡ 残念ながら､現時点では､どうしたらこの間題を解決できるか分か

らない｡

また､準位曲率がThollless公式を通して輸送現象に関係していることから､輸送現象に

とって軌道の時間反転対称性が重要な役割を担っていることが間接的ながら理解される｡

この結果は､弱局在の問題 (【621とそこに挙げられている文献)にそのまま焼き直おされ､
これまでに得られている結果とconsistentであると思われる｡

6 まとめ

この小論では､｢何がランダムであるのか｣という問題意識を持ちながら､｢量子カオス

系がなぜランダム行列論と良い一致をするのか｣､｢半古典論でどこまで量子カオス系の

ユニバーサリティ(或はランダム行列理論の結果)に肉薄できるか｣､｢その力学的なメ

カニズムはどのようなものか｣を､最近のMITグループとBogomolnyとKeatingの結
果を紹介する形で示した｡読者の中には次のような疑問をお持ちの方もおられたかと思

う｡｢既に､超対称性の方法によって準位続計について沢山の結果が出されているのに､
なぜ半古典論でわざわざ面倒なことをしなければならないのだ｡｣確かに､計算手段とし

て超対称性の方法は優れている｡ しかし､そこで解析されているのは､ランダムネスを
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仮定したモデルであり､出てくる結果は同じであるが､我々の扱っているモデルとは基本

的に異なるものである｡一般に､ある理論体系の仮定となっている所を十分に検討して

仮定が成り立っているか､その仮定がどのような物理 ･数理的意味を持っているのかを調

べるのは重要なことである｡ ある物理的な事柄が他の方法によって示されることも必要

で､物理現象は色々な角度から研究されるべきであると思うのである｡ 実際､MITのグ

ループが示したように超対称性の方法は半古典論に対して非常に有用な情報をもたらした｡

おそらく､半古典論と超対称性の方法はこれからも相補的な関係を保つのではなかろうか｡

この小論で示したことの大部分は､既に得られている結果の紹介に過ぎないが､最後に紹

介した準位曲率の半古典的解析についての結果は少しばかり新しい結果である｡副産物と

して､準位曲率分布の半古典的な導出における困難が半古典和則を示す時に現れる困姓と

同じようなものであることが示された｡まだ､この困難が解決できるものであるのかは分

からないが､いずれもR2(x)の対角項と非対角項のキャンセレーションから起因している
点は面白い｡これは､あたかも素数のように分布する周期軌道の間の微妙な相関がランダ

ム行列から得られる結果とある極限で一致するために必要であることを示し､非常に興味

深いことである｡ 周期軌道の微妙な相関は､Riemannゼータ関数からの類推として､ラ

ンダムな過程 (Poisson過程)にプラス補正項という形のものではないかと予想され (式

(151)参照)､さらに､式 (127)から周期軌道のペアリングに関する確率と相関の形も

Riemannゼータ関数に対するH-L予想と同じようなものと予想がつく｡数値的な研究か

ら量子カオス系とランダム行列との一致は驚くべきものであるが､最近､直交 ･シンプレ

クティツク対称性に村してはランダム行列論とズレがあるという報告がある【56】｡そのず
れ方にはユニーバサリティがあるようである｡量子カオス系はランダム行列との一致する

のか否かによらず､ユニバーサルな振舞いを示すのであるならば､self-retracingな周期軌

道と多重度2の周期軌道の間のユニバーサルな関係が存在することを示しており､数の問

題としては先に示したようにユニバーサルな振舞いがあることが分かっている｡これは非

常に興味深い点であるので今後研究の対象として面白いであろう｡ところで､二点準位相

関関数について中心に話しをしてきたが､同様にスペクトル行列式についても､相関関数

C(E)-(det(x-a)det((x+i)亮 )) (201)

を考えることができる｡ この相関関数に関してもMITグループ､BogomolnyとKeating

とconsistentな結果が得られている【551｡

また､統計力学的な興味もつきない｡量子カオス系のユニバーサリティが対応する古典系

のエルゴ-ド的な性質の直接の現れであることは､半古典論による解析によって古典系

のエルゴード性を量子系のエルゴード性の議論に使用することができることを意味する｡

個人的には､今後､この方向での発展を期待したい｡
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Appendix

このAppendixでは､古典系におけるPerron-Frobenius作用素に対するFredholm行列式

が周期軌道によって展開されることを示す【叫｡まず､位相空間内で定義される密度関数

p(r)(r-(X,p))の時間発展は､6(r-◎t(r'))によって､

(L*p)(r)-/6(r一･t(r'))dr′ (A-1)

と記述される｡ ただし､◎は今考えている系のフローである｡ここでは､離散的な写像系

をとりあえず考える｡ 作用素L:は形式的には､I:-6(r-0 1(r'))と与えられる｡ ここで､
Fredholm行列式は

Z(I)-det(1-ezL:)

で定義される｡次の恒等式に注意して､

det〟 -expTrlog〟

すると､

Z(I)-det(1-elL:)-exp【Trlog(1-eュl:)]

である｡更に､式 (67)を使って､

Z(I)-exp卜,,;l憲 Tr(L")]

(A-2)

(A-3)

(A-4)

(A-5)

となる｡今考えている系が双曲的な系であって､周期軌道が孤立してあるとすると､Tr(i:'n･)
は周期軌道の和として表すことができる｡

Tr(i:'n')- ∑∠_.∫
,,:,=."(r)ldet(1-Jl,)I

(A-6)

ここで､pでインデックスされる周期軌道のJpは､その周期軌道に対応した◎'''(r)のJar

cobi行列である｡ 今､双曲的なハミルトン系を扱っているので､Jacobi行列 Jpは固有値

Ap,1,･･･,Ap,a,Ap,叶 1,- ,A2dを持ち､その内の最初のd個が IAp.tl>1(1≦I≦d)で
あって､残りの固有値はIA,,.Ll<1(d+1≦l≦2d)であるとする｡シンプレクティツク
な系だから､これらの固有値はAp.I,A,…+I-1/Ap.Lとペアを成している｡ ここで､このペ
アリングを注意しながら､絶対値が 1より大きな固有値に関して幾何級数で展開すると､

最終的に､

Z(I)- Il ∩⊥⊥
L･1I21.A:A L,,.lLd.2...L｡,,EL･･1･-L2d(I)

Ek･1…k･dLd.1".t2d(I) lL;
1- 1 A;,A.illA,I,,I.ii2･･･A;,2.d2,I
lApI A,Li.llALL;72- A,Ai:7,I
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が得られる｡ただし､Ap-rIプ=1Ap.,.としたoZ(I)はRuelleゼータ関数の逆数の無限積
となっている｡また､Z(I)の平衡状態に対応するゼロ点､つまり､I-0を考える時は､
それぞれの Ruelleゼータ関数のゼロ点と極がキャンセルし合う構造になっているので､

Ii-0(i-1,2,3,-･)のRuelleゼータ関数だけを考えれば良い｡

連続なフローの系ではPoincar6断 面を 設定して 議論をすることになり､少々導出が長く
なるので､ここでは最終的な表式 につ いてのみ記す｡鹿終表式は､離散写像系の場合にお
けるem･pをezT,,で定義し直せば良 く[54]｡

ezTL･T･

⊥⊥
A,llL.･2"L･.IL叶lLI.12.‥L.,G 71- I,,(I)I

Z(I,- exp [一宇,裏,三

n ∩ (A-9)

ただし､Mpは周期軌道pに対する (Poincar6写像の)nlOnOdromy行列であり､Poincar6
断面をとっているのとハ ミルトニアンが定数であることから､d次元系に対 して Jとeは

I-2(d-1),e去d-1であり､

1Ai,,.:ilA1㍍i2
ELl1...k･cLc.1…tf(I) lApIA,i:l九去?2

である｡1/Z(I)は以下のような性質を持つ｡

1 1/Z(I)～一旦+H aszー0,7rZ

ここで､GとHは実定数である｡

E

u

ENL
こe (A-10)

(A-ll)

また､Ruelle-Pollicot共鳴 (perron-Frobenius作用素£の固有値はte~7弓 ) の複素平面上
の様子は図13のようになる｡7°は平衡状態に対応 している｡
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