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マルコフ過程を用いた動的幾何ソフトウエアについて（みつ
どもえ作図の収束について）

明治大学総合数理学部阿原一志

Kazushi Ahara, University 

概要：著者は，マルコフ過程を用いた動的幾何ソフトウエアである PointLineを開発

中である． PointLineを用いた，みつどもえ作図（およびその類型）の作図収束に関す

る数理的解決の部分解が得られましたので報告する．

1 はじめに

1.1 動的幾何学ソフトウエア概観

動的幾何ソフトウエア (Dynamicgeometry system, DGS)の定義については，おおむ

ね合意が得られており， Wikipediaに記載されているものが標準であると考えられる．

それによると，「コンピュータソフトウェアにであって，おもに平面幾何学の作図を行う

ことができるものをいう．これらの動的幾何学ソフトにおいては，作図は点・直線・円

などをマウスクリック・ドラッグによって行い，作図手順が記録される．作図を行った

後に，幾何要素（点・直線・円など）を動かして，作図全体を変化させることができる

のが主な特徴である．」

上記定義において「平面幾何学の作図」は，古代ギリシャ以来の「コンパスと定規に

よる作図」を核として，そこにいくつかの「便利と思われる作図手順」を追加したもの

であると考えられる．阿原(2023a)によれば「作図ソフトウエアの甚本思想は，コンパ

スと定規による作図の作業を電子化したものである． GeoGebraをはじめとする，ほぼ

すべての従来のDGSでは，コンパスや定規による作図の手順を入力することにより，演

繹的に図を構築する仕組みが導入されている．定規とコンパスによる演繹的な作図にお

いては，手順が後の幾何要素（頂点，直線，円など）は，すでに生成された幾何要素か

ら一方向的に依存するのが当然であり，従来のDGSではこの思想でソフトウエアが成

立している．」このことも，広く同意を得ているものと考えられる．

1.2 PointLine :双方向的DGSの先駆け

阿原 [2](2018)により公開されているソフトウエア PointLineでは，双方向的な作図

モジュールという考え方を導入して，この考え方をマルコフ過程の技法を援用すること

によりシステム実装を行っている．詳細は [3]にゆだねる．

Point Lineはソースコードを公開している [4][5].
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1.3 PointLineの問題点

画面上の作図が安定することを，頂点の点群に作用するマルコフ過程が任意の初期状

態に対して収束することとする．作図が形をかえないままに回転したり平行移動したり

することは含まないものとする．すべての作図が安定するようなマルコフ過程をもつ作

図モジュールが設計できるかどうかは数理的な解析が必要である．図が成立するような

作図のほとんどすべてでは，現状の PointLineのもつマルコフ過程群で安定している．

さんすくみ作図は，当初は安定しないものと考えられていたが，本稿で説明するように

パラメータを制限すれば安定であることが示された．

本稿では，作図モデルを定義し，いくつかの具体的な作図モデルにおいて，図が安定

するためにはパラメータに条件付けが必要であるということを紹介する．

2 問題の設定：作図モデルの収束性の解析

Point Lineに実装されている双方向的な機能は，平面上の点群を対象として，作図の

構成要素（点同士の関係性，モジュールと呼んでいる）を実現するような，いくつかの

マルコフ過程を考え，点群に連立的にこのマルコフ過程をイテレートすることにより実

現している．このことから，作図の構成要素を実現するマルコフ過程は，イテレートに

より単体で収束することも求められるが，作図全体で収束することも要請される．本稿

では， PointLineの機能の中から，中点モジュールに関するものと，頂点の固定に関す

るものだけを仮想的に取り出し，作図の安定的な収束が保証される条件について数理的

に解決することを目標とする．

そのうえで，本稿では次節以降でこの2つの構成要素のみで作れる 3種類の図（図2,

3, 4)の収束性について説明する．この図を取り上げた理由としては， PointLine開

発過程において，図3（ふたつどもえ），図4（みつどもえ）に対して，図を安定的に

収束させるような中点モジュールの設計がわからず，試行錯誤のうえでパラメータ調整

に成功した，という経緯がある．

この二つの図に共通することは，二つ以上の中点モジュールが相互参照をしていると

いう点であり，よつどもえ，いつつどもえ，など点要素を増やした場合に，挙動がどの

ように変化するかという問題は未解決である． Mathematicaによるシミュレーションで

は， 2r< tという条件については，よっどもえ，いつつどもえにおいても収束が保証さ
れることが観察されている．

3 作図モデルの定義

この節では，作図モデルの定義を行う．作図モデルとは，幾つかのモジュールと，頂

点の固定・非固定設定の組み合わせから構築されるものである．ここではモジュールは

中点モジュールだけに限定して考察を行う．
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3.1 中点モジュール：作図モデルの部品(1)

3.1.1 中点モジュールを表す行列M

中点モジュールを次のように定義する

定義 13つの平面ベクトルa,b,cを成分とする列ベクトル全体の集合を（配）3とする．

関数M:（股叩→ （股叩がCをa,bの中点に指定する中点モジュールの遷移関数である

とは，以下の4つの条件をみたすものとする．

（条件0) M は対角化可能な 3次実正方行列で表現される．

（条件1) 任意のt(a,b, c) E（股予に対して， lim M叩(a,b,c)）は（（尺叩＝配と
n→OO 

して）収束する．この極限をt(a oo, boo, coo)と書くことにする．

（条件2) 任意のt(a,b, c) E（股叩に対して， a00+ b00 = 2c00である．
（条件3) M は必ず固有値1を持つものとし，固有値1の固有空間の次元は2であ

るものとする．

（条件4) M は自明な行を持たないものとする．ここで第i行が自明であるとは，

M=い）としたとき，任意のjに対して匹＝的であることと定める．

M が上記の条件0～条件2を満たすものとして， M の固有値の絶対値に着目する．

条件1により， Mの固有値は，絶対値が1未満の複素数であるか，または 1である． M

の固有値の絶対値のすべてが1未満の場合には，必ずa00= b00 = c00 = Oとなり，条件
2は必ず満たされるが，この場合はMは条件3により，中点モジュールではない．

M の固有値1の固有空間の次元が1であり，残りの固有値の絶対がすべて 1未満だと

すると， aoo'boo'cooは，初期のt(a,b,c)によらず，原点を通るような一つの直線上に載

ることになる． DGSを実装するためのモジュールの適切さから，この場合は除外して

考える．

Mが対角化不可能の場合も考えられるが，条件1の収束性から 2次元のジョルダンブ

ロックはないことが示されるので，（断らずとも良かったのだが）条件0には対角化可能

であるとした．

ソフトウエア仕様の観点からは， 3次正方行列で与えられないような関数M:（股叩→

国）3を考えてもよい．実際に中点以外のモジュールでは，線形ではないような遷移関

数を想定している．ここでは，問題を簡素にするために，このようなセッティングをお

こなった．

アルゴリズム工学の観点からは，「早く収束する」ことも大切だが，このことは特に問

わないものとする．実際には，実用に耐えるステップ数でほぼ収束するようにコーディ

ングすることが可能である．

定理 1(1)写像Mが条件0～条件4を満たすとき，ある実数r,s,tが存在して

M = M(r,s,t) ＝ （口Sr 1 : r s 
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である．ただし， 0<r+s+t<2である．

{2) M(r, s, t)の固有値は1,1, 1 -r -s -tであり，固有空間はそれぞれ

間＝ Spane(2, 0, 1), t(-1, 1, 0)) 

W1-r-s-t = Span (t(r, s,ーい）．
である．

証明：固有値1の固有空間をW1と書くことにする． t(a,b, c) E W1について，次の命

題が成立する．

命題 1t(a,b,c)E間であるならば， a+b = 2cである．

証明： 任意のt(a1,b1心），t(a2,b2心） EW1に対して， a=(a1匹），b= (b1, b2), C = 

(c1心）とすると， M(t(a,b, c)) = t(a, b, c)であることから，条件1, 2より a+b= 2c 

である．このことより， a1+ b1 = 2c1が従う．（証明終わり）

固有値1の固有空間の次元が2であることから

間＝｛（a,b, c) I a+ b = 2c} = Span (t(2, 0, 1), t(-1, 1, 0)) 

であることが従う．

1以外の固有値をa, その固有ベクトルの一つをパx,y,z)（ただし， X+ y-/= 2z) と

置くことにする．このとき，

と置いて，M＇＝P(；： 
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M'= -X-1 y+2z （三口Z ーロay_—+1□ _X:;：Y口こ）
である．この行列M'は，固有値1,aをもち，固有空間はそれぞれSpan(t(2,0, 1), t(-1, 1, 0)), 

Span(t(x, y, z)）である．ここで， r=
x(a -1) _ y(a -1) _,_ -2z(a -1) 

s = ~. t = 
-x -y + 2z'~ -x -y + 2z'" -x -y + 2z 

とおくと，

M'= (]r l i r s 1;t) 
を得る．このとき， X : y : Z = T : S : -t/2であり， r+s+tヂ0が条件となる．改め

て固有値を求めると a=l-r-s-tとなる．イテレートによって収束する条件より，

-1 < 1 -r -s -t < 1であって， 0<r+s+t<2が従う．このことから， M'を改め

てM とおけば，これが求める行列である．（証明終わり）
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3.1.2 中点モジュールを表す行列の図形的な意味

この解は図形的な意味もあることがわかる．実際に， t(a~,a;, a;)= Mt(a1, a2, a3)と

すると，

（［ミ） ＝ （］／／[［[：3:-［:1:::/［ミ：）

01 腎竺 aュ
図 1:中点モジュールの図形的意味

つまり， a｛は2点a1,(-a叶 2a3)をr:1-rに内分した点であり， a;は2点a2,(-a戸

2a3)をs:1-sに内分した点であり， a;は2点a3,(a1＋知）／2をt:1 -tに内分した

点である（図1)．この行列は，自由な3点から始めて，その3点のそれぞれが，等間

隔に並んでいる状況からどれだけ離れているかを調べ，内分により等間隔に並んでいる

状況に近づけようとするような写像になっている．

仮定 1以降， DGSとしての適切さから， 0< r, s, t < 1, r = sを仮定する．

r = sという条件は図1のa1,a2に関する遷移を等価にするための条件である． 0<

r, s, t < 1 であることは， a~,a;, a;のそれぞれが内分であるための条件である． a1,a2, a3 

のうちの任意の 2つを同定した場合，残りの 1つが適切な位置へと収束するためには

a~, a;, a;のそれぞれが内分である必要がある．これも DGSとしての自然なふるまいを
要請するための条件として追加したもっとも，数学的にはこの仮定を課す必要はなく，

以下の考察においても，この仮定を付けない議論には数学的な興味があるものと考えて

いる．
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3.1.3 一般の点群についての中点モジュールを表す行列M速

平面ベクトルを成分とする列ベクトルの集合（罠2rを考える．これは，平面上のn個
からなる点群であると考えることもできる．このような状況で， n個の内の特定の3点

について上記の中点モジュールを作用させるような写像を定義する．

定義 2i, j, k E {1, 2,..., n}を互いに異なる 3数とする． akをaiaiの中点に指定する

写像Mijk:（配）n→（配）nを以下で定義する．

t(a1, a2,..., a砂 E （記）n に対して t(a~,a;,..., a~)= Mij記(a1,a2,..., a砂）を

(1) t(a~, aj, aい＝ M(t(ai,aj, aり）
(2) a伝＝ am (m c:J i, m c:J j, m c:J k} 

によって定める．

3.2 頂点の固定：作図モデルの部品(2)

頂点のいくつかを固定するような作図モデルを構築することを考える．実際に，マル

コフ過程を構成する遷移関数の各々において，「幾つかの頂点を固定する」という定義を

含めることにする．実際には以下のように定義する．

平面ベクトルの列（配）nと互いに異なる 3数i,j, k E {1, 2,..., n}を考え，｛1,2,...,n}

の部分集合Fに対して， Mぶ： （罠叩→ （罠叩を以下で定義する．

実際に， t(a1,a2,..., a砂€ （股ザに対して

t(a1, aふ．．．，a［） ＝ M馴 (a1,a2,..., a砂）を

四 ifm E F 

a瓜＝｛心 ifm¢F 
ただし， a伍は t(a~,a;,..., a~)= Mi]化(a1,a2,..., a砂）により定める．

3.3 作図モデルの構築

点の個数nを指定し，平面上の点群{a1, a2, ・・・,an}を考える．点群の要素を頂点と

呼ぶことにして，点群の要素の中から固定する要素を指定し，点群の要素の間に中点の

関係性を設定する．以下に示した最初の例では，「点の個数 n= 3, a1,a2を固定， a3を

a心の中点に指定」のように書かれているが，これで作図モデルとしては必要十分で

ある．

作図モデルを構築出来たら，次は遷移関数の設定を行う． Fc {1, 2,...,n}によって，

頂点の幾つかを固定したうえで，特定の3点の間に中点という相互関係を持たせるよう

な関数Mぶを準備する．中点モジュールが複数ある場合には，中点モジュールそれぞ

れに応じてMぶを準備する．
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マルコフ過程としては，点群の初期状態は，互いに異なることを前提に任意の一般の

位置にあるとして，遷移関数は準備した 1つ以上の Mぶの合成関数を考えることにす

る．合成関数を作る際には，合成の順序が問題になる可能性はあるが， PointLineを開

発しているうえでは，この合成の順序は重要視していない．合成の順序交換による，収

束・非収束の変動や，極限の点配置の変動については，数理的な課題としては認識して

いるが，本稿では言及しない．

主たる問題は「点群の初期値に関わらず，遷移関数を繰り返し適用する（イテレー

トする）ことにより，点群が収束するかどうか」である． PointLineでは多くの種類の

モジュールがあり，その組み合わせも無数にあるが，そもそも図が破綻しないようなモ

ジュールの組み合わせで，遷移関数のイテレートが収束しない場合のある例は，本稿の

ふたつどもえ，みつどもえ以外には見つかっていない．（見つかっていないから存在しな

いということにはならない．）

ー
・
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作図モデルの構築と， その収束性

例1:固定された2点の中点の作図モデル

図 2:固定された 2点の中点

頂点の個数 n=3

a1, a2を固定， a3をa1a2の中点に指定

まず，図2について説明する．頂点の個数nは3である． a1とa2の頂点に丸囲みが

あるが，これは固定された頂点を意味する． a1から a3ヘパーレン， a3から a2しまパー

レンがあるが，これはa3をa1a2の中点に指定するような中点モジュールを設定するこ

とを意味する．

以上より，遷移関数はM｛炉である．具体的に，遷移関数は

M炉＝（i 01t
-
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であり，明らかに，固有値は1,1,1-tであって， O<t<lの条件のもと， a叶まa1a2

の中点へと収束する．

なお，参考までに，固定する頂点の組を変更して，

[ a1, a3を固定， a3をa心の中点に指定

という作図モデルで考えると，遷移関数はM畠3}となり， a2はa心3を2:1に外分
する地点へと収束することが確かめられる．

4.1.1 例2:ふたつどもえ作図による作図モデル

この節では，ふたつどもえ作図について考察する．この作図は図3で与えられる． Ge-

oGebraなどの従来型のDGSで，固定された a1a2から a3,a4を作図するためには， 3等

分の作図をする必要があり， GeoGebraの中点の機能だけでは，この図に相当する作図

はできない．（GeoGebraでスクリプトコーディングをすれば，その限りではないが，ネ

イティブな機能では作図できない．）

図 3:ふたつどもえ作図

点の個数は n=4である．頂点には順に a1,...,a4と命名する．

a1, a2を固定， a3をa1a4の中点に a4をa四 3の中点に指定
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p2 = ((1 -r)（1-t) ＋ t (1 -t) （2r＋合））
(1 -r) (2r + ½) 4戸＋ （1-r)(l-t) 

であり，凡の固有値をa2，あとすると，遷移関数を表す行列行列の固有値は1,1, a2,/32 

である． a2，あを実際に計算してみると以下の二つの性質があることがわかる

命題 2{O)行列凡の固有値はr,tに関わらず実数

{1)行列的の固有値の絶対値が1未満である必要十分条件は2r< tである．

証明：互あは2次方程式の解なので，この方程式を実際に書き下してみると丑＋

加＋c=Oであって，

t2 
b = -2(1 -r)(l -t) -(4r2 + ~), 

C = (1-T - t)乞

である．ここで，判別式を計算すると

炉 t¥2 1/ ~ t2¥2 ~ -c = (1 -r)(l -t) (2r + ~) ~ +} (4r2 -~) 

> 0, 

となり， a2，んがともに実数であることが保証される．また， a2,(32の絶対値が1未満

であるための必要十分条件は1土b+c>Oかつー1< く 1である．ここで前者は

x＝土1で丑＋bx+c> 0である条件，後者はy= x2 +bx+cの軸がー1と1の間にあ

る条件である． bが負， eが非負であることから， 1-b+c>Oとー1< -~は必ず成り

立つ．残った条件は l+b+c>O かつ―~ < 1である．前者の条件について，

3 
l+b+c= -~(2r-t)(2r+t). 

4 

であり， 2r+tは正であることから，この式が正であることは2r< tと同値である．

後者の条件について， O<r<lかつO<t<lの範囲で， 2r< t⇒b+2>0である
ことが計算により示すことができる．このことから， 2r< tが求めるべき必要十分条件

である．

つまり，図としては成立しうるが，パラメータがr≪ 1, t ≪ 1であっても，作図モデ
ルが収束しない組(r,t)が存在することが明らかになった．この性質を持つような作図

モデルは，現状では「ふたつどもえ」「みつどもえ」とこの系列の図が判明しているだ

けである．

図4において， 2r= tだとすると， a1,a2, a3の移動距離が等しくなる．このことが，

相互参照を含むような図の非収束の根拠になるものと想像される．
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01 

03 

0-1 + O..z 
.2. 

aュ

図 4:移動距離の観測

a1 

図5:みつどもえ作図

4.2 例3:みつどもえ作図による作図モデル

02 

本稿の主たる目的である，次の図についての説明と，現在判明している数学的な性質

について説明する．

点の個数はn=6である．頂点には順にa1,...,a5と命名する．

a1, a2, a3を固定， a5をa心4の中点に， a6をa四5の中点に， a4を

a四 6の中点に指定する．

このことから，遷移関数は

M畠2,3}M盆戸MJ贔2,3},M畠2,3}M此2,3}M髯訊'3}

のいずれかになる．今回は前者 M畠2,3}M盈訊'3}MJ贔2,3}を用いるが，後者を用いても同
様の解析は成立する．
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命題 3遷移関数の行列は具体的に

M畠2,3}M}ご'3}Mji戸＝（I:闘
で与えられる．ただしここで

記＋（1-r)(l -t) 2(1 -r)r (1 -r)(4r2 + t/2) 

p3 = ((1 -t)（4戸＋t／2) （1 -r)（1 -t) 2(1 -r)r(1 -t) ＋ t2/4) 
2r(l -t) t/2 (1 -r)(l -t) 

である．

この部分行列凡のすべての固有値が 1であるかまたは絶対値が1未満であるとき，

この遷移関数はイテレーションによって収束する．固有値を与える凡の特性方程式を

f孔x;r, t) = 0とすると

f孔x;r, t) = x3 -(3(1-r)(l-t) +8r3)x2 + (3(1-r)(l -t)(l-r-t)-t3 /8)x-(l-r-t)3 

である．

凡が固有値1を持っための必要十分条件は2r= tである．

4.2.1 すべての固有値の絶対値が1未満である条件

この3次方程式f孔x;r, t) = 0の解すべてが「1または絶対値が1未満」を満たすよう
なr,tの条件を求めたい． Mathematicaでシミュレーションしてみると， 2r < tで

ある「ように見える．」このことの人力による証明はできていない．

Mathematicaによる量子消去によって，次の命題は検証された．（この検証結果を信じ

てよいか，筆者は判断根拠をもたない．）

命題 4Mathematicaの量子消去による検証結果を真とすれば， xに関する方程式f孔x;r, t) = 
0が絶対値が1の複素数解を持っためのr,tに関する条件は2r= tである．

実際に以下のコードによる．

Resolve[Exists[ 

x, {1 -3 r + 3 r~2 -r~3 -3 t + 6 rt -3 r~2 t + 3 t-2 -

3 r t-2 -t-3 -3 x + 6 r x -3 r~2 x + 6 t x -9 rt x + 

3 r~2 t x -3 t-2 x + 3 r t-2 x + (t-3 x)/8 + 3 x~2 -3 r x~2 + 

8 r~3 x~2 -3 t x~2 + 3 rt x~2 -x~3 == 0, Abs[x] == 1, 
Im [r] == 0, 0 < Re [r], Re [r] < 1, Im [ t] == 0, 0 < Re [ t], 
Re [ t] < 1}], Complexes] 

出力は以下のとおりである

0 < t < 1 && r == t/2 

計算により， r= t/2のときには，固有値1を持つことがわかっているので， 1以外の
「絶対値1の固有値」が存在しないことも検証されたことになる．
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4.2.2 r, tが0に近いときの挙動

r ≪ 1, t ≪ 1を仮定するとき，遷移行列M畠2,3}M以2,3}M}tl,3}の1次近似Pj1)を計
算してみると，ターゲットとなる行列は

州＝（1-f  t 1-2;―t 1-2:r-t) 
となる．この行列の行列式について，以下が計算できる．

命題 5(1) PP)の固有値は

5.. v'3 
1 +r -- 1 -2r --t士―-（4r-t)i 
2'4  4 

である．

(2) 0 < r ≪ 1, 0 < t ≪ 1の条件下では，すべての固有値の絶対値が1未満であること
は2r< tと同値である．

Pi1)の特性多項式は

~ (2 + 2r -t -2x) ((4 -16r + 28召— lOt+ 14rt + 7t2) + (-8 + 16r + lOt)x + 4丑）
8 

であり，これを解くことにより（1)を得る． l+r-ーの絶対値が1未満である r,tの範
5 2 

囲は2r< tであり， 1-2r--t土 v'3(4r-t)iの絶対値が 1未満である r,tの範囲は
5t 2 3 4 

(1 -2r -~)＋ー(4r ーが＜ 1 （場所が確定している楕円の内側）である．これらの
4 16 

計算により (2)が従う．

この命題より， r≪ 1, t ≪ 1の条件下では2r< tで（初期状態に関わらず）図は収束
することが保証された．それと同時に， r≪ 1, t ≪ 1であっても図が収束しないような
パラメータ (r,t)の存在も証明できた．

Mathematicaの量子消去による検証結果と合わせて考察をしよう． xに関する方程式

f孔x;r, t) = 0の解はr,tについて連続であり，絶対値が1の複素数になる必要十分条件
は2r= tであることから，（r,t)が(0,0)の近傍にあるときの考察を合わせて，以下の結

論を得る．

命題 6Mathematicaの量子消去による検証結果を真とすれば， xに関する方程式h(x;r, t) = 

0の解がすべて絶対値が1未満であるためのr,tに関する必要十分条件は2r< tである．
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5 今後の研究の方向性

残っているいくつかの問題について提示する．

みつどもえ作図に現れる行列P3の固有値の絶対値の評価を完成させたい．また，パ

ラメータ r,tの値を少し広げても同じような結論が得られるかを調べたい．

「中点モジュール」を「比m:nの内分点モジュール」の場合に拡張したとき， r,tにつ

いての条件は変わることが強く想定される．このときは，仮定のなかにある r=sという

条件を置く必要はなくなる．ふたつどもえ作図で，（m+n)r/n< tかつ(m+n)r/m< t 
のような収束条件が発生することを予想しているが，証明できるだろうか．

今回の結論は「正しい図に近づくように少しずつ動かすようなマルコフ過程を組み合

わせても，不安定になることはありうる」だが，ふたつどもえ，みつどもえ特有の話と

も思えないので，もう少し一般論が構築できないだろうか．
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