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旗多様体上の同変積分と Grothendieckpolynomial 

大阪公立大学／京都大学 大川領＊

Osaka Metropolitan University / Kyoto University Ryo Okawa 

概要

旗多様体，とくにグラスマン多様体上の同変積分を考える．望月拓郎氏の壁超え公式の理論に

触発された計算手法により，同変積分についての留数公式を与える．とくに，積分する K理論の

クラスをうまく設定することでGrothendieckpolynomia]の行列式公式を得る．

1 導入

旗多様体{F. I F,n C ・ ・ ・ C F1 C W}に対角トーラスから誘導される作用を考える．このとき同変

積分がトーラス作用の固定点における指標の足し上げにより定義される．本報告では，この同変積

分に関する留数公式を導出する．証明のために，旗多様体を幾何学的不変式論による商空間と捉え

て，壁越え現象を利用する．これは，望月拓郎氏の壁超え公式の理論 [10]に触発されて考えた計算手

法である．

以下では，複素数体C上の代数多様体を考えるこの節の残りで，記号の準備と基本となる局所

化公式について説明する．

1.1 記号の準備

滑らかな代数多様体M 上のベクトル束£に対し， 8の双対を [V= LJ Hom(Elp, IC)とあらわす．
pEM 

また，^ ー1£ =区（ー1)£A心，という記号を用いる．ここで A£5は， Cのt次の外積とする．

とくに接束 TMの双対つまり余接束 T*M= (TM)vをとると， M がコンパクトなとき

虹 (M,A_1T* M) = x(M) E K(pt）竺 Zはオイラー数である．以下ではパラメータ tに対して

A_t[ = A-1 (£ iSI t)という記号も用いる．次の小節ではトーラス作用の局所化公式による積分を導

入し，コンパクトでない場合も含めて M のK理論的オイラー数Xt(M)を定める．

自然数 nに対して [n]= {1, 2,..., n}とおく．階数 nのベクトル束£と部分集合 IC[n] 

に対して， Fl(t:,I)で各点 XEM における Eのファイバーらの旗 F.= (F1 C ・ ・ ・ C F,n)で

{dimF1,...,dimF=} = Iをみたすもの全体がなすM 上の旗束を表す．ここでm=IIIとした

少し紛らわしいが［叫＝ 1+ t + ・ ・ ・ + tn-lとおく．また次の記号を用いる．

(:),=~l]t m) t [m]t[m -l]t ・ ・ ・ [l]t 
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1.2 局所化公式

代数的トーラス 11'=(C*)Sの作用を持つ滑らかな代数多様体 M に対し， 1['同変 K群 KT(M)を

考える例えば M =ptの場合ウエイト分解による同型応(pt)竺Z[tf,...,t日がある．ここで

座標 (tぃ．．．，ts)E']['= (C*)8に関するウエイト空間 Cパ1...i:rが単項式 t『・・・応に対応する．以下
t = (t1,..., ts)とおく．つぎの事実は，［7],[13]からしたがう．

事実 1.1.固定点集合M']["の埋め込み L:MT→M について以下が成り立つ．

(0)押し出しし＊はつぎの同型を与える．

ら：応（MT)露 t打(Q)(t)竺応(M)@z[t可(Q)(t)

(1)固定点集合は部分多様体M3の直和 M']["＝日M3に分解する．

(2)凡を M;rcMの法束とする．このとき咋応(K)に対して以下が成り立つ．

い）―11=と 1M3
八＿1(N;r)V

以下では固定点集合 MTは有限集合と仮定する． M がコンパクトな場合 II:M →ptと
応： M3→ptに対し次の可換図式がある．

い）―1
応 (M)⑳Z[t±I(Q)(t)一応(M巧<Slz[t±I(Q)(t) 

叶↓Earr3*

応 (pt)<Slz[tザ(Q)(t)= (Q)(ti,..., ts) 

したがって，局所化公式により以下をえる．

紅 (M,e
恥心 M砂

，） ＝芹^ー1(N3) (1) 

M がコンパクトでなくても（1)の右辺は意味を持つので， aE K1I'(M)に対し M 上の同変積分をつ

ぎで定める．

JM a心 II3＊臼
M 

3 
/¥_1 (N砂

留数公式を導出する過程では， T同変な固有射M1→M2に対する同様の可換図式を利用する．
k理論的オイラー数を定義するために，新たな代数的トーラスc;と同変パラメータ tEC；を導
入する．このトーラスc;をM に自明に作用させ，ウエイト空間tをテンソルした同変ベクトル束
TM@tを考える．このとき K'II'xc;(pt) = Z[ti',..., t;, t±］の商体Q(ti,...,t8,t)の元として， K理論

的オイラー数沿（M）を次で定める．

Xt(M) = JM/¥＿1(T*M@t)=jM/¥＿t(T*M) 
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2 旗多様体上の同変積分に関する留数公式

本節では旗多様体上の同変積分を記述する留数公式について述べる．

2.1 旗多様体

ベクトル空間 W=CTを一つ固定し， W 内の部分空間がなす旗多様体

Fl(W, {d1, d2,..., dm}) = {F. = (Fiつ・・・っ F』}

を考えるここで， r> d1>必＞．．．＞ dm2: 1はすべて整数とする．

墜越え現象を利用して，旗多様体間の射影

Fl(W,{dい...,dm}）→ Fl(W,{d1,..,,dm-1}), (Fiつ..・っ Fm)--+（F1つ...っ Fm-1) (2) 

の押し出しを計算する．そのため，まず旗多様体 Fl(W,{d1,..., dm}）を以下のように商空間

M(W,V)として構成する．ベクトル空間 v。=W,Vi =iCd',怜＝ C虹．．．， Vm=ICdmから次数付
m m 

きベクトル空間 V=E9Vkと群G= II GL(Vk)をとり，自然な G作用による商空間 M(W,V)= 
k=l k=l 

fr Hominj(Vk, Vk-1)/Gを考える．ここで， Hom叫vk,Vi-1) = {bk E Hom(Vk, Vk-1) I bkは単射｝と
k=l 
した

M(W,V) の元を代表する写像の列 W = Vo,)!!_ V1 ~.. ・ ~ Vmに対し

て，旗 F. = (imb1 つ im(b山）つ・・・つ im(b1'•• 加））を対応させることで，同型写像

M(W,V) 竺 Fl(W,{ d1,..., dm}）が与えられる． また，射影 (2) を II:M(W, V) → 
m-1 

M(W, V/Vm), (b砂k=l → (bk)に_11 と表す．ここで， V/Vm= 〶 Vk を次数付きベクトル
k=l 

空間と考える．

つぎに M(W,V)へのトーラス作用を定めるまず GL(W)の M(W,V)への自然な作用

を考える．基底 W = 1Cw1①...① Cwrを一つ固定し，対角トーラスとしての埋め込み

11'= (IC*Y C GL(W)により平作用を考える．このとき， T同変 K 群の射影による押出し

止： K1r(M(W,V)）→幻(M(W,V/Vm)）を積分記号 JM(W,V)で表す．

2.2 グラスマン多様体 (m=1ふ＝ d)

例として m=1の場合を考えると M(W,V) = Hominj (V, W)/ GL(V)はグラスマン多様体である．

以下ではd=dimVとし， M(r,d) = M(W, V)とも書く．

固定した基底 W = 1Cw1①...① Cwrをもちいて固定点集合M(W,VjTを記述する部分集合

IC {1,...,r}に対して剛＝ ④iEJ IC町とおくと，グラスマン多様体の点PI= （W っWりが定ま

る．固定点集合は， M(W,VJ'Ir= {Pr I III = d}となり（；）個の点からなる．
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2.3 留数公式

GL(Vm)表現Eに対し， M(W,V)上のベクトル束£＝且Hominj(Vk,vk-1) X E/Gを定める．と

m 

くに普遍部分束V£ = II Hominj (Vi, vk-1) X ½/G (£ = 1, 2,..., m)がえられる．
k=l 

心変数対称多項式f(x)を基本対称式e1(x),...,edm (x)により f(x)=g(e1(x),e2(x),..,,ed=(x)) 

と表す．このとき同変k理論類 f(V』 =g（州（Vm)，八2(Vm),• •,, i¥d=(Vm)）について [19,(4)]を再

導出する．

定理 2.1.

f （吐..,,udm)・ II (1一妬／Uj)J f(Vm) ＝ Res 1<i#j<dm. du1 ・ • • du心
M(W,V) 叫叫,;_~O,oo _. ~ , _ -", U1 ・ ・ ・ U心

d叫 •II^-1 (u, RV孟＿1)
i=l 

ここで Res = Res o•••o Res および Res= Res+ Resとした．
m…udm =0,oo u,=O,oo Um=O,oo u=O,oo u=O u=oo 

例として m= l,d1 = 1,/(x)＝叶の場合に定理を適用する．このとき M(W,V)= IP'(W)で，
u 

Res ．些国(JP>(W),0(-C))となる．従って，一般に以下をえる．
U=0,°° -̂1(U⑭W刈 U

h_e(V孟＿1) £~0 

0 < £ < dm-1 (3) 旱 I¥_l(uRV』-1)・ ↑= ｛。
(-l)dm_, -l • det(Vm-1) "he-dm-1 (Vm-1) £ 2: dm-1 

ここで hm=h叫x)は次数mの完全対称多項式である．

§3では，望月拓郎氏の墜越え公式 [10]に触発された手法で，留数公式を証明する．その応用とし

て， §4ではXtの計算や， Grothendieckpolynomialの行列式公式を導出する．

3 留数公式の証明

以下では簡単のためグラスマン多様体 Cm=1)に限定する前節までと同様に W=CTとし，

v=Cdとおく．また商空間 U/G上のトートロジカル束V= U x V/G, W = U/G x W を全て同じ

記号v,wで表すことにする．

3.1 補強マスター空間

補強マスター空間を導入するために以下のアフィン空間を考える．

閏＝M(W,V) = Homc(V, W) 

訊＝ M(W,V) = Homc(V, W) x Fl(V, { d -I}) 

防＝M(W,V) = M x det vv 
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ここで旗多様体Fl(V,{d-1}）の元は， V＝Cdの (d-1)次元部分空間 V'である．補強マスター空

間は蘭の安定開集合飢ssをとり， G=GL(V)による商空間を取ることにより得られる．

開集合記を以下のように定める：

(b,V',p) E釘⇔｛b|v,は単射，かつ
p # 0,または， bは単射（つまり p=O===;,bは単射）

そして補強マスター空間M ＝蘭BSI GL(V)を考える．

命題 3.1.M ＝飢SSIGは滑らかである．

証明 Vの基底f1,... ，几を固定し v;= 〈f1,··•,fd-l〉とおく．飢88 の元 (b,V;,p) で

[ b（た）… b(fd)] = [ e1… er] [］と書いた時に，

似＝（1,0,..., 0),..., bin-, = (0,..., 0, 1, 0) (4) 

をみたすものたちの GL(V)軌道のなすM の開集合Uを考える．このとき gE GL(V)で,v~ と (4)

E正 1
を保つものはg=［ のみである．さらに p=lまたは bj= en (jヂ紅，．．．，in-1)を保つ

なら g＝比となる．よって］は座標近傍の和集合となることがわかる． ロ

3.2 c；ー作用

M ＝蘭ssIGL(V)への C；ー作用を以下でさだめる

[b,V',p] • [b,V',u•p]. 

このとき c;—固定点集合M竺は

M+  = {p = O}竺Fl(V,{d-1}), M 虹 c= { [b, V', p = 1] E M I rk b < d} 

という二つの成分の直和Mc:=M+LJM⑫ C になる．ここで M+しまC；作用の定義から固定点集

合に含まれるのが明らかである．一方， p=lの状況ではGL(V)軌道 [b,V',p = 1]がC；作用の固定

点であることと，（b,V'）が非自明な安定化部分群を持つこととは同値である．これは図 1からみて

取れる．従って，上記の Mexcの記述をえる．

命題 3.2.以下の同型が成立する．

Mexc竺 M(W,Vi,)= M(r, d -1) 

ここでdimVi,= d-1とし直和分解 v=％①じを固定した．
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GL(V) c: 

M□]口
~M
 •- . C) 
図1 c；ー作用

証明すべての Mexcの元に対して G= GL(V) 作用により½ = kerbとなる代表元

(b, V'= V,,p = l)がとれるしたがって以下の同型をえる．

叫＝｛（b, V',p = l) I blv'は単射，rkb< d} /SL(V) 
竺 {(b,V'=V,,p=l)I blv,は単射，rkb< d} /GL(V,) 

=Hom叫 V,,W)/ GL(V,) = M(W, V,) 

ここで，以下の同一視を用いた

GL(V,)→{g E SL(V) I g(V,) = V,,g(½) = ½}, g, •(~ det:;-1) 
口

N+,NexcをM+,MexcのM における法束とする．このとき任意の1EKir(M)に対して事実 1.1

(iii)の局所化公式により以下をえる．

J 1 = J 1|M+ + JTM#C  v • 
M I JM+ /¥_1（ふ）V,J Mexc (¥_l (N,⑫ c) 

ここで左辺はuに関するローラン多項式なのでu=Oとooにおける留数の和は0になるよって

u阻J凡^］心++）vdu= -此,:J叫^悶；：；）vdu
さらに 1//¥_1 (N+)v = 1/(1 -u―1detV)に注意すると，

此，~1M+ ＾＿喜)11du = -detV 1凡虹 (5) 

そこで対称多項式fに対して， /¥lV,...,/¥dVのfへの代入により定まる K理論類a:=f(V)をと

るさらにM+= Fl(V,{d-1}）なので

加） ＝ 
f(V) ・ /¥_11-lom(V/V', V') 

d ・ detV 
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と修正し ,=f(V)を代入する．ここでV'はグラスマン多様体Fl(V,{d -1}）上の普遍部分束とす

る．このとき

detV JM, f(V)兄＝ J f(V)．̂-1社om(VIV'，V'）＝ J f(V) 
M+ Fl(V,｛d-1}） d M(W,V) 

となるので (5)より J f(V) ＝ Res 
f(V)IM匹 c

M(W,V) U=0,oof叫＾ー1(Nexe)Vをえる．

3.3 反復k理論類

今度は (5)の右辺を計算する． Mexcの代表元 (b,V'=V,, p = 1)はC;作用の正規化に
idv,①u idv1 E GL(V)が必要なので， VulMexc= udet(V.)vであるまた，

Nexc = 1iom(Vu, W) + 1iom(V0, Vu) -1iom(V占）一1iom(V凸）

= 1iom(V廿，W）ー社om(Vか恥）

なので， /(V)IMexj/¥_1 (Nexc)Vは以下のように計算される．

f(V,①Vu)・ /¥_11iom(Vか坑）．^ー1甘om(V0,)な）

d ・ det VIMcxc ・ /¥_11iom(W, V~) 
f(V,①udet(V0)v) ・ /¥_1甘om(udet(V』¥V,)・ /¥_11iom(V0,udet(V.)v) 

d ・ u ・ /¥_1(udet(V0)V R Wり

ここで心，~g(u)du = det(l-1り瓜斜'°g(udet(Vり）duを使うと，（5)の右辺は以下になる．

J Res f(U,v9)．^-1(U―1汎）．^ー1(U(VbV）竺

M(W,vb)U=0,oo d. ^ -1（砂い） u 

これを参考にして以下の反復k刑論類を考える．

fk(V) = 
f(U1,．．．，UK, V) 
d(d -1) ・ • • (d -K + 1)II(l u,＿出）（1-uiu;;1)・ !J k ̂— 1(U,-1V ①u，い） du1 duk ... 

i<j i=l 
/¥_1(u;WV) u1 Uk 

3.4 壁越え公式

まとめると (5)より， J f(V) =J  虚驚OOfl(V）をえる．つづけて（5)に1= fk(V)を
M(r,d) J M(r,d-1) 

代入していくことで，

J いV)＝ J Res fい (V)
M(r,d-k) -,. J M(r,d-k-1)叫＋1=0,oo

がk= 1, 2,..., d -1に対してしたがう．とくに k=d-1のとき

J い (V)＝ Res fd(V) 
M(r,1) 四＝O,oo

となり，グラスマン多様体M(r,d)上の積分が完全に留数計算に帰着される最後にまとめて留数

を取ることで定理 2.1をえるこの定式化は望月拓郎氏の壁越え公式の理論 [10]に触発されたもの

である．



236

4 具体例の計算

4.1 Xt(M(W, V)）の計算

この節ではい(M(r,d))＝紅(M(W,V), /¥_tT* M(W, V)）を望月拓郎氏の手法で求めるまず

T* M(r, d) = 1-lom(W, V) -fnd(V)なので，

f応 1,...,四） ＝ tり且（1-巳）1月（1-巳）
とおく．さらに K理論類

心＝
7 fd(V) ・ /¥_t1lom(V/V', V') 

[d]t ・ det V 

をとり反復計算を行うこのとき

fd-1(V,) 
訓IMexc= ~ • /¥_t（社om(W,V) -1-lom(V凸）— fnd(Vu))

[d]t ・ det V, 

なので， §3.3と同じ計算により以下を得る．

Xt(M(W,V)） =Res J 心1叫
U=0,°° MeXCい (Nexc)V

= ResJ い（恥）． A_t1lom(W,vi)．A_11lom(V占）
u::,~o,~} Mexc [d]t ・ u ・ (l -t) /¥_t 1-lom(V,泊）． /¥_11-lom(W,Vi) 

= J い (Vり
M(Wぷ）

1 1 n __ du /¥_t1lom(W,u) ・ /¥_11-lom(V,,u) 
·—•) Res — 圃 (1-t) u::,~o,~ u /¥_11-lom(W, u) /¥_t 1-lom(V,, u) 

＝い(M(W,V,)）・ [r-d-1]t ＝且．．・ [r-d+1]t= (r) 
[d]t [l]t [d]t ¥d} t. 

ここで最後の行を導出するために以下の補題を用いた

補題 4.1.

(1 [ t)此，こ亨り『＿tご：且：＿＿tuuyy]］＝ ［f-mlt 

証明 つぎの留数計算を (6)の左辺に適用すれば良い．

n n 
1 -uzk du Zk 1-U―1ず z1・.・ Zr du 

Res -II = 1+ Res -II― l -1=1-
U=0,oo u 1 -UWK U=OO U WK  1 -u- w1...Wr w k=l..  k=l k 

(6) 

口
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4.2 行列式公式

ー変数有理式の族 {fi(u)}iEZ"'oに対して，対称有理式 F(u1,...，叫）：＝ det(fc(U3)）1<9J<r を考n心 j<'.r(l／叫ー1/u;)
える． m= 1, d1 = rのとき M(W,V)は一点なので， F(eぃ．．．，er)=JM(W,V) F(V1)となる．従って

定理 2.1より，これは以下のように計算される．

Res 
F （附，．．．，叫）．I1l叫 J<r(1-11，凸）・如・・ • dur 

U丘..叫＝O,oo r! ・ n:=l /¥_1 (ui ISi罰） U1・ ・ ・叫

Res 
n:＝1 J,（U,) I1,<J（叫一巧）・如・・ • dur 

応，Ur=0,OO I1:＝1 I1い(1-u;/ea) U1 ・ ・ ・叫

= ReS rr ;. (-ly(r-1)/2 f,（叫
叫・・叫＝0,oof=~ n:=l (1一妬／％） 6E包 i=1 

区 sign(a)IT 硲(i)-1_~
附・..閲

= Res どsign(び)rrr (-1)r(r-1)／2j,(u,）u:(9)-1. dm., • dur 
U1,…,Ur=O,oo 

びE6r i=l n:=l (l一切／ea) 叫•..叫

= （-1)r(r-1)／2 det (Res J,（U)uJ-1 ．竺）
U=0,OO I1;＝1 (1 -u/％） u 区i,j<:;r.

(7) 

ここで最後の行列式の中身は (3)により il?(fi(u)uj-l)となる．ただし，線型写像①： C［u，い］ → 
C[e1,..., er色を

亨）＝｛。い(eI¥,e戸） ： ：： ＜ r 
(-1y-1,(e1•••er)•ht-r(e1,,,,,er) £2:r 

により定義する．

4.3 Grothendieck polynomial 

無限個のパラメータ b= (b1,b2,...,), a=  (a1,a2,...,)とf3= (f3o, /31, /32,...，）を用意する．［5,

(2.12), (2.13)］による factorialGrothendieck polynomialの表示や [4]の導入した refinedcanonical 

Grothendieck polynomialを統合する多項式を以下のように定める．

<let (巳|b]入,+r-itJ噂 1x,)・・・（1-尻 1x,）
広 (x1,...'巧 |b,a, f3) ：= (1-a1巧）…（1-a入，x,））心<r

nピi<j:Sr(x; -Xj) 

ここで，［xlW= (x + b1 + f3oxb1) ・ ・ ・ (x +bk+ f3oxbいとした．

行列式公式（7)を有理式 f;(u)= [ulb].¥，十T-9(1-f3直）…（1-f3t-1U)uたちに適用すると，(1-cr,u)…（1-c,入,u)

G.¥（e1,..., erlb, a, /3) = 
(-1)r(r-1)／2F(e1,…，e,） 

・・・ (e1 "•er)" より以下の定理を得る．

定理 4.2.

<let(<I>([ulb]入，十r-t(1噂 1U)…（1-91-1U)

G,¥（e1,..., erlb, a,(3） ＝ 
(1-mu)・・・(1-a入，U）U])）ふ忍

(e1・・・erJr 
(8) 
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この定理において， b= (0,0,.．．，)とすると [4,Theorem 1.3] の G入 (eい•.， erlb,a,(3）に関する主張

が導出されるまた， a=(0,0,...,),(31 =... =(3r = -(3。とした時， G>.(eい...,erlb,a,(3）はfactorial

Grothendieck polynomialとなるが，［3,3.11]や [14,Theorem 5.2]では (8)と異なる行列式公式が得

られている．

さらに， b= (0, 0,...,), a= (0, 0,...,),(31 =... =(3r = -(3。とした時，（8)は

G入(e1,...,erlb) = <let区(i:1)(3炉hい＋j+m(e1,...,er)). (9) 

になる．これは [9]で得られた [7]では (9)が真空期待値として得られる頂点作用素を導入するこ

とで，（9)と異なる行列式公式 ([3,3.11], [14, Theorem 5.2]にb= (0,0,．．．，)を代入した公式）や，

dual Grothendieck polynomia]の行列式公式，ピエリ公式などを示している (cf.[8]）．また，［12]では

Grothendieck polynomia]と波動関数の対応を用い，他の分配関数の行列式表示と波動関数による

表示の 2通りの評価を組み合わせることで， Cauchyの恒等式や，ヤング図形に渡る Grothendieck

polynomia]の和の行列式公式を示している．

さらに 9/3o=O とすると，シューア対称多項式に関するヤコビ—トウルーディ公式が得られる．こ

のとき，左辺で用いる多項式の族は f;(u)= u入叶r-i十1になる．この等式は，［11,Theorem 2.4]と比

較できて興味深い．墜越え現象と頂点作用素，格子模型など可積分系との関係を追求することは今

後の課題である．
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