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ブロック・イデアルのソース多元環とコホモロジ一環の移送写像

はじめに

佐々木洋城

Sasaki, Hiroki 

北海道大学理学研究院

Hokkaido University, Faculty of Science 

筆者はblockイデアルのコホモロジ一環について勉強してきましたが，この講演では，改

めて定義を振り返り，いくつかの課題を提出したいと思います．

1対称多元環

kを体とする．初めに，記号を定める． A,BをK上有限次元多元環とする．

•左 A功D群 L, M に対して A(L,M) = HomA(L, M). 
•右 A—加群 L, M に対して (L,M)A = HomA(L, M). 
• (A, B)ー両側加群 L,M に対して A(L,M)B = HomcA,B)(L, M) 
•左 A—加群（右ん加群，（A,B)ー両側加群） Lに対して L*= Homk(L, k). 

A,B,CをK上有限次元対称多元環とする．以下では，これらの多元環上の加群はすべて

K上有限次元である．

(A, B)ー両側加群Xについて次を仮定する．すなわち

（仮定） X は左ん加群として射影的であり，右 B—加群として射影的である

このとき

(1) (B, A)ー両側加群として A(X,A)'.::::'. X*'.::::'. (X, B)B 

(2) ALc, BMcについて加群の同型

(/JL,M: A(X釦 M,L)c'.::::'. B(M, X*釦 L)c

が得られる．特に

(/JA,X*: A(X RBX*, A)A竺瓜X*,X*)A 

において xs:X釦 X*→A を ldx• に対応するものとする．

xe • ldx• 



60

また

<(JB,X: A(X, X)B'.::::: B(B, X* cA X)B 

という同型も得られるが， ldxに対応する T/x:B→X* cAXを考える．

ldx⇔ T/x 

上述の同型仰，M,仰，M-1はxc,T/Xを用いて記述される．すなわち

X釦 M

al 
L 

M 

fJl 
X＊釦L

と

と

いM
 
L
 三゚

AL

M
1
x
l
R
 

A

a

*

 

R
R
x
 

M
 
Id R

*

r

 

収

X

I

d

の
ー

M
 
L
 
0
 

M□
〗
/
〉

L

ldx

ニ

5

紳

が対応し，

が対応する．

(3) trace写像が次のように定義される．

• (A, C)ー両側加群L,L'に対して trace写像

xTr: B(X*釦 L,X*釦 L')c→A(L,L')c 

は

X＊釦L

yl 
X＊釦L'

[xnRIdL 

X釦 X＊釦L

を 1Idx0Y に対応させる．

X釦 X＊釦L'

1 xrRIdL, 

L' 

• (C, B)ー両側加群M,M'に対して trace写像

Trx: c(M釦 X*,M'釦 X*）B→c(M, M')s 
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は

M釦 X*

にnx
M釦 X＊釦X

yl を l澄 Idx に対応させる．
M函 X* M'釦 X＊釦X

lrdM,邸 x
M' 

(4) transfer写像（移送写像） tx:HH*(B)→HH*(A)が次のように定義される． trace写像
Trx•: A(X, X)B→A(A, A)AはExt群の準同型写像を引き起こすが，それも trace写像と
よび同じ記号で表す：

Trx*: Extぶe,Bop(X,X) • Ext~0Aop(A, A)(= HH*(A)). 

また，写像 lxR-:B(B,B)B→A(X,X)Bも自然にExt群の準同型写像を引き起こし，
その写像を

x Res: Exti0Bop(B, B) (= HH*(B))• Ext~0cop(X, X) 

と書く．さらに，一R1x: A(A, A)A→A(X, X)Bも自然にExt群の準同型写像を引き起
こし，その写像を

Resx : Ext~e,Aop(A, A) • Ext~e,Aop(X, X) 

と書く．

合成

tx : Exti@8op(B, B) 竺~ Ext~@Bop(X, X) どこ Ext~@Aop(A, A) 

をXが定める transfer写像とよぶ

冗x= tx(IB) E Z(A) (= H H0(A)）を相対射影元 (relativeprojective element) とよぶ．

X* が定める transfer 写像 tx•: HH*(A)→HH*(B)については冗x*＝ tX*(h)である．
(5)（ふ0)E HH'(A) 〶 Hげ(B) について条件

Resx（り＝ xRes(0)

が成り立つとき，（t,0)をX-stablepairとよぶ[はX俎曲Kでぁるとぃぅ

HHi(A) = {t EHげ（A)ItはX-stable}

をX-stable部分環とよぶ (t,0)がX-stable pairであることと (0,t) E HH*(B)EBHH*(A) 

がX*-stable pairであることは同値である．
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定理 1.1冗xE Z(A)が可逆ならばtx(Hlf*x.(B))= HHi:(A)であり

txlHHi,(B): HHいB)→HHi:(A)

は全射である特に，冗x• E Z(B)も可逆ならば

HHi:,(B))::::: Hlf*x(A). 

ところで，もちろん， Hlf*x(A)= tx(HHi:,(B))~ tx(HH*(B)）なのであるが

課題 1HHi:(A) = tx(HH*(B)）であって欲しいまたは，これが成立するための条件を

探したい．

命題 1.2(A,C)ー両側加群 L,L' に対して合成吋rox•Res : A(L, L')c→ A(L, L')cは
万xE Z(A)による積である．

A(L, L')c 

口
万x

A(L, L')c 

／ 
B(X* R L, X* R L')c 

2 blockイデアルのコホモロジ一環

kを標数p>Oの代数的閉体とし， Gをその位数が pで割りきれる有限群とする．

群環kGを次のようにして左k[GX G0P卜加群とする．

a E kG, x, y E Gに対して (x,y)a = xay. 

b =kGeをblockイデアルとする．（eE Z(kG)は原始的べき等元） Pをbのdefect群とする

と， bを直既約k[Gx G0咋加群とみて△P= { u E P] I (u, u―l)｝はbのvertexであり， Kは

sourceである．すなわち， bI k[G X G呵 Rk△Pk.

定義2.1(Alperin, Linckelmann and Rouquier[l]) k[G x P0昨加群Xについて次の条件が成り

立つとき Xをbのsource加群とよぶ

• Xは直既約k[GX P0咋加群である．

• k[G X pop卜加群としてXIbである．
• △PはXのvertexである．

さらに， B= Endk[Gx!](X)0P'.::::'. X* Rb Xをbのsource多元環とよぶ．

Bは(kP,kP)ー両側加群であるからHochshildコホモロジ一環のtransfer写像tB:HH*(kP)→ 
HH*(kP)を導くが

• diagonal embedding 8 p : H* (P, k)→HH*(kP)についてtBo8p(H*(P,k))~ 8p(H*(P, k)) 

であることが確かめられ，従って，写像t:H*(P, k)→H*(P, k)でfBo8p= 8potとな
るものが定義される．この写像もまたtBと書くことにする．
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• B :::::-X*釣 Xであるから， tB= tx•otx と分解される．

まとめて次の可換図式が得られる．

(Dl) 
8p 

H*(P, k) ，HH'(kP) 

＼ 
tBl tB[ ／ Hげ (b)

H * (P, k) ~ HH'(k P) 
8p 

一般に， p-部分群 Qとk[QCG(Q)]のblockイデアル cとの糾 (Q,C)をsubpairとよぶ．

k[Q仰 (Q)]のblockイデアル CのGへのBrauer対応がbであるとき，（Q,c)をb-subpairと

よぶ (P,C)がb-subpairであり，さらに Pがbのdefect群のとき，（P,c)をSylowb-subpair 

とよぶ

Xをbのsource加群とする． XのBrauerconstruction X(P) = XりLtrp炉は直既約
Q<P 

k[CG(P)］ー加群であり， kC瓜Q)のただ一つのblockイデアルcに属する． cX(P)= X(P)と
なる． cをcoverする k[PCG(P)］のblockイデアルをbpとする． Sylowb-subpair (P, bp)を

（ここだけの言い方ですが） Xに属する Sylowb-subpairとよぶ．

以後， bのsource加群Xを固定し， Xに属する Sylowb-subpair (P, bp)を固定して考える．

部分群 Q~P に対して (Q, bQ) ~ (P, bp)を満たすsubpair(Q，加）がただ一つ存在する．

そこで，

• defect群 Pの部分群を objectとし，

• Q, R ~ pに対して xEGでX(Q,bQ)~ (R，加）をみたすものが引き起こす共役写像

Cx: Q→R;u曰泊をmorphismQ→ Rとして

園尻P,bp)(b)を定義し，これをBrauer園とよぶ

定義2.2(Linckelmann [4]）いままでの記号の下で， blockbのコホモロジ一環を次のように

定義する． sE H*(P, k)が条件
resQ gs = resQ s V Q ~ P V g E N瓜Q,bQ)

をみたすとき， tは夙P,bpl (b)-stableであるという． H*(P,k)の部分集合

H*(G, b; X) = { s E H*(P, k) I sは名P,bpl (b)-stable} 
をbの (Xによって定められる）コホモロジ一環とよぶ

さて，次の定理はモデュラー表現論を通じてとても重要である．

定理 2.1相対射影元冗xE Z(b)，冗x• E Z(kP)はいずれも可逆である．
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Bを(kP,kP)ー両側加群とみて次の基本定理が得られる．

定理 2.2([4])今までの記号の下でtE H*(P, k)について

t E H*(G,b; X)⇒ 8pt EH庁 (kP)はB-stableである．

この逆が成り立つ．

定理 2.3(Sasaki [6]）今までの記号の下でl;E H*(P,k)について

8pl; E HH*(kP)はB-stableである===}l; E H*(G, b; X). 

定理 2.1 により， transfer 写像 tx•, txをstable部分環に制限して同型が得られる．制限し

た写像も同じ記号で表すと

tx*：HH;＊(b)苓 HHi(kP),tx : HHi(kP)苓 HHi.(b).

さらに定理2.1により

定理 2.4stable部分多元環について等式HH5c(kP)= Hlf*s(kP)が成り立つ．

従って，可換医式(DI)をstable部分環に制限して，次の可換図式が得られる．

(D2) 
op 

H*(G, b; X) ~ HH~(kP) 

] ]）閃(b)

H*(G, b; X) ~ HH~(kP) 
op 

次の課題を考えたい．

課題2(1) H*(G, b; X) s; tB(H*(P, k)であるが，等号が成立するのではないか．

(2)可換図式(D2)において右側の三角形に相当する三角形を左側にも作りたい．

H*(G, b; X) 
8p 

HH"x(kP) 

＼ 
r---7 

tB 

tB | l 

＇ t HHi:,(b) 
L ____J  

/ 
H*(G, b; X) 

op 
HH"x(kP) 
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課題2(1)を考えるために，これまでは， source多元環 Bの(kP,kP)ー両側加群としての

構造を調べて， transfer写像 fB: H*(P, k)→H*(P, k)を求めるという考え方で考察してき
た事例研究ではあるが， blockイデアルの defect群を指定して具体例を調べる過程で， B

の(kP,kP)ー両側加群としての特定の直和因子をもつことを確認できた．（［7], [5]) 

課題 lのblockイデアル版が課題2(1)であるから，この方向で考察できないだろうか．

3 source多元環

いままでと同じ記号を使う．

H = Na(P,bp)とおく．

C = kHbpはkHのblockイデアルである．直既約 (c,kP)ー両側加群 Yをcのsource加群
とし， C= Endk[Hxl](Y)0P竺 Y＊欧 Yをcのsoure多元環とする．

cを直既約k[Hx H]—加群とみて GxH への Green 対応を L とおく． L は (b, C)ー両側加群

である．

定理 3.1(1)相対射影元7iLE Z(b)，冗L*E Z(c)はいずれも可逆である．

(2) X'.::::'. L欧 Yが成り立つ．（［1,Theorem 5]) 

よって，命題 1.2により，合成L*TroLRes:c(Y, y)→b(X,X)は冗L*E Z(c)による積であ
る．ゆえに

EndkGxI (X) ~ Im L Res 〶 KerL*Tr

であり， ImL Res~ EndkHxl (Y)である．このことから，（C,C)ー両側加群としての同型

B~C ① Z 

が得られる．（Fau-Puigによる結果であり，［l]で簡明な証明が与えられているが，このよう

な説明もできると思う．）特に，（kP,kP)ー両側加群としてとらえると

c~ 〶 kPvであり， zはk[PxP](x ~ H)の直和
VE[H/PCa(P)] 

であることがわかる．

例 Pを指数p,位数炉のextraspecialp—群とする．次がわかる．

(1) (kP, kP)ー両側加群として B::::::C⑭kPw EB z。の形をしている．
(2) Imt8 = H*(G, b; X).（課題2の(1)がこの場合は成り立つ）



66

(3)次の可換図式が得られる．

H*(P, k) 
8p 

HH*(kP) 

I tB □*(P,K) ［□ 呵 (kP)

/;;,  Op I /;;  

H*(P, k) 
8p 

HH*(kP) 

(4)上の左側の fB= t1, tc = t2とおいて t1=て心であり， z。が導く H<P,k)のtransfer写像
は0写像である．

次の課題を考えたい．

課題 3(1)上の (1)に現れた加群 W の意味は何か．

(2)このような tensor積分解は一般に成り立つか．

(3) k[PvP], k[Pv'P] I Bのとき， k[PvP]④k[Pv'P]I Bとなる条件を知りたい．
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