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Rosser証明可能性述語は Rosser[23]が Godelの第1不完全性定理を改良する際に用いた手法

に基づいて定められる，標準的ではない証明可能性述語の一つである． Rosser証明可能性述語に

対しては第2不完全性定理が成立しないことが Kreisel[12]によって指摘されており，日本にお
いてこの事実は教科書 [27]の中で「クライゼルの注意」として取り上げられたために，よく知ら

れている．この事実は Rosser証明可能性述語が第 2不完全性定理の成立の限界を分析するため

に有用であることを示唆しており，したがって Rosser証明可能性述語がどのような性質を有す

るのか，また標準的な証明可能性述語と比べてどのような違いがあるのか，という問いが例えば

Kreisel and Takeuti [14]などによって提起された．こうした文脈の中で， Rosser証明可能性述語
および Rosser文に関する体系的な研究が Guaspariand Solovay [6]によって始められ，現在も継

続的に行われている． 10年前の Rosser証明可能性述語に関するサーベイ論文 [26]以降も，著者

らは第2不完全性定理や様相論理に関連する研究の一環で Rosser証明可能性述語の分析を行って

おり，いろいろな進展があった ([9,10, 11, 15, 16, 17, 18, 19]). 

第2不完全性定理は理論の無矛盾性を表す文 ConTに関する定理であるが，形式的証明可能性

の研究においては， Co町だけではなく，理論の健全性を表す局所反映原理

RfnT ={PrT(「釘）→cp I cpはTの言語の文｝

も重要な分析対象である．局所反映原理に関しては Kreiseland Levy [13]による unboundedness

theoremや， Beklemishev[2]による保存性定理が一般的な性質として知られている． Rosser証

明可能性述語と標準的な証明可能性述語の性質を比較する一連の研究の中で， Goryachev[5]は

Rosser証明可能性述語に基づく局所反映原理の研究を開始し， ConTの場合とは異なり RfnTにつ

いては Rosser型のものが標準的なものと等しくなりうることを示した．これに続き， Kurahashi
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[16]はRosser型の局所反映原理が標準的なものとは異なりうること， Rosser型の局所反映原理

に対しても unboundednesstheoremが成立することなどを示した．更に最近では Kogureand 

K urahashi [10]において Rosser型の局所反映原理に対する Beklemishevの保存性定理に注目す

る研究を行っている．

本稿はこうした Rosser型の局所反映原理に関する研究を中心に， Rosser文などの関連する話題

などについても合わせて， Rosser証明可能性述語に関してこれまでに知られている結果を紹介す

ることを目的とするものである．第 2節では証明可能性述語と局所反映原理を導入し，それらの

基本的な事実を紹介する．第 3節において Rosser証明可能性述語を導入し， Rosser文や Rosser

型の Henkin文，そして Rosser証明可能性述語に対する導出可能性条件について，これまでに知

られている結果について紹介する最後に第 4節において， Rosser型の局所反映原理に関してこ

れまでに得られている諸結果を紹介する．

2 証明可能性述語と局所反映原理

本節では証明可能性述語と局所反映原理を導入し，これらに関する基本的な事実を紹介する．以

降，らを一階算術の言語とし， Tをペアノ算術 PAの無矛盾かつ計算可能な拡大理論を表すと

する．一階算術や不完全性定理に関する基本的な事項は Hajekand Pudlak [7]や Lindstrom[21] 

を参照されたい．

定義 2.1（証明可能性述語）．全ての £Aー文 r.pに対して Tトr.p←⇒PA卜PrT(「r.p7)を満たす応
論理式 PrT(x)をTの証明可能性述語という．

Godelは不完全性定理の証明の中で証明可能性述語を自然に構成したが，この標準的な証明可

能性述語を以降では Provr(x)と表すことにする．また，以降では Co町を --,ProvT(「0= 17)の
略記とする．

r E {~n, IIn I n ~ 1}について， Tがじ健全であるとは， Tにおいて証明できる r文が全て
標準モデル Nにおいて真であることをいう．次で定める局所反映原理 Rfnr(Prr)はTのじ健全

性を形式化したものである．

定義 2.2 （局所反映原理）． Prr(x) を T の証明可能性述語とするとき， rE{~n,IIn In~ 1}に

ついて

• Rfn(Prr) := {Prr(「か）→r.p I r.pはら文｝

• Rfnr(Prr) := {P万（「ゃり→ r.pI r.pはr文｝

をそれぞれ Prr(x)に基づく局所反映原理， r局所反映原理という．

文の集合 X に対して，全ての r.pEXについて Tf--r.pとなるとき， Tf--Xと表す．まず， II1

局所反映原理は一般に証明不可能である．

命題 2.3.Tの任意の証明可能性述語 PrT(x)について， TJ,L Rfnrr1 (Prr)である．

証明． T卜Rfnrr1(Prr)と仮定して矛盾を導く．不動点定理を用いて PAト7r⇔ ---,PrT(「戸）を満た

す正文Tを取る．仮定より T卜PrT(「戸） →Tとなる．他方Tの取り方より Tト---,PrT(「戸）→ 
Tなので， Tf--7r となる．したがって PA卜PrT(「71"7)であり，再び Tの取り方より PAf---,Tを

得る．これは Tの無矛盾性に反する． ロ



30

Tの無矛盾性と II1-健全性は同値なので，命題 2.3は第2不完全性定理の一種だともいえる．他

方， ~1 局所反映原理は証明できる場合がある．

命題 2.4.T が ~1 —健全なら， T の証明可能性述語 Prr(x) が存在して， PA 卜 RfnE1(Prr)となる．

証明． Tは詞健全とする． PrT(x)を凶論理式 ProvT(x)A (•~1(x) V TrueE1 (x)）と定める．
ここで ~1(x) は “x が ~1 文の Godel 数’を自然に表現するふ(PA) 論理式， TrueE1(x)は任意

の ~1 文 a について PAf---a ⇔ TrueE1 （厄7) を満たす ~1 論理式である (Kaye [8]およびH祢jek
and Pudlak [7]を参照）．

まずは Prr(x)が Tの証明可能性述語であることを確認する． £Aー文 r.pを任意にとる． PAf---

PrT(「釘）なら PAf---ProvT(「炉）なので Tf---r.pを得る．他方， Tf---r.pなら PAf---ProvT(` 戸）で

ある．ここで r.p が江でなければ PAf--- →五(「r.p7) である．他方 r.p が ~1 であれば T の ~1-健全

性より NFr.p であり，応—完全性より PA f---r.pだから PAf---TrueE1(「炉）となる．いずれにせよ

PA f---PrT(「r.p7)が成り立つ．

最後に a を任意の ~1 文とすれば PA f---江（「が）なので PAf---PrT(「が） → TrueE1(「炉）とな

り， PAf---PrT(「炉） → aが従う．以上より PAf---RfnE1 (Prr)である． ロ

第2不完全性定理の成立のための十分条件として，導出可能性条件 D2とD3がよく知られて

いるが，それらに合わせて， D2 より弱い単調性条件 M と， D3 より強い江—完全性条件 ~1C

も導入しておく．

定義 2.5（導出可能性条件）．

D2: 任意の £A—文 r.p，心について， PA f---PrT(〗）→匂） → （PrT(「r.p7)→ PrT(「釘））．

D3:任意の £Aー文ゃについて， PAf---PrT（乃炉） → PrT(「PrT('r.p7）方．

M:任意の互文ゃ，心について， Tf---r.p→心ならば PAf---PrT(「か） → PrT(「釘）．

~1C ：任意の応、文 a について， PAf---a → PrT(「a7).

定理 2.6(Lobの定理 [22]).Prr(x)が D2とD3を満たすならば，任意の £Aー文 r.pについて，

Tf---PrT(「炉） → r.pならば， Tf---ゃとなる．

Lobの定理は第2不完全性定理の一般化であり， D2とD3を満たす証明可能性述語 Prr(x)

について， Lobの定理における r.pとして 0=1をとれば TJ,L---,PrT(「0=1りが得られる．特に

Godelによる証明可能性述語 ProvT(x)は導出可能性条件のすべてを満たしていて，したがって

TドConTが成立する．他方，導出可能性条件を満たさない Prr(x)に対しては Lobの定理が成

立しないこともある（例えば命題 2.4のPrr(x)など）．このように証明可能性述語がいくつかの

導出可能性条件を満たすかどうかは局所反映原理の性質に影響を及ぼすことがある．

命題 2.7.Prr(x) が D2 と ~1C を満たすならば9 ---,PrT(「0=1りと Rfnrr1(Prr)はT上で同

値である．

証明． 0= 1は II1文なので T+ Rfnrr1 (Prr) f------,PrT('0 = 17)である．他方， II1文 Tを任

意にとれば PAf------,T⇔ aとなる刃1文 aがとれる．特に PAf---a→ (1r→ 0 = 1)なの

で，条件 D2より PAf---PrT(「a万→ (PrT(「戸） → PrT(「0= 17)) となる．条件 ~1C より

PA f---a→ Pr化が）なので， PA卜吋→ (PrT(「炉） → PrT(「0= 1り）を得る．したがって

T+---,PrT(「O=17) f---PrT(「7r7)→Tが得られた． ロ
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系 2.8.Prr(x)が D2と己lCを満たすならば， T+ RfnE1 (Prr)卜Rfnrr1(Prr)である．

更にこのとき T+ RfnE1 (Prr)が T+ Rfnrr1 (Prr)より真に強いことが， Kreiseland Levy 

のunboundednesstheorem ([13, Theorem 16])を階層化した次の定理によって得られる．以降

r = I;n (resp. IIn)のとき，戸＝ IIn(resp. I;n)とする．

定理 2.9(Lindstrom [21, Exercise 4.1]を参照）． Prr(x)は D2とD3を満たすとする． rE

｛塁IInIn 2'. 1}とし， X を戸文の c.e.集合で T+Xが無矛盾とすれば， T+ X J.L Rfnr (Prr) 
である．

証明このような X に対して，戸文¢が存在して T十ゃは無矛盾かつ T+cpf---Xとなる

ことが知られている (Lindstrom[20, Theorem 5]）．いま T+ X f---Rfnr(Prr)と仮定すると，

T+cp f---Rfnr (Prr)であり，方っは r文（と同値）なので， T＋cpf---p万(「---,炉） →---,ゃとなるため，

Tf---Prr(「---,匂） → ---,¢である． PrT(x)のD2とD3から Lobの定理が成立するので， Tト---,¢

となり T+cpの無矛盾性に反する． ロ

r E {I;n, IIn+l I n 2'. 1}のとき， Rfnrd(Prr)は戸文からなる c.e.集合なので，次の系を得る．

系 2.10.Prr(x)はD2とD3を満たすとする． rE {I;n, IIn+l I n 2'. 1}のとき， T+ Rfnrd (Prr) 

が無矛盾ならば T+ Rfnrd(Prr) J.L Rfnr(Prr)である．

他方，次の Beklemishevの定理は T+Rfn(Prr)がT+ Rfnr(Prr)と比べて大きく離れた強さ

を持つわけではないことを示している．理論 S,Tについて，全ての r文ゃについて sf---cpなら

ばTf---cpが成り立つとき， Sは T上じ保存的であるという．

定理 2.11(Beklemishev [2, Theorem 1]). Prr(x)が D2と D3を満たすならば，各 rE 

｛刃n,IIn+l I n 2'. 1}について， T+ Rfn(Prr)はT+ Rfnr(Prr)上 r-保存的である．

Beklemishevは定理2.11の証明を，様相論理 GLの算術的健全性を経由して行っている．最

近， GLを経由しない直接的な証明を与えることで，定理 2.11を次のように改良できた．

定理 2.12(Kogure and Kurahashi [10, Theorem 3.1]). Prr(x)が D2を満たすならば，各 rE

｛I;n, IIn+l I n 2'. 1}について， T+ Rfn(Prr)はT+ Rfnr(Prr)上 r-保存的である．

3 Rosser証明可能性述語

本節は Rosser証明可能性述語を導入し，その諸性質を紹介する．

3.1 Rosser証明可能性述語と Rosser文

定義 3.1(Rosser証明可能性述語）． Prfr(x,y)をPAf---Vx（ヨyPrfr(x,y)⇔ Provr(x)）を満たす
ふ(PA)論理式としたとき，

Pr¥(x)三ヨy(Prfr(x, y) I¥ Vz Sy---,PrfTいx,z)) 

をTのRosser証明可能性述語という．
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ここで丑xはゃの Godel数から万っの Godel数を計算する原始再帰的関数に対応する項，ま

たはその関数を表現する論理式を用いた省略表現である． TのRosser証明可能性述語は Tの証

明可能性述語であることが確認できる．定義より PA+Conr f--¥/x (Provr(x)⇔ Pr¥(x))である

が，しかし ProvT(x)とPr¥(x)は PA上では同値ではない． Rosser証明可能性述語は標準的な

証明可能性述語では成立しない次の性質を持つ．

命題 3.2.任意の £Aー文ゃについて， Tf----,¢ ならば PAト-,Pr¥（＼戸）となる．

特にゃとして 0=1をとれば PAト-,P母(「0= 17)となり， Pr伊(x)に対して第2不完全性定

理が成立しないことが分かる．

PA卜四R⇔ --,Pr¥（万記）を満たす文四RをPr¥(x)の（もしくは Tの） Rosser文という．

Rosser文四Rが， Tから証明も反証もできないことは命題 3.2を用いて容易に確認できる．また

Rosser文四Rは Co町より真に弱い，すなわち PA卜ConT→四Rだが TJ.-".四R→ ConTである

（例えば Boolos[4]を参照）．更に PA卜四R+-+ (Pr¥（「り記） →四R)であることに注意すれば，特
に後者の主張は次のように一般化できる．

命題 3.3(Goryachev [5, Lemma 3]; Kurahashi [16, Theorem 2.7]）．任意のら文¢について，

T ¥ (Pr¥（「ゃり→ p)→ ConTである．

更に T+ Rfn(Pr¥)卜ConTかどうかは Pr¥(x)の取り方に依存することが分かっている．

定理 3.4.

1. (Goryachev [5]; Kurahashi [16, Theorem 6.8]) Pr¥(x)とPr¥(x)のII1Rosser文 'PO, 釘

および ~1 文 uo, u1が存在して，次が成立する：

• PA f---'PO八<p1+-+ Conゎ

• PA f---(Pr¥(「(J"応） →びo)八(Pr伊（「町） →び1)→ ConT・

特にこのとき T+ Rfnrr1 (Prり） f---ConTかつ T+ RfnE1 (Prり） f---ConTである．

2. (Kurahashi [16, Corollary 5.3]) Pr伊(x)が存在して， T+ Rfn(Pr伊）HConTとなる．

T + Rfn(Pr¥) f---Co町が成立するための十分条件も得られている．

Cl: 任意の £A—文ゃについて， PAf------,ConT → Pr¥（「釘） VPr¥（「言戸）．

命題 3.5(Kogure and Kurahashi [10, Proposition 3.6]). Pr伊(x)が条件 Clを満たすならば，

T+RfnE四rr1(Pr¥) f---Co町となる．

Srnory丘ski[25, Application 5] は T の ~1-健全性と T+Co町が T 上 ~1-保存的であることの

同値性を示している．この結果は次のように拡張できる．

定理 3.6(Svejdar ([21, Exercise 5.2]を参照））． 'PRをTの任意の II1Rosser文としたとき，以

下は同値である：

1. T は ~1-健全である．

2. T ＋四t は T 上江—保存的である．
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T + Rfnrr1 (Pr¥)トl.f!Rなので，定理 3.6より T+ Rfnrr1 (Pr¥) が T 上 ~1-保存的であることも
また T の ~1-健全性と同値であることが分かる．更に Rfnrr1(Pr¥)はRfnE1(Prり）に置き換えて
もよい．

定理 3.7 (Kurahashi [16, Theorem 6.2]）．任意の Pr¥(x)について，次は同値である：

1. T は応—健全である．

2. T+Rfn叫Pr¥) は T 上 ~1ー保存的である．

ProvT(x)のGodel文は全て Co町と PA上で同値であり，したがって相異なる Godel文は全

て PA上で同値であることが知られている．他方，定理 3.4.1のRosser文 <poとmは，命題 3.3
より T上で同値になりえない．同値でない Rosser文を持つ Pr¥(x)の存在を最初に示したのは

Guaspari and Solovay [6, Theorem 6.1]である．一般に， Rosser文の同値性は Pr¥(x)の取り方

に依存する．

定理 3.8.

1. (Guaspari and Solovay [6, Theorem 6.2]）全ての Rosser文が PA上で同値である Pr¥(x)

が存在する．

2. (Shavrukov [24, Theorem 4.4]) Pr¥(x)が存在して， Pr¥(x)の任意の相異なる Rosser文

<po, <p1について， PA¥<po⇔ '-Plとなる．

Rosser文は Godel文とは異なる性質をもち，特に Co町は TのRosser文にはなりえない．文

がRosser文となるための必要十分条件が Araiによって与えられている．

定義 3.9(Rosser 対）．次を満たす ~1 文の組 (a十 ,a_）を T の Rosser 対という：

1. PA f------,（叫^ a_).

2. PA f---Provr(「叫7)⇔ ProvT(「---,mり・

3. PA f---Provr(「(J'_7)⇔ ProvT(「---,〇_7).

4. PAf---四 Vび＿⇔ ---,ConT・

定理 3.10(Arai [1]）．任意の £Aー文ゃについて，以下は同値である：

1. Pr¥(x)が存在して，¢は Pr¥(x)のRosser文である．

2. TのRosser対（O十 9び＿）が存在して， PAf---<p⇔呵・＋となる．

3.2 Rosser型の Henkin文

PAf--r.p⇔ProvT(万口）を満たす文 r.pをTのHenkin文という． Lobの定理より， Henkin文

は全て Tにおいて証明可能である．同様に， PA卜やH ⇔ Pr伊（「四ド）を満たす文釘IをPr伊(x)

の（もしくは Tの） Rosser型 Henkin文という．定理3.10と同様に， Rosser型 Henkin文の

特徴づけを与えることができる．

定義 3.11(Henkin 対）．次を満たす ~l 文の組 (6+,6_) を Henkin 対という：
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1. PA f---,（叫^ a_).

2. PA卜ProvT(⑯-+7)V ProvT(「<,_7)→a+Va_. 
定理 3.12(Kurahashi [16, Theorem 3.5]）．任意の £A＿文 Pについて，次は同値である：

1. Pr¥(x)が存在して，ゃは Pr¥(x)のRosser型 Henkin文である．

2. PA卜¢ ⇔ m となる Henkin対 (a+,a-)が存在する．

定理 3.12を用いることで， Rosser型Henkin文にならない文の存在が示される．

命題 3.13(Kurahashi [16, Proposition 3.9]). 

1. TJ.".---,Conrならば9 ---,ConTはTのRosser型 Henkin文にならない．

2. T 卜幻onT ならば，ふ(T) でない任意の ~1 文は T の Rosser 型 Henkin 文にならない．

任意の Rosser対 (a+,び＿）は Henkin対であることが確かめられる．このことに定理 3.10およ

び定理 3.12を適用することで次の系が得られる．

系 3.14.任意の Rosser文釘：に対して，ある Pr¥(x)が存在して，古項は Prり(x)の Rosser

型 Henkin文となる．

PA卜ゃなら任意の Pr¥(x)について PA卜¢ ⇔Pr¥（「匂）であり， pはTのRosser型 Henkin

文である．同様に PAト-,pのときも命題 3.2よりゃは TのRosser型 Henkin文であることが

分かる．しかし，逆に TのRosser型 Henkin文が必ずしも PAや Tにおいて証明または反証が

できるとは限らない．実際，系 3.14はTにおいて独立な Rosser型 Henkin文を持つ Pr¥(x)の

存在を示している．他方， Tにおいて独立な Rosser型 Henkin文が存在するかどうかは Pr¥(x)

の取り方に依存する．

定理 3.15(Kurahashi [16, Theorem 4.2]). Pr¥(x)が存在して，任意の £Aー文ゃについて，

T卜Pr¥（「炉） →ゃならば T卜¢または Tト--,pとなる．

Henkin対の条件を弱めることで，文 pが Pr¥（刀口）という形の文と同値となるための必要十

分条件が得られる．

定理 3.16(Kurahashi [19, Corollary 4.5]）．任意の £A—文ゃについて，以下は同値である：

1. Pr¥(x)とら文心が存在して， PAトcpt--t Pr¥（「炉）となる．

2. PA卜ゃ⇔び＋かつ PAト---,(a+I¥ a_）かつ PAト---,ConT→四 V び＿となる ~1 文の組

(a十9び＿）が存在する．

定理 3.16を用いて，命題 3.13の強化版が得られる．

命題 3.17(Kurahashi [19, Proposition 4.8]). ~1 文 O が存在して，全ての Pr¥(x) と全ての £A­

文心について PA¥び⇔ Prり（「訂）となる．

~1 文 a について，び＋とび＿をそれぞれ江文 av---,ConT と 0=1 とすれば，定理 3.16 より

次の系が得られる．

系 3.18(Kurahashi [19, Corollary 4.6]）．任意の S1 文 a に対して， Pr¥(x) と £A—文心が存在
して， PA卜(av---,Conr)⇔ Pr¥（「訂）となる．

系 3.18から，次の FGH定理が直ちに導ける．

系 3.19(FGH 定理 ([19] を参照））．任意の ~1 文 a に対して， £A—文心が存在して， PA+Conr ト

6 け ProvT(＂炉）となる．
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3.3 Rosser証明可能性述語と導出可能性条件

Rosser証明可能性述語 Pr¥(x)に対して第2不完全性定理が成立しないため， Pr¥(x)はD2と

D3の少なくとも一方を満たさないことが分かる． Kreiseland Takeuti [14]はPr¥(x)がD2を

満たすか， という問いを提起したが， Guaspariand Solovay [6]もしくは Shavrukov[24]によっ

て整備された様相論理の技術を用いれば， D2とD3を共に満たさない Pr¥(x)の存在を容易に

示すことができる．更に，全ての Rosser証明可能性述語に共通して成立する性質は命題 3.2の規
--,r.p 

則 のみであることが分かっている (Kurahashi[15, Theorem 6.4]）．一方で， D2と
--,Pr¥（「炉）
D3のそれぞれを満たす Pr¥(x)も存在し，したがって D2とD3の成立は Pr¥(x)の取り方に

依存する．

定理 3.20(Bernardi and Montagna [3, Example 3]; Arai [1]). D2を満たす Pr伊(x)が存在する．

定理 3.21(Arai [1]). D3を満たす Pr¥(x)が存在する．

これらの定理により， D2とD3の一方だけでは第2不完全性定理が導けないことが分かる．こ

のように，いくつかの導出可能性条件を満たす Rosser証明可能性述語を作ることで第2不完全性

定理の限界を探ることができるため， Rosser証明可能性述語は第2不完全性定理という観点から

も有用である．

Kurahashi [18]はD2に加えていくつかの条件を満たす Rosser証明可能性述語の存在を示し，

第2不完全性定理と導出可能性条件の閲係について論じている． D2を満たす Pr¥(x)に対応する

様相論理 PL(Pr伊）は KDを含む正規様相論理であり， Kurahashi[17]において分析が行われて

いる．次の条件は命題 3.2をPr¥(x)を用いて形式化したものである：

C2: 任意の £A—文¢について， PA 卜 Pr¥(「 --,r.pり→ Pr¥(「--,Pr¥（「炉） 7).

KDに公理ロ--,A→口玉］Aを加えることで得られる正規様相論理を KDRと書くことにする

と，次が成立する．

定理 3.22(Kurahashi [17]). 

1. (Theorem 3.1) PL(Pr伊） ＝KDとなる Pr¥(x)が存在する．

2. (Theorem 4.6) KDR ~ PL(Pr伊）となる Pr¥(x)が存在する．

3. (Proposition 4.5) KDR ~ PL(Pr伊）となる Pr¥(x)は Clを満たさない．

問題 3.23(Kurahashi [17, Problem 4.14]). KDR = PL(Pr¥)となる Prり(x)は存在するか？

Kikuchi and Kurahashi [9]では， D2を満たす Pr皐(x)を算術のモデルの観点から分析している．

定義 3.24.TのRosser証明可能性述語 Pr伊(x)とPAのモデル M に対して，

Th(M;Pr¥) := {r.p I r.pは互文で M p=Pr¥（「炉）｝

とする．

このとき， D2をモデルを用いてある意味で特徴づけることができる．

命題 3.25(Kikuchi and Kurahashi [9, Proposition 3.3]). 

1. Pr伊(x)がD2を満たすなら，任意の Mp=PAについて Th(M;Pr¥)は無矛盾である．

2. Pr伊(x)が Clを満たし，任意の Mp=PAについて Th(M;Pr¥）が無矛盾なら， Pr¥(x)は

D2を満たす1.

羹文 [9]はこの主張を Clより強い仮定を用いて述べているが， Clで十分であることは容易に確かめられる．
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命題 3.2の逆の含意の成立を主張する次の条件を考える．例えば定理 3.15のPr¥(x)はこの条

件を満たす．

C3: 任意の £A—文ゃについて， T ト ---,Pr¥（「匂）ならば Tf---,'P·

次の定理は算術のモデルに対して良い振る舞いをする Rosser証明可能性述語の存在を示すもの

である（論文 [9]ではこのような Pr¥(x)をユニバーサルな Rosser証明可能性述語と呼んでいる）．

定理 3.26(Kikuchi and Kurahashi [9]). 

1. (Proposition 3.4; Theorem 4.7) Pr¥(x)が D2とC3を満たすなら， Tの任意の無矛盾完

全拡大理論 Uに対して， Mp=Tが存在して，任意のら文 Pについて U卜p←⇒(f) E 
Th(M;Pr伊）となる．

2. (Theorem 4.2) D2とC3を満たす Pr¥(x)が存在する．

D3を満たす Pr¥(x)の様相論理については Kurahashi[15]や Kogureand Kurahashi [11]に

おいて議論を行っている． Rosser証明可能性述語は D2とD3を共に満たすことはないが， D2

をM に弱めることで次が成り立っ．

定理 3.27(Kurahashi [18, Theorem 11]). M とD3とClを満たす Pr¥(x)が存在する2.

したがって， M とD3だけでは第2不完全性定理が導けないことが分かる． しかしこれらの条

件はまだ，ある形の無矛盾性の証明不可能性を導く強さを持っている．

定義 3.28.Tの証明可能性述語 Prr(x)に対し， Tの無矛盾性を表す図式 Con危げを次で定める：

Con恥：＝←（Pr吋匂） A PrT(「---,'P7)) I'Pは互文｝．

定理 3.29(Kurahashi [18, Theorem 4]). Prr(x)が M とD3を満たすならば TJ,L Con危叶で

ある．

定理 3.27と定理 3.29を合わせることで， TJ,L Con芦ボを満たす Pr¥(x)の存在が分かる．ま

たこのことから，一般に ---,PrT(「0= 17)とCon危巧が同値ではないことが従う．ただし， D2を

満たす P万 (x)についてはこれらは同値であり，このことと定理 3.29から， D2とD3を満たす

Prr(x)について TJ.L---,PrT(「0=1りとなるという第2不完全性定理 (Lobの定理の帰結）を導

くこともできる．

次の定理から， Rosser証明可能性述語は XlCを満たす証明可能性述語の分析に用いることは

できない．

定理 3.30(Kurahashi [18, Proposition 4]). E1 Cを満たす Pr¥(x)は存在しない．

4 Rosser型の局所反映原理

本節では Rosser型の局所反映原理 Rfn(Pr伊）について， Goryachev[5], Kurahashi [16]そして

Kogure and Kurahashi [10]において得られている結果について紹介する．

2論文 [18]において Clを明記はしていないが，証明を読めば Clを潤たすことが分かる．
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4.1 Rosser型の局所反映原理の諸性質

Rosser証明可能性述語に基づく局所反映原理 Rfn(Pr¥)の分析は Goryachev[5]によって始め

られたが，特に GoryachevはRfn(Pr¥)とRfn(Provr)との比較に注目した．まず任意の Prり(x)
について， PAf---Pr¥(x)→Provr(x)なので PA+Rfnr(Provr) f---Rfnr(Pr¥)である．他方
PA+ Conr f---Provr(x)→Pr¥(x)なので， Goryachevの分析を階層化した次の結果が成り立つ．

命題 4.1.任意の rE {IInぶnln?:l}とRosser証明可能性述語 Pr¥(x)について，以下は同値

である：

1. T + Rfnr(Pr¥) f---Conr・

2. Rfnr(Provr)とRfnr(Pr¥)はT上で同値である．

命題 4.1を定理 3.4.1と合わせれば次が成り立つ．

系 4.2.Pr¥(x) が存在して，全ての rE{~n,IIn In?: 1}について Rfnr(Provr)とRfnr(Pr¥)
はT上で同値である．

他方， Rfn(Provr)とRfn(Pr¥）がT上で同値でない Pr¥(x)の存在が命題 4.1を定理 3.4.2と

合わせれば従う．したがって， Rfn(Provr)とRfn(Pr¥)の同値性は Pr¥(x)の取り方に依存する

ことが分かる．では， Rfn(Provr)とRfn(Pr¥)が同値ではない場合に，標準的な Rfn(Provr)が

有しているどのような性質が Rfn(Pr¥)に引き継がれる，または失われるのだろうか．

まず， unboundednesstheorem（定理 2.9)はRosser証明可能性述語に対しても成立する．

定理 4.3(Kurahashi [16, Theorem 6.5]). r E {~n, IIn In?: 1}とする．戸文の c.e.集合 X に
ついて， T+Xが無矛盾ならば，任意の Pr¥(x)について， T+ X ¥ Rfnr(Pr¥)となる．

系 4.4.r E {~n, IIn+l I n ?: 1}とする．任意の Pr伊(x)について， T+ Rfnrd(Pr伊）が無矛盾な
らば， T+Rfn叫Pr¥)¥ Rfnr(Pr¥)である．更に，任意の Pr¥(x)について， T¥ Rfn1:1 (Pr¥) 

である．

命題 2.8は D2と XlCを満たす PrT(x)が T+ RfnE1 (Prr) f---Rfnrr1 (Prr)となるという

主張であり，このことは ProvT(x)に対しても成立する．もちろん系 4.2の Pr¥(x)については

T+Rfn叫Pr伊） f---Rfnrr1 (Pr伊）である．他方，次の定理より T+ RfnE1(Pr伊）が Rfnrr1(Pr伊）を

証明できるかどうかは Pr¥(x)の取り方に依存することが分かる．

定理 4.5(Kurahashi [16, Theorem 6.16]). T + Rfn叫Pr¥)¥ Rfnrr1 (Pr¥)となる Prり(x)が存在
する．

4.2 Rosser型の局所反映原理と Beklemishevの保存性定理

本稿の最後の話題として， Rosser型の局所反映原理に対する Beklemishevの保存性定理（定理

2.11)の成立状況に関する諸結果を紹介する．任意の Rosser型の局所反映原理 Rfn(Pr¥)に対し

て Beklemishevの保存性定理と同様の主張は成立するだろうか．まず，定理 2.11と命題 4.1,お

よび定理 2.12より，次は明らかである．

命題 4.6.r E{~n,IIn+l In~ l}とする．もし Pr¥(x)が次の二つの条件の少なくとも一方を満
たすとすれば， T+ Rfn(Pr¥)はT+ Rfnr(Pr¥)上じ保存的である：
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1. T + Rfnr(Prf,})卜ConT・

2. Prf,}(x)はD2を満たす．

系 4.2でとれる Prf,}(x)や，定理 3.20でとれる D2を満たす Prf,}(x)について，全てのr€ 

｛刃n,IIn+l}について， T+ Rfn(Prf,})がT+ Rfnr(Prf,})上じ保存的である．

条件 ClはT+ Rfn(Prf,})卜Co町となるための十分条件であった（命題 3.5)．定理 3.22から

D2を満たすが Clを満たさない Prf,}(x)の存在が従うが，更に次が成立する．

定理 4.7(Kogure and Kurahashi [10, Theorem 3.8]). D2を満たすが T+ Rfn(PrT) ¥ C。町と

なる Prf,}(x)が存在する．

定理 4.7は定理 3.4.2の改良版である．他方，定理 3.27のPr伊(x)はClを満たすが D2を満

たさないことが分かる．したがって，特に命題 4.6に関連する 2つの条件 “T+Rfn(Prf,})卜Conが'

とD2は互いに比較不能である．

ここまでは保存性定理が成立する Pr伊(x)に関する話題であったが，保存性定理は全ての Rosser

証明可能困巫語に対して成立するわけではない．次の定理はより強く，全ての rE{~n, IIn I n 2: 1} 

に対して一様に II1-保存性が成り立たない Prf,}(x)の存在を示している．

定理4.8(Kogure and Kurahashi [10, Theorem 4.2]). Prf,}(x)が存在して，各rE {~n,IIn In 2: 1} 

について T+ Rfnrd(Prり）は T+ Rfnr(Prf,})上 II1-保存的でない．

定理 4.8のPrf,}(x)は命題 4.6より T+ Rfn(Prf,}) ¥ ConTであり，また D2を満たさないこ

とが分かる．よって定理4.8は定理 3.4.2の改良でもある．更に， rを固定すれば II1ー保存性が不
成立であることの証拠を II1文ConTでとることもできる．したがって， T+Rfnr(Pr伊）卜 ConT

となる rを自由にコントロールすることができる．

定理 4.9(Kogure and Kurahashi [10, Theorem 4.1]）．各 fE {~n, IIn I n 2: 1}に対して， Pr伊(x)

が存在して， T+ Rfnrd(Prf,})卜ConTかつT+ Rfnr(Prf,}) ¥ ConTである．

定理 4.8と定理 4.9はr;;;:> II1についてじ保存性が一般には成立しないことを示しているが，
~1-保存性については次の定理が成立する．

定理 4.10(Kogure and Kurahashi [10, Theorem 5.6])．次は同値である：

1. T は ~1-健全である．

2．任意の Prf,}(x)と任意のrE {~n,IInln2:l} に対して， T+Rfn(Pr伊）は T+ Rfnr(Pr伊）
上 ~1-保存的である．

3. 任意の Pr伊(x) に対して， r€ {~n,IIn In 2: 1}が存在して，T+Rfnrd(Prり）はT+Rfnr(Pr伊）
上 ~1-保存的である．
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