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1 はじめに

本稿においては Gamma関数r(z)= 1 戸 e―tdtの特殊値が超越数，従って無理数
になるかどうかという問題に関し， ICT教材を介した視覚的理解を試みるための試行に

関して報告する．題材としては配で実現される立体図形の体積や表面積を考え，対象

の数量としては「関数の有理数における値によって表せる数を考察した．立体図形に対

しては数学ソフトウェアである Mathematicaを用いた図示による視覚化を行なった．

r関数の有理数における特殊値である r(1/3)及びf(l/4)という実数が超越数（従っ
て無理数）になるということは数学的に証明されているが，これは極めて非自明な結果

なのである． Tが超越数である事実から，f(l/2)= -foも超越数（これも無理数）にな
るが，一般にはこれらのr関数の 1/2以外での特殊値における超越性の証明は極めて難
しい．そのため，まず無理数という事実を直感的に判断するために，一様分布という数

学的概念を適用し，図示による理解に Mathematica教材を役立てることを考えた．

現状では「関数の他の値，例えば「(1/5)が超越数か否か等も未知である．本来はこ

のような超越性を予想するための heuristictrialだけでも実践したいのである．しかし

与えられた複素数や実数が例えば3次の代数的数ではないことを示すだけでも，多項式

の整数係数4箇所を動かせる整数格子に帰精させる等の高次元の図示に係る工夫が必要

かもしれないが，超越数の視覚化の構想がなかったため，今回は無理数性にとどめた．

無理数の視覚化には，考察すべき実数xの整数nE Z~。倍の小数部分 (nx の最大整数

部分 lnx」を元のnxから減じた0以上1未満の実数）を考え， XE脱に対し

{nx} := nx -ln叫が n→ooのとき区間 [O,1)で桐密←⇒x¢ Q 
という同値性を拠り所にすることができる [5,Example 2.1](====}は対偶を考えれば自明）．

桐密という現象の視覚的判断も残念ながら厳格ではないが，経験則に準ずる試行提案と

いうことでご理解いただきたい．

2 「関数の特殊値に関する代数的独立性

Yu. V. Nesterenkoの1996年の定理 [8,Corollary 5]より， Gamma関数の特殊値「(1/4)

についての数論的な結果が以下のように従う．ちなみに，Q上で代数的独立と称するこ

とと，代数的数全体の集合Q上で代数的独立ということは同値である．
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定理 1(Nesterenko) r(l/4)と《元と e1rの3数はQ上で代数的独立である．

もとの論文の定理にある r(1/4)と7fと e1rではなく， r(l/4)と《元と e1rに対しても同

様に直接の証明が成り立つことは， Nesterenkoの証明に対する D.W. Masserの注意に

よる．

既に1976年に， G.V. Chudnovskyによってr(l/4)とTの代数的独立性は示されてお

り，従って r(l/4)の超越性もこの時点で知られていた [1][2, Chapter 8]. Chudnovsky 

の証明の概要は以下の通りである．

楕円曲線y2= 4x3 -4xを考える．この曲線は有理数体上で定義され，Q（i)上の虚数

乗法を持ち，基本周期の一つはW=2[OO《`［石＝評（］』） ＝r悶:)2と表せる
[1, 8]. よく知られているように，ベータ関数 B(a,b) = 11 xa-1(1 -x)b-1dxは

叫り＝言［悶
と表せるが， Chudnovskyはまずこのwと7fの代数的独立性を証明し，それを用いて

r(l/4)とTが代数的独立であること，つまり r(l/4)の超越性を得た．

一方，上記の Nesterenkoの定理1は3個の実数の全てが代数的独立，即ち，有理数係

数の任意の非ゼロの3変数多項式の各変数に対象となる値を代入しても決して0になら

ないという顕著な定理であり， Chudnovskyの結果よりも強い．またRamanujanの手

法を用いており，証明も異なる． 3個の実数が代数的独立ならば，そのうちどの2個も

必ず代数的独立であり， Nesterenkoの定理1はChudnovskyの結果を含む．定理1から

は3個の実数の各々は超越数即ち，有理数係数の任意の非ゼロの 1変数多項式の根に決

してならない数になるため，無理数であることも従う．今回は， Gamma関数の特殊値

である r(l/4)が超越数である事実の可視化が難しいため，次節のようにまずr(l/4)の

無理数としての視覚化のみを試行した．

定義 1(RamanujanのP,Q,R関数） 1916年にS.Ramanujanは次の関数を定義した

P(z) = 1 -24文び1(n)z叫Q(z)= 1 + 240 fの(n)zn,R(z) = 1 -504文巧(n)zn
n=l n=l n=l 

ここでuk(n)=どdindk ~ま約数関数である．特にこれらは次の微分方程式を満たす：

z,... P2 -Q z " PQ -R z,... PR -Q2 
冒：P＝ 12'z石Q=~, z五R= 2.  

先に述べたNesterenkoの定理1は，以下の定理2の系である [8,Corollary 2]. 

定理 2(N esterenko) q E Qかつ0< lql < 1 ====} P(q), Q(q), R(q)の3数はQ上で代
数的独立である．従って全て超越数である．
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3 立体図形K,4の表面積及び体積の数論的性質

我々はf(l/4)を表面積もしくは体積として具現化できるような立体図形を以下のよ

うに考察した．

• 0: 3次元空間配における中心（0,0, 0),半径《うの半球体

•円柱 A: 中心 (1,0, O)(resp.B：中心（0,1,0)),半径1の円が底面の円柱体

•円柱 c: 中心 (-1,0, O)(resp.D:中心(0，ー1,0)），半径1の円が底面の円柱体

• E1 = AnB，恥＝ BnC，恥＝ CnD,E4= DnA（左下図の四つ葉1枚ずつの上
部にある円柱内の部分，即ち，左上図の交わる円柱体2本の共通内部4箇所それぞれ）

• F = u;=l此 （左下図の四つ葉部分の上部のみにある円柱体の内部）
• K,4 = 0 ¥ F （右上図の円柱4本を刺し半球体0をくり抜いた残りの立体，即ち，
半球体0から右下図の濃い色の四つ葉の上部を除いた残りの立体）

とおく．K,4の表面積としては0の大円と円柱A,B,C,Dの側面からなる部分を除き，

半球面に四つ葉のアナがあいた部分のみを考えることとする．またK4の体積としても，

半球体0に四つ葉のアナがあいた部分を扱う．

K,4の表面積をS（応），体積をV(JCりとおき，それらを計算すると次の値になる．
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命題 3（積分の計算）立体図形/C4の表面積をS(JCり，体積をV(JCりとおくとき

S(/C4) = 
16y2 • 1rft 
（叫））2'

V（応）＝ー・
4 （叫））

9 喜・

(1) 

(2) 

命題 4（立体図形 K4の表面積と体積の数論的性質） V元，rじ）の代数的数係数の積・商
は超越数である．即ち S（に） ¢豆，V（応） ¢ 0である．また無理数性つまり， S（応） ¢ 
Q,V(K,り祖Qも直ちに成立する．

命題4は定理1から直ちに従う（《釘系数での代数的独立性も従う）．

4 無理数の可視化と一様分布

Mathematicaの場合入力数としては必ず有限ケタの小数であるため，無限回の実行

や無限ケタの小数入力は現実的に不可能であることをお断りしておく．そのため，十分

大きな有限ケタ数での小数の入力になってしまうが，それでも桐密性の可視化を試みた．

以下はまず， S（応）rf_Q, V(K,4) rf_ Qである事実の確認として，これらの実数をxと

おき，その整数nE Z::c:。倍の小数部分 (nxの最大整数部分 lnx」を元のnxから減じた

0以上1未満の実数）を考え，第1節で述べた {nx}:= nx -lnx」が n→ooのとき区
間[O,1)で桐密になることと x¢ Qの同値性に則り， S（に）rf_Q, V(K,4) rf_ Qの可視化
を試みた．

0と1の間に点{nx}が桐密に詰まってゆく様子を， nを動かしながら，区間［0,1)で

はなく円周の長さ 1の円周上に{nx}をプロットしたMathematicaファイル出力図をお

見せする．

x=S（応）でギッシリに見える x=V（応）でギッシリに見える
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一方，有理数xについては点{nx}が桐密にならない．この有理数の可視化も実装し

て比較した．無限回の実行は現実的に不可能であるが，それでもまばら状態になるよう

に見える．

次図のVivianiCaveと呼ばれる立体の表面積（パラシュート状の上側のみ）は驚くべ

きことに有理数4で，体積も有理数8/9である ([3,4]参照）．非自明であろうが，計算

自体は大学の微分積分学の範囲で可能である．

Vivi皿iCave(Viviani窮面）Vとは以下の立体図形である．

• 0:中心（0,0,0)，半径1の半球体
•円柱A：中心 (1/2,0, O)(resp.B：中心(-1/2,0,0)),底面の半径が1/2の円柱体

• F=AUB（互いに接する円2個を底面にした円柱体2本）
• V=O¥F （半球体0から円柱体2本の内部を除いた立体（上半分のみ））

Viviani Cave：半球面の円柱外側のみの緑色パラシュート状の立体図形（上半分：表面積4)

この VivianiCaveの体積，即ち半球体0から円柱体2本をくり抜いた部分Vの体積

X = 8/9（上半分）に対し，下図の｛血｝の点のプロットは確かにまばらに見える．

Viviani Caveの体積 X= 8/9でまばらな{nx}

一様分布の視覚化では，残念ながら超越数と代数的無理数の区別は出来ないことも，

述べておく．なお Nesterenkoの定理2よりf(l/3)と［fと ev'3パの3数が代数的独立で

あることも従うので，次回はf(l/3)に関しても考えたい．
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