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交代ボンド･スピン鎖の基底状態相転移と

現象論的摂動論

東大 理 ･羽田野 直道

近年,量子系における基底状態の相転移現象が注目を集めている｡これは,基
底状態における量子揺らぎが,有限温度相転移での温度揺らぎと同じ役割を担っ

て引き起こす現象と理解されている｡

さて,このような相転移.を示す系に二つの調節可能なパラメータが含まれてい
るとする｡(以下で示す例にしたがって,このパラメータを人とEと書くことに

する｡)このとき,二次元のパラメータ空間上で相図が措かれることになる?言
い換えれば,Eを固定して人を変化させた時の転移点 入C(E)が,Eに依存して変
化することが考えられる｡同時に臨界指数も変化する可能性がある｡

このような相図を数値計算で求めようとする時によく行なわれるのは,次のよ

うな方法である:｢(1)Eをある値に固定して 人を変化させ,転移点 入C(e)を評
価する,(2)同じ手続きを別のEについても繰り返す,(3)求められた幾つかの
(Ac(e))を滑らかに結ぶ.｣ここではこれと全く異なったアプローチについて述べ
る【11｡すなわち,摂動論で得られた結果を現象論 (有限サイズ･スケーリング)
で解析し,転移点と臨界指数のEに関する微係数を求める,という方法である.

一般論を述べる前に,後半で具体的に計算する模型をまず紹介する｡
反強磁性xxZ鎖

71-JAF∑(S.TSCr..+SFSty.1+lStfStf.1) (JAF,0) (1)I
は,注目を集めている低次元系の一つである｡これは,Haldaneが以下のような

予言したことに始まる【2,31:｢(1)スピンが整数の場合,人のある領域 (A-1を
含む)で無秩序な基底状態が存在し,励起状態との間にエネルギー･ギャップが

ある,(2)スピンが半奇数の場合はS-1/2に対する厳密解と同じ振舞をする｡｣
それ以前に知られていたS-1/2の場合の厳密解 [4]とS-∞ の場合の厳密
解 【5】では,いずれも入-1で基底状態の相関長が無限大となる｡このため,す
べてのSについて同様の振舞をするものと思われていたこともあって,Haldane
予想は大きな驚きをもって迎えられた｡しかし,数値計算,実験などの結果から,

現在では正しいものと考えられている【6-8]｡
整数スピンの場合には,人を変化させたときに入-入C(>1)で基底状態相転移
が起こるものと考えられる.すなわち,入<Acでは無秩序な基底状態がただ一つ

存在 し (Haldane相),入>入CではN6el秩序を持つ基底状態が二つ縮退してい
る (N6el相).相境界上でのみ励起状態との間のギャップが消える｡N6el相へ入

ると同時に,N6el執事変数が～(A-lc)βの形で現れるO
飛田は,上のS-1の模型の無秩序な基底状態が,次のようなS-1/2の交
代ポンド鎖の基底状態の極限として理解されることを示した[9,10】:

71-JAF71AF+JF7tF (JAF,JF≧0),
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図 1:模型 (2)の予想される基底状態相
図.本研究では特にHaldane相とN6el
相との相境界を議論する｡

o 九C

ただし,

7iAF≡∑(中.'.1+TFq.y.1+l中.f.1) 及び TtF≡-∑ q-1･･T-1･･ (3)I I

ここで,(q-.I) とiTT･)は共にパウリ行列である.この模型はJF- ∞ で S-1
の模型 (1)に帰着すると考えられる｡
これを摂動論の立場から見ると,次のようになる｡模型 (2)の第二項 γF を非
摂動項,第-項 γAF を摂動項とみなし,摂動パラメータを

e= JAF/JF (4)

とする.非摂動系は基底状態が 3L 重に縮退している.(ただしLはスピン対

(01-.I,T7)の数.)したがって,基底状態の一次摂動を計算する前に,まず零次近似と
して3L個の状態の適当な線形結合を選ばなければならない｡この手続きがちょ

うど模型 (1)を対角化するのと等価である｡模型 (1)の無秩序な基底状態は零次
近似固有関数,そのエネルギーは一次近似エネルギーに等しい｡

数値計算等から,模型 (2)のJF-0(e-∞)のときの基底状態 (一重項の直
積)が,連続的にe-0の基底状態につながっていると考えられている【9,10】.
更に,e<1/2では,模型 (1)と同様にユニlc(e)においてHaldane相からN6el
棉-の転移を起こすと予想されている【11-13]｡ただし,この時の秩序変数は,過
常のN6el秩序変数に代えて

sz≡去∑(-1)i(車 T.,) (5)I

である.この基底状態相転移の(A,e)に関する相図が,図 1のように予想されて
いるo相境界入C(e)は数値計算で調べられているが,これまでは主にEと1/2の
近傍で議論されてきた[12,13】｡ここでは,逆にE～0の近傍における微係数

人と≡ dlc/dele=｡ 及び U'≡ du/dele=｡ (6)

を求める｡

さて,以下に現象論的摂動論の一般論を述べる｡
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本質的な部分は既に鈴木によって提案され[14】,最近になって古典系の温度相
転移の解析に応用された【151｡ただし,これらは熱力学的極限における現象論を
用いていた｡しかし上の問題のように,量子系を数値的に議論しようとする場合,
扱える系の大きさは非常に限られている｡したがって,ここでは有限サイズ･ス
ケーリングを基にして一般論を展開する｡

まず,ある物理量Qに対して次の有限サイズ･スケーリング形を仮定する【16】:

(Q)A,L-Lwe(y) (y≡ L/E). (7)

ここで,式 (7)の左辺は異方性 人,大きさLの系における基底状態でのQの期
待値である.指数W は演算子 Qのスケーリング次元を,Qはスケ-1)ング関数
を,Eは相関長を表すo相関長は臨界点 入C近傍で

1/i～(lc-A)y (8)

のように振舞う.(ただしKosterlitz-Thouless転移の場合を除く.)読(7)-(8)よ
り,熱力学極限におけるQの振舞がくQ)A,00～(入C一入)-uvと得られる.
ここで摂動 E を変化させると,臨界点 入C,臨界指数 Z'とスケーリング関数Q
が変化する可能性がある｡なお ｢弱いユニヴァ-サリティー｣【17]により,スケー
リング次元WはE に依らないものとする.

スケ-1)ング形 (7)を摂動パラメ-タeに関して微分すると,

x(- ,≡芸log(Q,,,L-ya(y,(;(logy-logL,IuAt(i)1/V)･b(y,(9)

なる式が得られるOここでa(y)≡ a-1∂e/ay及びb(y)≡ a-1∂e/aeと定義さ
れている｡式(9)の対数関数の項は人ニスCつまりy-Oでゼロになるので,Ll/V
依存性の項の係数を調べれば差 がわかる.表式を簡単にするため,6-0にお
ける転移では〝主1であるとすると,

X(Ac,0;L)-a(0)ltL+b(0)

となる｡一方で,式 (7)を人に関して微分すると

Y(A,0;L,=芸log〈Q,̂･L--ya(y,〟(吉)1/V
となる｡再び〝=1を仮定すると

Y(lc,0;L)--a(0)L

(10)

恒 E

(12)

となる｡以上の2式(10)と(12)の左辺の量は,摂動論を用いて微視的に計算で
きる｡それらのLの比例係数を比較して差 を評価することができる｡
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図 2:Binderパラメータ(14)の 人
依存性｡曲線の交点が転移点入｡を与

える｡(なお,評価値 (15)と(16を
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臨界点の微係数 入;が評価できると,臨界指数の微係数 L,'は次の式を使って評
価できる.すなわち,yを-走にして

x(A,o;L)･AtY(A,0;L)-ya(y);(logy-logL)･b(y) (13)

という量を調べると,そのlogLの依存性からa(y)U'/i,が得られる.係数 a(y)
は式 (ll)からわかるので,〝′/〝を評価できることになる｡
さて,上の一般論を模型 (2)のHaldane-N6el相転移に適用した結果を以下に
報告するO扱った系の大きさは最大でL=16である｡行列の対角化や逆行列の
計算にはLanczos法を用いた【18,19]｡
まず,e=Oにおける転移点を求めるためにBinderパラメータ解析を行った

【20,21】｡つまり,模型 (1)の基底状態で,無次元量

U(木L)--1-
(S2)A,L

3(sZ)ま,L
竺 0(L/i) (14)

を計算した.なお,szはN6el執事変数,又は式(5)で定義される量である.式(14)
は臨界点においてL依存性を失うと期待されるので,図 2における (U(A;L))
の交点が転移点の評価 Icと 1.15を与える.更にスケーリングに対する主要な補

正項 【22】を取り入れた解析から,最終的に

Ic-1･192(4) (15)

を得た｡この値は【23】で得られているものとよく一致している｡臨界点における
Binderパラメータ(14)の値

6(o)-0.544(4)

は,二次元イジング模型における評価 [20,21】と符合する｡
次に,上で求めた転移点における臨界指数 〝を計算した｡これには,

∝Ll/V (n=2およびn=4)
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図3:式(10)(下半分)と式(12)(上
半分)のL依存性｡直線はL=14と
L=16のデータ点を結んだもの.二つ
の量X とYの傾きの比が入;にあたるO
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L

のデータを用いた｡スケーリングに対する補正項も含めた解析から

1/I,-0･97(3) (18)

が得られた.また,(sz2)入C,L と(S2)入C,Lの解析からβ/Z,-0.13(1)が得られた.
以上の結果から,この転移が二次元イジング模型のユニヴァ-サリティー･ク

ラスのものであることが改めて確認された【23,24,25】｡以下の解析では〝の値
は(18)を使わずに1に固定しておくことにする｡
第三に,Q- sz2 およびQ-S三 として(10)と(12)を計算した (図3).図の
L依存性の係数からa(o)差 とa(o)を評価した結果,

入:空1･40(4)

を得た.現在の所,この結果と比較できるようなE～ 0での研究は見当た
い.一方,先にふれたように8-1/2では相境界 Ic(E)が正の無限大へ向
ことが示されている【11,12】｡これを評価値 (19)と組み合わせると,次のよ
｢実験式｣が得られる:

1.40e
入Cと1･192+T二石+0(62)

山り
な
,つ
な

巨
･
ら

か
う

(20)

最後に,式(13)のデータのlogL依存性を調べた (図4).図の曲線はL-∞
にしたがって定数になるように見える.これはl''-0,つまりHaldane-N6el相
境界上でのユニヴァ-サリティーを示唆するものである｡(なお,スケーリングに

対する補正のため〝'の定量的な評価には至らなかった.)これとは別にEと1/2
付近におけるユニヴァ-サリティーも数値的に示されている[12】｡ここでの結果
はそれと相補的なものといえる｡

まとめると,ここでは量子系の基底状態相転移に関する摂動計算の現象論的解
析法を定式化した｡これにより,相境界に沿った臨界点と臨界指数の変化を数値
的に議論できる.この一般論を,特に交代ボンド･スピン鎖のHaldane-N6el相

転移に適用し,A;と〝′を評価した｡
数値計算は,文部省科学研究費補助金 :重点領域研究 ｢計算物理学一 物性研
究における新展開｣に基いて行なわれた｡
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図 4:式(13)のL依存性の片対数
プロット.ただし,物理量はQ-S2
とし,スケーリング変数はy-0.1
に固定してある｡
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