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§1.その意味し志向する運動像は.?

不完全なるが故の統計的立場ではな く,完全にして固有の統計的 ･確率的主

張を有する量子力学であることは論をまつまでもない｡ それ故に, それは遅参

する体系の ensenbleを対象 とし,さらに Causalityを無分散性に求める

とき,それが統計的であそことの支えである統計演算子が causalた りうるこ

とは否定される.この意味での causal interpretatio‡〕は幻惑にすぎないC

このような voriNeuma.rnの定聾の主張に対し, Bohm が主張するように,

分散まで執 衛 してしまうような観貝納まありえず,分散密生ぜしめる"ゆちぎ "

の原因は知 りえず,もともと何 もないのだとして進むの も,また,何かひっか

かるものを感ずるo

Langevinの基泰的立象は,混沌の中にも力学的精神を貫 こうとした点に

あったので違ろ うし,Fluctuation-DissipaticrlTheoremに伺えるよ

うに,分散に対する原因カの導入であったととれるO

『力学的精神 』を乾 しむ ものとしての確率論ではな く,賦活 し豊かにするも

のとしての stochasもics もまた幻想であろうか ?

Einsteinのつぶやき ｢神々のサイコロ遊び云々｣が気にな少ながらも,

planckがエン トロピーのエネJVギーに馳する2次徴係数の執拘なまでの追究

か らhを割 り出し,Einstein自身もまたサイコ_P運びの法則か ら光子の 2重

性を明るみに出した手法に,例えそこにマクロの中で という大義名分があそと

して も,何か深い其理性があるのでは琴いかと思われE,o

cbebysbevの不等式が示すように,物聾畳Ⅹがその平均値<Ⅹ>から任意

の正数E(>O)よりも大 きくずれる確率は

p(lx-<Ⅹ>l>E)≦
<(x-<x>)2>

8
により分散によって抑えられている.

-460-



竹 山尚賢

可測集合を対象にして測度空間の中で確率空間をとって,確率密度βの鉱が

りの方は確率論的に分散の幅の中で規則性をとらえよう｡ として も,これだけ

では不備である｡

時刻 七,位置竃での集合密度 p(竃,t)は,時間 Tの間の遷移確率W(言′/

言,T)により, (,Jhapman-KolmogorDVの式

p(竃,七十で)-fd石′p(甘 o℃)W(?′/石,I)

で経ばれている歩合,拡散方程式

∂p/∂七ニ ー div (jvdP),

?

v d - - D gradln P

によって支配されることとなり,遷移確率は

W(言J/竃,I)- exp(TD△)×8(石一言′)

(1)

(5)

で与えられるO

外場のポテンシャル U(て)が存在する場合は (2′)を次のようにとれば よ

Lハ O

マd- 一 〇 gradln(p--xp(U/kT))

一 〇 grad lr" - (D/kT-gradU

いま,純拡散速度 として ,これ迄通 り,

u=D▽1n′)

(-2〝)

(4)

を導入し,pの嘩筒変化の式を (2)にとるのでは,次式となるにすぎないO

≡≡コ

∂u/at - D△竃 +▽(言･ご) (5)

(2), (2′or2'′)は Kol皿0､gOrOVの前向き方程式であって,その時閲

は 0≦ 七<+- に限 られる｡ この時問を二方向性の力学的時間と調和させるこ

とは許されないo確かに (2)も一つの連続の式であるが ,時間反転に隣する

対称性はない.この対称性を備えている連続の式は

-461-



ap/at ニ ー div (て p),

.V=▽Lq/a

ブラウン運動論と量子力学 (Ⅵ)

(6)･

(6J )

で,マは力学的速度である0 時間スケールを (6)のそれにとりかえて, (4)

の時闇変化の式

∂7/atニ ー D△マ ー▽(言･言) (7)

が成立する｡

問題の本質は, stochastiosの時間反転に対する対称化 (これを力学化 と

よぶことにする)と, stochasticsの中か ら力学的速度に従って系統的に流

れる流れ密度をいかにして浮き上らせるかとlハう相互に隣達 したこつの間藤に

集約されるo

Doot･が指摘 しているように,一方向の時間軸上で qrも)が Markoffi壷

であると,qト も)もまた逆向きの Mlarkoffianできちそ .

さらに Kolmctgorovが示 していたように遷移確率が遷移前後の2時空点に

鍾する限 少,前向き及び後向きの拡散方程式が同等に成立するので讃1,少,従来

の物鞄の間藤では前向きの 式を Fokker-Plane,kの方蕃式とよんでいたこと

になるO裏返していえば後向きの Kolmogorovの式の活躍舞台が見出せずに

いたことになる.ここに着 目して SもocITiasticsの力学化を試みようという

のが目的であったO

位置空間におけ る Langevinの式

>

dq(ち)- v driftd七十 dQ,(ち)

dq(もう- OdX(七)

≡≡コ

で致小増分 dq(七)は平均 vdrlftdt･分散 02d七の Gaussl?Lnをなし一

ゆちぎ項を (8')のようにとるときⅩ(tlが

<Ⅹ(七2)- Ⅹ(七11>-0,

<(Ⅹ(t2ト Ⅹ(ち.吊 2> ≡ Iも2-七八
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すなわち,変分パラメータ 1のブラウン運動をなすことになるO ここで自由拡
-__ラ

散の場合, ドリフト速度 vdTift- 0 0- 6(ち)とすると,I

ち

＼q(ち)- qh o)- I o(七′)dX(tJ)
to

(9)

のように "Wiener積分''の形に書かれる｡

この簡単な場合は,q(tJ)が時間パラメータによる変数の変化を伴 ったブラ

ウン運動をなし,遵移確率は,次式で与えられる｡

-1/2 /q-竺_三′ ス2
exp巨 ∧/2P)a),W(qD,to/q,七)= (2泥β) ×j二∞

七

p -I a(七 ′ ) 2d t ′ ; セロ< 七
to

また, "拡散方程式 "は次の 2式となる｡

前向き拡散方程式 ;

∂wjaも± (佃 2/2)∂2W/aq2,

後向き拡敵方程式 ;

∂W/ato - (0(to)2/2)∂2W/aqo2･

(11･8)

r H ･b)

ところで昌由粒子の場合でさえ自由拡散に対応するのではな く, (量子過程

を拡散過程としてみると) ドリフト速度が存在し,これを純拡散項に加えたと

き,力学的速度が回復することを庇にみた. マクロの観点からいえば‥ (2′′)
I,

でU±0であるから,右辺霧 2項の vd_rift,も存在しえないのであるが ./
これが間藤の第 2点であり,確率空間におけるブラウン運動に加えて力学空

間を補わねばならぬ C 両者は相互に独立た りえず,前述の力学化 とも無駄 係で

はありえない｡

§2.運動像の具体化と力学化

いま位相空間か ら超曲面を切 り出し,この超曲面を状静とよぶことにする.
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プラウy運動論 と量子力学 (Ⅵ)

運動する系がこの状態に止 まる限 D,すなわち,超曲面上で断熱的に運 動 する

限 り,その運動は無分散に定まり,古典 力学の支配する処 となろ う.ところが

この状態か ら別な状鮭に遷移 し,超曲面上か ら"垂直方向 "の空間に推移する

運動の竜- ドがある場合には,系の集合牽度は拡散 してtJOくこととな り,状静

の推移を位置座標の変化としてとらえ うるものとすると,位置空間のみにおけ

る拡散が間置 とな るO

起曲面外-の｣運動を確率過程 としてとらえようとする限 れ 曲面上におけ る

運動 もまた確率論的な意味での力学過程な らざるをえない ｡ 運動系としての拡

散子は,時間経過 とともに運動 の空間体額を増 してい くが,遵移が 2時空点に

匪す ぞ･非局所的運瓢である限 り,その前後の時間,位置に対して対称的に進行

してい くであろ うo

t,へま前向き拡散 を考えると,その遷移確率は (三)であ り,∂駆薮に Four-

ier検分を使 って

W(?//i,日

一三 十∞ス
-(27Y) rJ a-k eXp 卜 rDk2+i言･(宣言 ' ) i

--CX)

- ･(4KBT)-5/2exp(-(宣言,)2/4DT)

がえ られる. これは,偏微分方程式

I;
-2D▽lnW- (言一言′)/I-△q/I

(12)

(12′)

とFff_i'等であり,Wに対する微分変形演算子 (一2L▽)は Wに差分商の速度演

算子 (△q/△七)を作用させることと等価であることを示すO系統的 ドリフ ト

が存在する歩合には,これによる系統的夢慨 の項 等flTを差 し引いて

- 2D▽lrl.W- (宣言 Lが TV で

- △ 耳 /T一言(ft (12〝)

となるだけであるo要するに前向き過程に対しては, 0≦ S≦ 七<十- の時 間
=≡Eコ

パラメータ上で差分 q(.ち)一石(a)が Gauss分布をなし,共変畳 として
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く ‡言(ち)一石rs)日 石(t')一石(S′)〉>

- 2工 圧 S,t･] ∩ 〔S′, 七′〕 l (15)

をとるのであるC ここに 1 1は Lebesgue測度 . また,初期条件 ,

8(盲一言｡)の下で W と pの差異はなho

`̀系統的変位 "の項は,拡散子の全変位の着 目する状態への射影成分に当 り,

"ゆちぎの変位 "の項は直交禰空間 (勉めすべての状態)への射影成分に当るo

Langevir)的観点に立 って,前向き及び後向きの微小変位それぞれを恒等的に

次の.ように分割する｡

dq(i)=寺 f)dt+ da(･t)
~さ

dq(t)= プt)a..+ dQJ, ( 吊
一■

(14･a.)

(14･t)

ここで直交禰空間に勉す るゆ ちぎ成分 CL(吊 , 負,I ( tJ)が "遷移 "を もたらす

拡散の変位に匪達 し,一方向性時間上での全変位速度は,それぞれ

鷲 - 罪 - D▽ ln P

Jd
v d - jbJ. 工▽ lnP

(15･a)

(15･b)

となる｡

(14･a& ヒ)で直交補空間に属する成分が萱鯵 したために,微分係数 もまた

確率収束の意味で定義せさる奪えな h o すなわち.任意の E> 0に対し,

1土m P〔
∠ゝ もーヰ0

. -I.I
q (七十△七)-q (七)

∠ゝ 七

4 0
- D言 (i,日 > E]

(16･a)

によって q(i)の前向き時間微分 DfT(ち)-鮒 が定義され る｡後向き時間 ･

.･一一･｣ゝ

微分 P･bq(ち)も同様であり

li血 P〔
∠ゝ 七一40

-ー与 一一ね
q(t)-qh,-△t)

∠ゝ 七

4 0

≡≡Eコ

～Dtq't日>e ]
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ブラウン運動論と量子力学 (Ⅵ)

により,､Dbq(i)-i(b)が建義されるO
～>

この前向き及び後向きの平均時間轡分演算子 Df,.Obは,位置座額につい

て 2次微分まで連続,有界な任意匪数に対して `̀生成作用素 "として働 き,

Df- ∂/bt+酷 ▽ +D△ ,

Db- ∂/8七十評 .∇ - D△

の演算子熊 係が成立するO

`̀拡散方程式 "は, (15･a.& b)に対する

∂p/at ニ ー div(マ(芸p),
( for α- ご b)I

であるo

ところで言 (adlを対称化すると,

マ -(1/2日 マ(雷+1bd')

- (1/2)(亨 f). i(b')

とな り,`̀拡散項 "が消え,(18)は対称化されて

ap/at.- - div(7p)

(17･a)

(17･b)

(18)

(19)

(20)

となる.直交補空間-の拡散速度の成分か時間に匪する対称化によって失なわ

れ るこ-とは重要で, (20)は,流れ系に対する断熱的運動を記述してお り,借

用群 数 Sが存在する力学系に対しては,正しく

~=-:>

∂p/8七十∂/毎 〈(dq/dt)p)- 0, (21･a)
-~~>
て- dq/dt-▽S/a , (21･b)

を意味するものと考えられる.このような意味である種の断熱定理の存在が予

怒され,系の運動が分散を伴 って拡 っていく雲をまとっていても,その重心挙

動は,断熱的に超歯面上に束縛された運動となぞことを示すのであろうOただ
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し,現在qJ'処,上述のことを合理化できる論理はない ように思われ るo しかし

なが ら,それ程,常軌を逸 した像ではないように思i:れ るし, stochasもics

の力学化にとって不可避な要請であることは確かであるO 時間の対称化が平均

を伴 った射影凍作と類似の佐賀を示すことは興味深 h o この点,マクロのE-s

過程にそのモデ/レがある訳ではない /

§5. 系統的な前向き速度 と後向 き速度 との的確

いま･言に馳 して 2回連続微分可能な匪数 fl(電 七),f2(五 七)をとりI

d/dt< fl(q･t)f2(q,i)>

≡ (叛 も 〔再 1(q,ち)で2(q,ち)〟(q,ち)dq〕

を考えようo p(q,吊 は集合密度熊数0

時間間隔 △もの間区間 〔七｡,七｡+△弓を n等分 し分点粂列

tk - to+ 汰(△t/a),

(kエ ロ,1,2,-･.rl)

をとり,まず次の触係が成立することを示す.

to
-->

ここで飴単化の為に, qは qと書 き,

fJ(q(tk)I℃k)- fJ(q,tk)

と記 したC

∫(22)の左辺

(22′)

< fl(q.to十△七)f2(q,to+△七ト fl(q,top)f2(q,to)>

七〇十△七

=fl dt< Effl(q,i)･ f2(q,ち)十f.(q,い Dbf2(q:,ち)>
(22)

r;-1

- lin 芸 < fl(q,tk+1)f2(q,tkト fllq,tk)f2(q,tk-1)>n一斗〇Ok-1

ど-1

- lim 蓋 くく
n一式Xk-1

fl(q,tk寸二1)⊥fl(q,tk)H f2(q,tk)+f2(q,tk-1)i

(△1,/a1
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ifl(q,tk+.)+ f.(q,tk))

2

if2(q,七kト f2rq,もk-1))

(△シ｡) >(苛
n-1

=lim冨<JDffl(q,tk)･f2rq,もk)汀ーC%-1
+･fl(q,†･k)･Dtf2.(q,t･k)ラ (△t/n)
/
to+△七

- f < Dffl(q,七)･f2(q,ち)
tD

+ fl(q ち)･.Dヒf2(q ち)> ｡t･I .L･ ム ヽ

- (22)の右辺 ｡

従って,

(a/d七)<flf2>- <Dffl･f2> +< fl･Ct.f2> . (25･a)

あるいは療分形で

+ ∝ +-

(<f'1f2> ] - f< r,ff.･f2> dt1--OC ･･-Oくつ
-+-oo
+∫< fl･Ijbf2> d~b■･-∞ (25･b)

の公式がえられるo ここで f.,f2が時間の +- / ∞ で消える有界集合を

なす ものとすると,完全に夜分された (25･b)の左辺は等 となるから.結局

次式となる｡

+∝, +oo

(∞<Dffl･f2> dt= 一 二 ぬく fl･Dbf2> dt (241

ここに･.fiは,七がずれ,それにつれて q(t･) もずれるのであるから･

Df,工b は,それぞれ (17･aH であるO (24)に基いて,Df と Db とのI

相互関係を求めて,前向き及び後向きの拡散定数が等しいこと,さらに
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7(fl=豆b)+2D▽ lnP (25)

の匪係を結論 したのであった o すなわち,生成作用素 Dfの随伴 (もしくは転

酎 作用素 Df+- ただし工Gは定係準の偏微分作用素には限 られない - を⊥

導入すると,定義により, (24)の左辺から,

(Dffl,f2P)- (fl,D吉f2P),

ここで右辺を

∧

- (pf.,P~lD妄pf2)- (Pfl,Dff2)

と書 き直 して, (24)の右辺と等置する.

<

- (pfl,Dヒf2)= (Pfl,I)ff2上

演算子供係として

- Db- D√- P~1D三p
<

⊥

が成立する｡ この右辺は

弓ニー∂/a,: 7-(fl･▽-且iv豆勇
十 〇△

(24･al

(24･b)

によって計算して,-∂1五p/鉦 に拡散方程式か らの くdivlfl+j f)×

▽lriP-Dp~1△ p) を使 って

p-1D･flp･- - a/atJ f)･▽

+2D▽1n/)･▽十 D△

の演算子 とな り, (17･b)及び (24･b)により,(25)の関係がえられたo

(19)と (25)とをまとめると,次式となるO

言 - (1/2日 7(f与 マ(b)),

言 - D▽ ln P- (1/2日 7(f): V(也 )

ところで,この関係は (15･a&b)に戻ると,
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ー博 一(b) -
vd =V d =Ⅴ}

(言博 キ評 )

プ ラ ウ y運 動 論と量子力 学 (Ⅵ)

(27)

であり, 日 8)は a- f&bの両式ともに , (20)の連続の式に等 しいこと

となる｡ -

このことは虜 初か ら問夢であ っ卑 し,昌由粒子の歩合には,その波群に対す

る波動関数について実際にチェックされていた事柄であるo

s七〇chastics としては , (25)の関係を確かめて始めて言えたことである｡

(7)は (26･a& ヒ)に基いて成立する的係であるO (26･a)は非常に強

い関係で#ることがわかる｡

まず (26･t･)に対して
･--｣■

∂u/at- D▽(a/at) ln P - - D▽ p-ldiv(マ p)
-I-ゝ 一--i

一 〇▽ (diy v + Ⅴ･▽rlIrlP)

一 〇△マー▽(マ･言)

が成立 し,加速度 ペグ TJvを対称和の形

言 ≡(1/2日 Df評 .Db7(fl)

(28･a)

に定義しておいて,右辺に (十7･a& b)を用いて変形し,いま一つの基轟式

∂7;/at-言+完･▽i;一言･▽;+D△ u
≡≡Eコ

が成立す る｡

童子力学過程

綾 ∂鴇もニー(弓'2m)｡中+U+ -
に対 し t

少 - exp(R/TB)exp(iS/71)

とお き ,
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竹 山 尚賢

マ三▽S/定･, 言 ≡ ▽R/n

を導入してえられる連立式

∂7;/atニー(A/2m)△言-▽ (i.冒)I

(29･b)

(50･a)

∂V/at- ▽L,/a+て ･▽宣 言 ･▽言 十(A/2m)△言 (50･b)

とを比較 して,対応関係 ､

D - 71/2m

お よび Newto‡ユの運動方程式

一････ゝ
m a- -▽ U

のもとで,

(28･a)- 弟･(50･a)

を経論していたのであるO

(51)

(52)

(55)

§5. 考 察

いま,一つの部分空隙静と-の射影演敏子 P を車入すると, (1-P)はそ

の直交禰空間 机 上 の射影演算子であるが,電壁掛 ま恒等的に

= =≡≡ =
q- P q+ (1-節)q (54)

と分解されるOこれに左から暗闇数分演算子 d/dも≡ rJtを作用させて

ー .v.ー

Dもq- DtPq十 〇七 (卜 P)竃 ,

左辺は確率 1で微分可能であり,従って

ー --ふ → ー

Dtq- I)Iq- Dtq- Ⅴ

である｡それに対して

･ー
D謹 言キ工bE-gq
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(i(i) キ ?(bl)I

が示されるならば ,T3は前向き過程 と後向き逆巻とに分瞭 し,次式が成立するo

一一⇒■

Ⅴ =

三 二

+ijf(1-営)電

+DbrトーP)言

('55･五)

(55･t;･1

そ こで, (54･C)の意味 を考えてみよう0時牒微分演算子眉 体に時間に的する

向きの判定穐能があるのではな くが操作の樫館 としてそれがなされ るものと考

えられ る｡

崇 - P(△･t)-Qr P卜 △七),仏 も≧ 0)

p(±T/6(ち)-((言(七士で)･,?(ち)))i(七±T)

×(( q(七±T) 言(t±T))辛,1(T≧ 0- (56)

-__■>

I

ここに内転として ＼

-_....｣事 →

((言(七±T),q(i)))- fdqp(q,ち)〈q (ち+ 丁)盲目･日 , (56･a)

を定義したOこれによって,

野(土｡)qh)- 8･竃 (ち)

であるから (∂は単位テンソル),

7(fl三 DfP･石 吊 - 1im (△汀 1ig(ち+△七)
∠ゝ七ー0

･言(七十今も)-8･電(tl), (57･a)

7(bt≡ C .t 野 竃(i)- li血(△七了 '(SL･言(冒
∠ゝセ-･ー0

- 3(い △t,)石(ち-△七)) (57･t)

ただし,

E(a)-((?(a),?(a)'･))-1･((i(a),i(i))), (57･C)

によって,それぞれ マ博 寺田 が定義される(.(54.clは,我々の足場に捜I

`̀ヵ学 "はな く,従って一般に
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a (ち+△七)キ E(ち-△t) (57･d)

としておけばよい二 (55･a& b)において,(GJG(f))dt,(マ言 (b))dt

がそれぞれ前向 き ,. 後向き過程を形成し,有限な2次モーメン トをもつも

のとして ,Stochasもicsの立場で竃rt)か ら?碓部分空間-の "垂線 "の成

分を追啓しようというわけであるC 一般的にいえば,
≡≡コ

L(崇 )p(i,ち)±
<△首2>

2△ 七 ∂竃

∂
- p(竃も)12 ≧ o

(+ ;前向き - ;後向き)1 !

は昌明の恥係であるが,これを魅小,従って等号で見積ることにして,フ柁覇
分空間-の垂線を,

△首(草- (冒-i(fl)△七

-｣ D▽ lnPf△七,

△評 - (+V - i (b)) △t

-+(D▽ lnP)△七

(D-<△q2>/2△t) とと9,これ らが 日5･a豪b)にそれぞれ対応 す
る ｡

Ⅴ = 言(fL 工▽lr,p
-->

I

v･= 言(t･)+工▽ lnP
---)-

が,(27)とともに成立していることがわかるO すなわち,

マ = マ(f): G= 豆tj.+ u
->

が示され る｡ かくて, (251,

7(I)= 7(b)+ 23

一 一(f1 ---'(b)
もまた明らかであるO 予測の間藤としては,Vの最良予測畳として V V∫

が存在していることになる｡
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以上により,位置空乾におけるブラウン運動論 と量子力学との鮮係,とくに

その勧啓俵が,かな 空目まっきJbしてきた ものと考えたい｡

(文献は本5'リーズ Ⅰに記 しましたので,省かせていただきますO途中で

D,至ohn,村田訳,.｢現代物理学における因果性 と偶然性｣,東京図書,が出
ました｡ )

～

物性研究2月号 (1970)掲載の｢液晶の理論 ｣ (小林謙二)に関する付

加訂正

1体分布関数 fは以下のように.purely orientationalorder

parameter巧を含む項をつけ加えて

ス･f- exp 〔2(al･0+β1 ･T･P2(cosO))(cos2打Ⅹ

+ C｡S27Ey+ C｡S27rZ)+Po･符･P2 (cosO)]-

と訂正され ,従って

ス- fldz 〔eβo･符･P2 (a)･工30(2α,0+ 2β l T ･P2(Z))〕0

となるOそこでの Tは oTientatic,r]al と もranslat_iona.1夜

old_er.の mix したものを表わしている. また ,a_ipoleTつつmentの影

響もPl(cose)の項をつけ加えれば容易に議論できる｡
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