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Distance regular graphs arising from dimensional 
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1 はじめに

以下は2018年12月12日に RIMS研究集会で発表させていただいた内容をまとめたものである。前半の

30分は「高次元の dualhyperovalに関連する距離正則グラフ」という題で話をさせていただき，後半の 20

分は別の話「ある 2次的な APN関数の構成について」話をさせていただいた。前半の話は現在まだ進展中

でpreprintの状態であるが，後半の話の方は雑誌Designs,Codes and Cryptographyに掲載予定 [13]です

ので後半に関して本稿で証明が省略されている箇所についてはそちらをご覧下さい。

2 高次元のdualhyperovalに関連する距離正則グラフ

2.1 Introduction 

第 2節の目的は， Pasini氏と吉荒氏の 2001年の次の結果を拡張することである。

定理 1(Pasini-Yoshiara[14]) 

Af(S尻）のインシデンスグラフが距離正則である必要十分条件は CYTがガロア群 Gal(K/GF(2))の生成

元であることである。

ここで， SB町は吉荒氏の (Yoshiara's)dual hyperoval (以降，高次元のdualhyperovalをDHOと表す）とい

われる DHOであり， Af(SB.Jはそのアファイン拡大といわれるものである。以降K=GF(2門を n2>4で

ある有限体とし， K*= K¥{O}と表す。一般に，ある性質を満たすGF(2)-bilinear mapping B : K x K→K 
から tEKによってパラメトライズされた n次元のベクトル空間を X(t):= {(x, B(x, t)) Ix EK}で定め

るとき， SB:= {X(t) It EK}はGF(2)上の 2n次元ベクトル空間KxK内における n次元の DHOと

なっている。 Yosiara'sDHOもGF(2)-bilinearmapping B己X,t) = X勺＋正で定義されたDHOである。
(CY, TはGal(K/GF(2))の生成元とする。）

さて， GF(2)上の 2n次元ベクトル空間KxK内における適当な内積に関し， n次元のベクトル空間

X(t)の直交補空間を X(tサで表し， S月：= {X(t)J_ It EK}と定めると，これは一般にはDHOになって
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いない。ふと S点が共にDHOになるとき，もとの DHOSBはDDHO(Doublydual hyperoval)とよばれ

ている [8]。Bilinearmapping B0 : K x K→ Kをもとの Bから B0(x,y):= B(y,x)で定め， S11:=S圧

と定義する。このとき，もし SBがDDHOであれば， S岩， S11,S岩o,SB_]_, SB_l_oもそれぞれDDHOである

ことがわかっている。非常に多くの興味深い性質を持つDDHOがDempwolffによって構成されている [8]。

また APN関数から構成される DHOがDDHOである必要十分条件について，およびYoshiara'sDHOが

DDHOである必要十分条件はaTがガロア群Gal(K/GF(2))の生成元であること，については谷口 [12]を

ご覧下さい。数理研における溝演では定理1の拡張である以下の定理を証明することが目的であった。

定理 2

ふが DDHOであれば， Af(S叫のインシデンスグラフは距離正則である。

DDHOでない例においては，調べている限りインシデンスグラフは距離正則になっていない。それで「距離

正則である必要十分条件がDDHOであること」と予想しているが，残念ながらまだ定理2の逆の証明は出来

ていない。ここでアフィン拡大Af(SB)の定義を（遅ればせながら）述べておく。 DHOSBのアフィン拡大

Af(S叫：={P,B,*}とは，点の集合P= {(1,x,y) I x,y EK}とブロックの集合B={(O,t,z)lt,zEK}

にインシデンス関係(1,x, y) * (0, t, z)をy+z= B(x, t)が成り立つこと，として定義したものである。 DHO

との関係がわかりやすい別の幾何学的な定義も存在するが，インシデンス関係が調べやすいこともあり本

稿ではこの定義を採用する。

2.2 A condition for DDHO 

ふを DHOとし，その GF(2)-bilinearmapping Bを用いて， xEK*に対して Hェを Hx:= {B(x, t) I 

t EK} CKとして定めると， BがDHOを定義するという性質から Hxは2元体上のn次元ベクトル空間

K = GF(2n)における n-l次元部分空間 (hyperplane)になっていることがわかる。このとき，次のこと

が証明できる。

命題 3

以卜が同値である。 (1)SBが DDHO。

(2)心： K*ぅx→止が1対 1写像。

(3) {Hx IX EK*}がK=GF(2門内の (n-1)次元部分空間全体の集合と一致する。

数理研での講演ではこの証明に十分時間が割けなかったこともあり，以下にもう少し正確な証明を述べるこ

とにする。上記Hxと同様に， Hi:={B(x,t) Ix EK} CKと定義する。また tEK*に対しれ EK*を

Hi := { t E K I Tr(出t)= O}として定める。これは比を「すべてのxEKに対し Tr(出B(x,t)) = 0が成

り立っただ一つの K*の元」として定めるのと同じことである。次に写像¢ を¢:K*ぅtrt f3t EK*とし

て定める。このとき以下が成り立つ。なお内積は (x,t)・(x', t') = Tr(xx'+ tt')を使用している。

命題 4

S万が DHOであることと¢ が1対 lであることは同値である。．

証明 X(O)_j_ = {(0,/3) I /3 E K}であるので， X(O)_j_n X(t)_j_ = {(O, /3) I Tr(f3B(x, t)) = 0 Vx E 

K}=〈(0,出）〉となる。よってもし¢ が 1対 lでないなら， S点は intersectionに関する DHOの定義を

満たさない。 (2つの異なる n次元部分空間X(t1)_j_,X(t2叶（ただし t1,t2 E K*, t1 =/む）がX(O)_j_と同一

の1次元部分空間で交わってしまう。）次にのが 1対 lと仮定する。 s=I tとすると， X(s)_j_n X(t)_j_ = 
{(a,/3) I Tr(ax+f3B(x,t)) = O,Tr(ax+f3B(x,s)) = 0 Vx EK}であるので， 2つの式を加えると

Tr(f3B(x, s + t)) = 0 Vx E K となり， /3= f3s+tがわかる。 s=/ 0, t =/ 0のときはK3x→Tr(f3s+tB(x, t)) 



144

は nontrivialな線形写像でkernelはK の(n-1)次元部分空間 (hyperplane)であるので， aEK*で

Tr(ax) = Tr(/3s+tB(x, t))(Vx EK)を満たすものがただ一つ定まる。このときX(s)1_nX(t)1_=〈(a,/3s+t)〉

となっている。 s,tのどちらかが0のときは先に見たとおりである。 (2つのn次元空間は1次元部分空間で交わ

る。）次にs,t1心を互いに異なるKの元とする。このとき，¢ は1対lという仮定により，X(s)1_nX(t1)上＝

〈(*,/3s+t,)〉ヂ〈(*,/3s+ゎ）〉 =X(s)1_nX(崎となる。 (3つの異なる n次元部分空間の交わりは0ベクトル

空間となる。） IS岩I=IS引=2nは定義から明らかなので， S店がDHOであるための条件を満たしている
ことがわかる。 1 

系 5

以下が同値である。 (1)SBが DDHO。

(2)似： K* 3 t >-+ H; が1対1写像。

(3) {H: It EK*}がK=GF(2れ）内の (n-1)次元部分空間全体の集合と一致する。

証明 tEK*に対し f3tEK*を印：= {t EK  I Tr(f3tt) = O}として定めたことより， cp: K* 3 t >-+ f3t E 

K*が1対 lであることと，討： K* 3 t→ HIが1対lであることは同値である。また K*IIまKの(n-1)
次元部分空間 (hyperplane)全体の個数と同じなので，「討が1対lである」ことと「{HIIt Ek*}がKの

(n -1)次元部分空間 (hyperplane)全体である」ことは同値である。 1 

さて 2.1節の SB(これは SBがDHOならば常に DHOである）は， SB= {X(x) I x EK}ここに

X(x) := {(t,B0(t,x)) It EK}= {(t,B(x,t)) It EK}と定義されているので，上と同様にして以下のこ

とがわかる。

系 6

以下が同値である。 (1)SBが DDHO。

(2)心： K* 3 x >-+几が1対1写像。

(3) {Hx IX EK*}がK=GF(2門内の (n-1)次元部分空間全体の集合と一致する。

ところでY.Edel [9] Section 5により，「ふが DDHOである」ことと「SBが DDHOである」ことは同

値であることがわかっている。このことにより命題3が成立することがわかる。

2.3 Automorphisms of AJ(S叫

Af(S幻={P,B,*}は以下の同型写像を持つことが(l,x,y)*(O,t,z)¢=⇒y+z = B(x,t)よりすぐに確

かめられます。 a,b,cEKとします。

(l,x,y)→ (l,x,y+B(x,a))EP . 
1. 冗： Co,t,z)→ (0,t+a,z)EB 

, (l,x,y) >-+ (l,x + b, y) E P 

2. Tb : { (0, t, z)→ (O,t,z+B(b,t)) EB 

3.tc:{(l,x,y)→ (l,x,y + c) E P 
(O,t,z) >-+ (O,t,z + c) EB . 
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2.4 On incidence graph of Af(S叫

前節によって (l,x,y)E Pは適当な自己同形写像により (1,0,0)に移されることがわかる。 AJ(S叫＝

{P,!3,*}において，点 (1,0,0)から距離iの元全体の集合を r;と表すことにする。 また xEK*に対し

刈x)EK*をB(x,t,,(x)) = 0を満たす元として定める。 (DHOの性質よりただ一つ定まる。）集合几およ

びr;のサイズ Iいについて以下のことがわかる。

● |いI=q。い ={(O,t,O) tEK}。

● |しI= q(q -1)/2。い={(1,x,B(x,t)) x E K*,t EK}。

● |几I= q(q -1)。几={(O, s, B(x, s + t)) I B(x, s + t) i= O} = {(O, s,p) I s,p E K,p i= O}。

• IいI= (q + 2)(q -1)/2。r4= {(l,y,B(y,s) +B(x,s+t)) I B(x,s+t) i= O} = {(l,y,A) y,A E 
K,B(y,t) c/= A Vt EK}。

ここで|いI+応I=q + q(q -1) = q2 = IK X Klおよび 1{(1,0,o)}I+ 1r21 + I口I= 1 + q(q -1)/2 + 
(q + 2)(q -1)/2 = q2 = IK x K ということから {(1,0,0)}u r1 u r2 u応 Uい =PUBであり，インシデ

ンスグラフの直径は 4であることがわかる。

j = 1,2,3,4とし r。={(1, 0, O)}, 応 =0と見なす。的 E几に対して rj-1(bi)を的とインシデントな

rj-1の元全体のなす集合， ri+i(bi)を的とインシデントなrJ+iの元全体のなすの集合，と定める。 biE几

に対して常に 1rj-1(bj)u rH1(bj)I = qであることに注意する。以下のことがわかる。

● |い(b1)I= q -1。ここに bi=(O,t,O) Eい。じ((O,t,O))= {(I,x,B(x,t)) Ix EK*}。

● 1r1(b2)I = 2。ここに b2= (I,x,B(x,t)) E r2" r1((l,x,B(x,t)) = {(o,t',o) I B(x,t) = B(x,t')} = 

{(O, t, 0), (0, t十叫x),O)}。

• い (b2)I= q -2。ここに b2= (1, x, B(x, t)) E r2"応((l,x,B(x,t)))= {(0,s,B(x,s+t)) Is E 

K, B(x, s + t) c/= O}。

• I几(b4)I= q。ここに加=(1,y,A) E r4"い((1,y,A))= {(O,s,A+B(y,s)) Is EK}。

以上はb1E r1,b2 E r2,b4 E r4の取り方によらず，常に一定値であることがわかる。したがって妬 E応

に対して r2伽），およびr4(b3)を調べることが問題になるわけであるが，一般にこれらのサイズは転の取

り方によって変動することが知られている。そのため応(b孔およびr4(妬）のサイズが妬の選び方によら

ず一定になる条件を調べたい訳である。なお， 1い(b3)I+ 1r4(b3)I = qであるので，応（妬）のサイズが一定

ならばr4(妬）のサイズも一定になることがわかる。

命題 7

枷がDDHOであるならば，すべての b3E応に対して常に 1r2(b3)I= q/2 -1である。

この命題の逆も成り立つと考えている。

系 8

ふがDDHOであるならば，すべての b3Eいに対して常に 1r4(b3)I=q/2+1である。

以下の補題9,補題 10,補題11を用いて命題7の証明を行う。 b3E r3は適当な s,pEK,pc/=Oを用いて，

常に妬 =(0,s,p)と表せることに注意する。
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補題 9

妬=(O,s,p)に対して， 応(b3)I= {x EK* I Hx 3 pりが成り立つ。

証明 2.2節においてXEK*に対してhyperplaneHxをHx= {B(x,t) It EK}と定義した。任意の固定

されたsEKに対して Hx= {B(x,s+t) t EK}としてもよいことに注意する。さて妬=(O,s,p) E几を

任意に選び一つ固定しておく。 このとき (1,x, B(x, t)) E r2がこの妬とインシデントである条件を調べる。

(1,x,B(x,t))が妬とインシデントであると仮定すると， B(x,t) + p = B(x, s)であるのでB(x,s+t)=p 

となるから Hx3pでなければならない。逆に Hx3pとなる任意のxEK*に対して， (Hx3pより適当

なtが存在してp= B(x,s +t)と表されているので） A= p + B(x, s)(= B(x, t))と定めることにより固定

された妬=(O,s,p)とインシデントな元 (1,x,A)E応がただ一つ定まる。 1 

補題 10

応(b3)Iが任意の妬 =(0,s,p)に対して一定である必要十分条件は， l{xEK* I Hxぅp}= q/2 -1がす

べてのpEK*に対して成り立つことである。

証明補題9により， 1い(b3)Iが任意の b3Eいに対して一定であるならばIい(b3)I= q/2 -1であること

を示せば十分である。 r2と応を各点を結んだ辺の数を 2重に数えると 1r2・I応(b2)I= I応(b3)・r叶が成

り立つので， q(q-1)/2 x (q -2) = r2(b3)I x q(q -1)ということから， r2(b3)Iが一定値であるならば

応(b3)I= q/2 -1であることがわかる。 1 

補題 11

kを2元体上のn次元ベクトル空間とみなす。 Kのすべてのhyperplane(n-1次元ベクトル空間）のうち，

p EK*をふくむhyperplaneの数は (pc/0によらず） q/2-1である。

証明双対性により， hyperplane上の 0以外の点の個数2n-l-1 = q/2 -1と同一である。 1 

証明［命題7の証明lSBがDDHOであるならば，命題3より {HxIX EK*}はKのすべてのhyperplane
の集合と一致する。（さらに心： x→ Hxは1対 l写像である。）補題 11より，このとき l{xEK* I Hxう
P}l=q/2-1がすべてのpEK*に対して成り立つ。補題9より，このときすべての b3E応に対して常

にIい(b3)I= q/2 -1である。 1 

命題 7と系 8およびそれまでの結果により， SBがDDHOのとき Af(SB)のインシデンスグラフの直径

* 1 2 q/2 -1 q} 
は4であり intersectionarrayは{q q -1 q -2 q/2 + 1 * となることがわかった。このようにして

定理2が証明できることがわかった。

3 ある 2次的なAPN関数の構成

2元体凡上のベクトル空間lF2上の関数FがAPN関数であるとは， FがすべてのaE鰐¥{O}とbE lF2 
に対して，解の個数 l{xE lF2 I F(x + a) + F(x) = b}I <::: 2を満たすことである。 APN関数は 1993
年に Nybergによって差分攻撃に強い耐性をもつ暗号の設計のため導入された。 Fが2次的であるとは

F(x + y) + F(x) + F(y) + F(O)がx,yE lF2について lF2-bilinearであることである。 lF2上の 2個の関
数Fぃ凡について，直積lF2x lF2 の適当な恥—アフィン同型写像によってグラフ {(x,Fi(x)) Ix E lF2}が
グラフ {(x,凡(x))Ix E鍔｝に移されるとき，関数れと恥はccz同値であるという。 lF2上の関数F
のr-rankとは，点 (a,b) E P = lF2 x lF2とブロック (u,v) E B = lF2 x的に隣接関係 (a,b) ~ (u, v)を
F(a+u) = b+vと定義した 2部グラフにおいて，そのインシデンス行列の恥上の階数である。
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命題 12(Edel-Pott[lO]) 

F1と凡がccz同値ならばr-rankは等しい。

有限体lF2nの直積恥nX JFか上の以下の形の APN関数について考える。

F: JF2n X恥nう (x,y)→ (xy, G(x, y)) E lF2n x lF加

の場合について考えたい。 FがAPN関数になる条件はCarlet[7]の4.2.1の最初で与えられており，たとえ

ばFが2次的な関数の場合， APNである条件は

l. G(x,y)がxの関数として APN

2. G(x,y)がyの関数として APN

3. G(x,ax)がすべてのaE lFぷに対して APN

である。 (Carlet氏のこれらの条件については吉荒先生にお教えいただいた。）

3.1 Known Examples and their r-ranks on lF炉

現在までの所知られているこのような APN関数の例は以下の 2種類である。

定理 13(Carlet[7]) 

GCD(n, i-j) = 1でs,t, u, v E lF 2n, s -/ 0, t -/ 0とし， G(x,y)= sxが+2j+u砂y2j+vx炉炉+tyが+2jとす
る。このときF(x,y) := (xy, G(x, y))がAPN関数である必要十分要件はG(x,1) = sxが+2'+ux2'+vx2;十t=

0がlF2れに解を持たないことである。

c'(x,y) = X炉 +1+ax2my+bxy2m +cy炉→ でc'(x,l)=x匹 +1+axr +bx+c = 0が趾に解を持たな

いもの（ただしGCD(n,m)= 1でa,b, C E JF 2n)としたとき，定理1のF(x,y)はF'(x,y) := (xy, c'(x, y)) 

のどれかに線形同値であるのでこのような形のc'についてだけ調べればよい。 lF焚においてはm=lおよ
びm=3それぞれの場合に (a,b,c-I 0とすると）1200個ずつこのような c'(x,y)が存在する。

定理 14(Zhou-Pott[15]) 

n 2 2, GCD(n,m) = 1でaE lFふ， aE Aut(lF2n), G(x,y) = X匹 +l+ ay(2m+l)c, とする。このとき

F(x,y) := (xy,G(x,y))がAPN関数である必要十分要件はaIf_ {a炉 +l(t2m+t)1-'7 I a,t E lF2n}である。

系 15(Zhou-pott[15]) 

n 2 2偶数， GCD(n,m)= 1で aE lFぷとし， G(x,y)= xか +1+ ay(r+1)2'とする。このとき aが

non -cubicでiが偶数ならばF(x,y) := (xy, G(x, y))はAPN閲数である。

定理14および系 15の関数F(x,y)はi=Oの場合（つまり a=idの場合）は， Calret氏の定理 13の中の

関数に含まれる。

以下の補題は恥nX JF2nにおいて行列G~)の作用を考えれば自明。
補題 16

恥n 上の関数 F と恥—線形写像 L に対し F,F+L は ccz 同値。
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適当な入,/3,'YElF2nに対し， yをy十心と渥き換え線形変換 (x,y) >-+ (x, (3y2―')を作用させると，定理13

のFは以下の系 17のp'と線形写像L(x,y)= (四x2,0)との和p'+Lに移されるので，次の系が成り立つ

ことがわかる。

系 17

Carlet氏の定理13の関数F(x,y)は， F'(x,y)= (xy,G'(x,y))の形の関数と ccz同値。ここに c'(x,y)= 

x匹 +1+ axy2= + by匹 +1,ただし m=i-jでG(x,l)= x匹 +l+ax+bはlF2nに解を持たない，として

いる。

Carlet氏の定理13の関数F(x,y)は系17のp'(x,y)とccz同値なので， f-rankはGではなく c'(x,y)=

x炉 +1+axy2=+by炉 +1の形の関数の場合について計算すれば十分である。 lF2• 上で， Carlet氏の関数F'(x,y)

のf-rankをMagmaで計算するとすべて 13200であり， Edel-Pottの論文 [10]のtable10にある 2.1の関

数企+xl7 + ul6(xlB + x33) + ul5x4Bのf-rankと一致する。

Zhu-Pott氏の系 15の関数F(x,y)はlF坪上ではm=lまたはm=3,およびi=Oまたはi= 2, の可能

性しかないが， Zhu-Pott[15]によると， lF坪上でi=Oの場合 (Carlet氏の族に属する場合）はじrankは

13200であり， i=2の場合は 13642になる。これらは私のコンピュータでも確認済みである。つまり lF匹

上では， Carlet氏の定理13の関数と， m=1またはm=3でi=2の場合の Zhu-Pott氏の系 15の閲数

はccz非同値である。

3.2 ほんの少しの変形

今回，以下の例を発見したので報告したい。

定理 18

GCD(n,m) = 1でa,bE lF2n, b =J 0とし，

G(x, y) = x22=+23= + ax22= y2= + by匹 +1

とする。このとき F(x,y):= (xy,G(x,y))がAPN関数である必要十分要件はP(x):= x炉 +i+ax+b=O

が恥n に解を持たないことである。

上記P(x)はProjectivepolynomialと呼ばれ詳しく研究されている。この定理18は以下のようにも言い換

えられる。（吉荒先生による。）

定理 19(定理18の言い換え）

GCD(n,m) = 1でa,b E lFぷとし， G(x,y)= x匹 +l+axy2= + by匹 +1(Carlet氏の定理1の形の関数）と

する。このとき

F(x,y) := (丑―2=y,G(x,y)),または F(x,y):= (xy22=,G(x,y)) 

がAPN関数である必要十分要件はG(x,1) = x炉 +1+ax+ b = 0が恥nに解を持たないことである。

つまり，定理19はCarlet氏の定理13において bent関数を B(x,y)= xyの代わりに B(x,y)=がyと置

き換えた形をしている。 (xT:=丑―2mとする．）

証明［定理18の証明.]Carlet氏の条件1,2,3を確かめればよい。条件1,2は自明である。条件3については

G(x, ax)= x22=+23= +aa2= x22□ 2= +ba匹 +lx匹 +1であるので Z:= g(x) = X炉 +1(Gold閲数）とおくと，
G(x,ax)はGold関数gと線形関数に(z)= z22= +aa2= 2図し十ba炉 +lzの合成になっている。そこでG(x,ax) 

がAPNである必要十分要件は線形写像Laが全単射，つまり L0(z)= 0がz=O以外の解を持たないことで
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ある。ここで条件bi=0を使うと，このことはLa(z)/z= z22=-1+a0:2= z四ーl+ba:か +l=OがlF2nに解を持

たないことと同値。 z2=-1= sと置き換えると，このことはL0(z)/(0:匹 +lz)= (s/0:)匹 +1+a(s/0:) +b = 0 

がlF2nに解を持たないことと同値である。さらにt:= s/0: とおき変えると， APN関数である必要十分条件

はP(t):=ム(z)/(a炉 +lz)= t炉 +1+at+ b = 0がlF2れに解を持たないことであることがわかる。 1 

定理3のAPN関数の恥8 上の r-rankはGCM(n,m)= 1でP(x):= x炉 +i+ax+b=O(ただし

a,bc/=O)がlF2れに解を持たない条件の下で計算を終了した。その結果はm=1およびm=3どちらにも

かかわらず，また ai= 0の値にかかわらず， b5= 1のとき r-rankは13700であり， b5i= 1のとき r-rank

は13798であった。（なお a=Oのときは Zhu-Pottの結果に含まれる。） lF 2• においては 3個（以上）の

ccz同値類を持っている。なおI'-rankの値 (13700,13798)を持った APN関数はEdel-Pott[lO]のlF2• 上

のAPN関数表(Table9, 10)に掲載されておらずBudaghyan等 [6]のlF坪上のAPN関数表(Table3)にも

掲載されていない。

Examples f-rank in lF坪

定理1(Carlet), 系1(Zhou-Pott, i = 0) 13200 

系1(Zhou-Pott, i = 2) 13642 

定理3(a= 0) 13642 

定理3(a =JO and b5 = 1) 13700 

定理3(a =JO and b5 =J 1) 13798 

3.3 関連する lFpn上の（非可換な） presemifields 

以下pを素数(2でもよい）とし F:= 1Fpn とする。 K を F の部分体で ~K :::0:: 3とし〈a〉=Gal(F/K)と

する。また aE F¥{O}をノルムが NI(-a)-=/1を満たすとする。さらに XO。y:= xay + ax炉と定める
(Albert's twisted field)。

定理 20

P(x) := xa+l +ax+b = 0はFに解を持たないとする。 (x,s),(y,t)E F X Fに積＊を以下の様に定義す

ると， (FX F,+,*)にPresemifiledの構造を入れることが出来る。

(x, s) * (y, t) := ((x o" yt2 -a(xat -aya st -b(s o。t),xt + ys). 

注意： a=Oでa=lのときはZhou-Pottによる可換な半体の構成に含まれる [15]。このとき Nk(-l)=J l 

より pと拡大次数 [F:K]は奇数である。

証明 (x,s)*(Y, t)は(x,s)または(y,t)に関して加法的(additive)である。 (x,s)ヂ(0,0)かつ(x,s)*(y,t)= 

(0,0)と仮定して (y,t) = (0, 0)を証明する。まずx=Oまたはs=Oの場合は自明。 Xヂ0かつ sヂ0と仮

定して (y,t) = (0, 0)を証明する。 (y,t) =J (0, 0)と仮定して矛盾を導く。第2式から y=J 0かつ tヂ0でな

ければならない。すると第2式より s/x=—t/y = /3 E pxとなる gヂ0が存在する。 s= f3x, t = -/3y 
を第 1式に代入すると， (xo,, y)"2 + a訳(xoa y)" + bf3"+1(x oa y) = 0となる。 X00 y = Z とおくと，

z"2 + a/3" z" + b/3"+1 z = 0となる。ここで仮定より zヂ0なのでz"2-1+ a/3" z"-1 + b/3"-1 = 0となる。

次に z"-1= X とおくと xa+l+a訳X+b/3"+1=0となる。 z=J 0ならばX= z" /zより X=J 0となるこ

とに注意する。この両辺を /3"+1で割って，さらにy:= X//3とおくことにより， ya+l+ aY + b = 0とな

る。ところがこれはP(x):=呼十ax+bとおくとき P(x)= 0がFに解を持たない，という仮定に (Yヂ0

という解があるので）矛盾する。よって最初から z:= so,, t = 0でなければならなかった。 Xヂ0かつsヂ0

と仮定したので， (y,t) = (0, 0)でなければならない。 1 
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さて，半体(semifield)Sの不変量として「RightNucleus」「MiddleNucleus」「LeftNucleus」が以下の

表のように定義される。例えばNr= {r ES I (x*y) *T = X* (yH)'ix,y ES}と見てほしい。

:i::) ::c~: :(:>) I :i::)::c~ ニ］こごI(l~ ご::c~~s*\::「；）
定理20のPresemifieldから半体を構成できるが，そのNucleiが以下の様になることがわかった。

定理 21

定理20のPresemifield(Fx F, +, *)から，改めて積を ((x,s) * (1, 0)) * ((1, 0) * (y, t)) := (x, s) * (y, t)と

定義し直すことにより，半体 (FX F,+,*)で(1,0) * (1, 0)を単位元とするものが定まる。体の拡大次数が

[F:K] :::,3と仮定する。このとき半体(FxF,+,*)のNucleiは以下の様になる。

攣 tN;leus Nr I Mid;e(二~)Nm I Left N;leus Nz 

さて，定理20から構成される半体は， Bierbrauer達のProjectionConstructionによる半体の構成にそっ

くりである，との指摘が複数のレフェリー達からあった。しかし，次の命題からわかるように，定理20か

ら構成される半体とはMiddleNucleusが異なるのでisotopicではあり得ないことがわかる。

命題 22(Presemifield B(p, m, a, a, b) [2][3][4]) 

Letp = 2またはp奇素数とする。 F= 1Fpnを有限体， K をFの部分体， 〈a〉=Gal(F/K) a =J idとする。
さらに aEFをNf;(-a)ヂ0,1を満たすとする。また P(x):= p1x"+1 + P2X + P3呼+p4 (p1 =J 0)がF
に解を持たないとする。 Presemifieldの積を以下の様に定める。

(x, t) * (y, s) = (P1(x Dex y) -P2(x"t-asy") + p3(s"y-axt") -p4(s Dex t), xt + ys). 

このとき以下が成り立つ。

攣 tNucleus Nr I Middle Nucleus Nm I Left Nucleus Nz 
K Quadratic extension of K K 
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