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1 導入

閉リーマン面上の SU(2)平坦接続のモジュライ空間の
幾何学的量子化に現れるオペラッド構造＊

和歌山工業高等専門学校高橋雄也

Yuya Takahashi 

National Institute of Tachnology, 

Wakayama College 

幾何学的量子化とはシンプレクティック幾何学の言葉で量子化を定式化する数学的な試みの一つ

であり，まずシンプレクティック多様体 (M,w)に対して，量子ヒルベルト空間と呼ばれる，ある

種のベクトル空間洸クを構成することが最初のステップになる．これを実行するためにはシンプレ

クティック形式wの定めるコホモロジー類 [w]が整数係数でなければならず（このような (M,w)

を整シンプレクティック多様体という），このとき前量子化束と呼ばれる，第一Chern類が[w]と

一致する M 上の複素直線束Lをとることができる．前述の量子ヒルベルト空間は，大まかには，

この前量子化束Lの切断全体の空間を偏極P という TM

「半分に割った」空間洸クpとして構成される．

(M,w) +P  ~ 羞：量子ヒルベルト空間

このように鼠子ヒルベルト空間洸るは構成の仕方から偏極Pの取り方に依っているが，物理学の

観点から「量子ヒルベルト空間は同型を除いて一意である」ことが期待されている．

偏極の中でも，特に wと整合的な M の複素構造Jから定まるケーラー偏極？Iと，完全可

積分系 1r:(M,w)→町から定まる実偏極冗という二つのタイプが知られている．（ここで

dimM  = 2nとしている．）ケーラー偏極・実偏極から定まる量子ヒルベルト空間をそれぞれ
洸クKih：＝洸兌および洸~e:＝洸兌で表すことにすると，先程の物理学の期待から特に

dim洸正＝ dim洸 e (1.1) 

の成立が示唆される．そして実際この等式はケーラー偏極・実偏極を備えたいろいろな整シンプレ

クティック多様体の例に対して，様々な人々によって数学的な証明が与えられている例えば非特

異 Lagrangeファイバー束やトーリック多様体をはじめ， Gelfand-Cetlin系を備えた複素旗多様

体， Goldman系を備えた閉リーマン面上の SU(2)平坦接続のモジュライ空間， bending系を備え

た空間多角形のモジュライ空間といった「トーリックに近い」多様体などで， 1990年前後は両辺の

値を別々に計算して比較するといった証明が多くなされてきた［1,4, 9, 12, 13, 14］．さらに近年で

は値の一致の背後にある数学的構造の解明への取り組みが活発になっている [3,5, 6, 10, 11, 19]. 

「トーリックに近い」多様体の場合は等式（1.1)は

Lの正則切断の空間の次元＝完全可積分系 Tの像に含まれる格子点の個数 (1.2) 

として書き表され，発表者は以前に空間多角形のモジュライ空間の場合で，ケーラー偏極・実偏極

それぞれにあるオペラッドの射を付随させ，等式(1.2)をこれらの射の対応関係からの帰結と捉え

ることで先行研究［14]の一般化を得た [19].今回は閉リーマン面上の SU(2)平坦接続のモジュラ

＊本研究は科研費（課題番号： 22K20334)の助成および日本数学会奨励研究生制度の支援を受けたものである．
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イ空間の場合において，モジュラーオペラッドと呼ばれる「種数をもったオペラッド」を考えるこ

とによって，等式(1.2)の背後にオペラッド構造が見出せることを報告する．

以降はレベルと呼ばれる kEZ>。を固定し，等式（1.2)の左辺の量を A，右辺の量を Bとおく．

Riem, Pantsをそれぞれ，点付き閉リーマン面のなすモジュラーオペラッド，パンツ分解を備えた

点付き閉リーマン即のなすモジュラーオペラッドとし， Vkを点の重みの集合上の整数値関数のな

すモジュラーオペラッドとする．（詳細は第3節を参照．）このとき以下の結果を得た．

主定理 (M,w)が点付き閉リーマン面上の SU(2)平坦接続のモジュライ空間のとき，

AおよびBはその漸化構造を込めて，それぞれ非自明なモジュラーオペラッドの射

F店 h:Riem→vk'F,e: Pants→Vk 

として記述できる．さらに Freは自然な射forget: Pants→Riemによる F店 hの引き戻しと一
致する．つまり以下の可換図式が得られる：

Fre 
Pants~ vk 

forget↓ X 
Riem 

この主定理から直ちに次が得られる．

系(Jeffrey-Weitsman[12, 13]) (M,w)が点付き閉リーマン面上の SU(2)平坦接続のモジュ

1 ライ空間のとき， A=Bつまり等式（1.2)が成り立つ．

2 点付き閉リーマン面上の SU(2)平坦接続のモジュライ空間

まず点付き閉リーマン面上の SU(2)平坦接続のモジュライ空間の定義を述べ，それがケーラー偏

極・実偏極の両方を備えた整シンプレクティック多様体となることを説明する．これ以降は

2(g -1) + #I > 0 

を満たす非負整数gおよび有限集合Iを固定する．（この条件は安定性条件と呼ばれる．）

定義以下の 3つ組のことを（局所座標付きの）点付き閉リーマン面と呼ぶ：
I 

心，I= (:E, P, z) 

ここで

・〗：種数gの閉リーマン面，

• p = {PihEI : ~上の相異なる＃I 個の点，

● z = {zi :各点Piの周りでの正則局所座標｝iEI

(2.1) 

（局所座標付きの）点付き閉リーマン面Xg,I=（~,p,z) に対して穴空き曲面ゞ° :=~-pを考

え，その上の自明な主SU(2)束の接続全体をAEo~炉 (~0, su(2)) とし，gX° 三 C°°(~0, SU(2)) 

をゲージ変換群とする．また a={aihEIを各点p= {PihEIの重みとして固定する．（ただし

ai E [O, 1] n Qとする．後ほどaiE pk := (0, 1) nが乙で考える．）
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定義次の商空間を点付き閉リーマン面心I上の SU(2)平坦接続のモジュライ空間と呼ぶ：| M(x,,I ;o) = {AE Axo | A ：平坦， holA(C』~conJdiag (e7l'口竺 e―7l'口り｝／如
ここでholA(Ci)は点Piの周りのループGの接続Aに関するホロノミーとしている．

このモジュライ空間M(x,,I;o)については以下が知られている．

事実各iEIでai=I=0, 1とする．

(1)既約な接続全体Ms(x,,I;a)C M(Xg,I;a)は実6g-6 + 2(#I)次元の多様体となる．
また接空間はT[A]M8(X9,1; a)= Im(H1(~0, dA)→ H刈刃o,d心）と表示され，以下の 2—形

式WABによってM⑬g,I;a)はシンプレクティック多様体となる [2]:

WAs(a, b) = -}; [0 Tr(a I¥ b). 
41r”゜

(2) kai E Z（つまり aiE Pk)かつと屈 E2Zのとき，（M$（心1;a), kwAB)は整シンプ
iEI 

レクティック多様体となる，つまり前量子化束 £K→Ms（晶，I；O)が構成できる [15,18]. 
(3)モジュライ空間Ms（晶，I;a)は（刃，p）上の階数2,自明な行列式束を持つ安定な放物的正

則ベクトル束のモジュライ空間 B8(~, a)と微分同相になる [16,17]. これにより M8(Xg,I;a) 

にWABと整合的な複素構造が入る．（つまりルド(Xg,I;a)はケーラー多様体となる．）

(4)点付き閉リーマン面晶，Iのパンツ分解Cを困定する（図 1).各ループCECに対して

μc:M（心，I;a)→良； ［A] f-----t ~ arccos (~ Tr(holA (C))) 

と定め， これらを並べた写像

μc :M(X9,r;a)→耐； ［A] f-----t (μc [A])cEC 

を考える（これは Goldman系と呼ばれる）．この μcは桐密なUc（ふ，r;a)C M8（ふ，I;a) 

上で完全可積分系となり，さらに半分次元のトーラス '_['Cのハミルトン作用を誘導する [7,12]. 

c, 

一句三い
C.a 

t_ = ? C,. C贔． Ca,C,. Cr) 
図1.点付き閉リーマン面ぷ，」のパンツ分解C

以降はaiE凡かつ kaiE 2Zを仮定し， kWABにより M8(X9,J;a)を整シンプレクティック多

様体とみなす．さらにケーラー偏極，実偏極として上記 (3),(4)で与えられるものを考える．（完

全可積分系としてはK倍の kμcを考える．）
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3 モジュラーオペラッド

この節ではモジュラーオペラッドとその間の射の定義を紹介し，主定理に現れた 3つのモジュ

ラーオペラッド Riem,Pants, vkおよび射forget: Pants→ Riemについて説明する．モジュラー

オペラッドはGetzler-Kapranov[8]によって導入された「種数をもったオペラッド」である．

定義(Getzler-Kapranov[8])以下の2種類の操作を備えた集合の族M= {Mg(I)}gEZ20 I：有限集合

を（集合の圏における）モジュラーオペラッドという．（添字g,Iの動く範囲は安定性条件(2.1)

を満たすとする．）

（合成） 凸： Mg(I)X Mh(J)---+Mg+h((I -{i}) LJ (J -{j})), i EI, j E J 

（縮約） も，j: Mg(I)---+M9+1(J-{i,j}), i,jEJ 

ここで合成および縮約は互いに整合的で結合法則を満たしていなければならない．

例(Riem)集合の族Riem= {Riem9(J)}9,1を次で定める：

ここで Riem9(J) =｛晶，I＝ (~,p,z)}/~ 

• (~, P, z) ~（△，q,w）：⇔ヨ双正則写像f:~→ △s.t. Vi E I f (Pi) = qぃ均＝f*w,.

合成iojや縮約~i,j・は添字i, jに対応する点の周りでのリーマン面の接着を考えることで自然に定

まり， Riemにモジュラーオペラッドの構造が入る．

囀ヽ

^-

偉表

図2.点付きリーマン面同士の接着

例(Pants)集合の族Pants= {Pantsg(I)}g,Iを次で定める：

ここで Pants9(J) =｛（ふ，I,C) = (~, P, z, C)} I~ 

• C:点付き閉リーマン面ぷ，，Iのパンツ分解，
• (~, p, z, C) ~（△，q, w, V) 
：⇔ヨ双正則写像f:S→ △s.t. Vi E J f(Pi) = qi, Zi = f*wi, {f(C) ICE C} ='D. 

先程の例と同様に点付き閉リーマン面の接着を考えると合成iojや縮約~i,jが自然に定まり， Pants

にモジュラーオペラッドの構造が入る．

例(Vk)瓦：＝ Pい{O,1} = [O, l]n鱈とおいて，集合の族Vk= {(Vk)9(I)},」を次で定める乃

(Vk)9(I) = {cp: P/→z }. 
合成i゜］や縮約~i,jを

一(J-{i})LJ(J-{j})
的戸： PK → Z; Oーとcp(O叫・心（屯；l)'

lEPk 

lAや Bの漸化構造の記述のためには，pkではなく PKで考える必要がある．
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知（ゃ） ：叫―{i, j}→z ; a f-------t L叩ti,j; 1) 
lEPk 

により定めれば， Vkはモジュラーオペラッドになる．

ここで Oi;lは次で定まる PKIの元とする：

叫（m)= {し
同様に屯；lは次で定まる PKJの元とする：

叫 (n)= { ~n 

また叫；lは次で定まる瓦Iの元とする：

叫；z(m)= {し

m=z 
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定義 M={Mg(I)},,IとN= {N9(J)}9」をモジュラーオペラッドとする．このとき Mから Nへ
のモジュラーオペラッドの射とは，写像の族

F = {Fg,I : M,(I)→ N,(I)}g,I 

であって各々の合成凸や縮約も，jと整合的なもの，つまり以下の条件を満たすものを指す．

(i)各iE J, j E JおよびXEM9(J), YEMパJ)に対して

F9+h, (J-{i})u(J-{j})(Xi oj Y) = F9,1(X) i oj Fh, J(Y), 

(ii)各i,j E JおよびXEM9(J),に対して

Fg+l,I-{i,J}（知（X))＝知（Fg,I(X)).

このとき FをF:M----+Nで表す．

例(forget)写像の族forget={forget9,r: Pants9(J)→ Riem,(I)}g,Iを

forgetg,I ： ［心，I,C] ←➔ [~,」]

と定めると，forgetは Pantsから Riemへのモジュラーオペラッドの射となる．

4 補足（主定理とその証明について）

第2節の準備のもと，第 1節での系は正確に述べると以下の形になる：

系(Jeffrey-Weitsman[12, 13])各点での重みが kaiE 2Zを満たすとき，次が成り立つ：

dimH0(M⑬'~,I; a),ら） ＝ ＃Im(kμc) nAご．（4.1)

右辺について， Acは桐密部分Uc（晶，I;a) C M8（晶，I；a)上の半分次元トーラス作用に付随

した格子とし， Ac*をその双対格子としている．また Goldman系μcのK倍 kμcの定義域と

してはUc(x,,I;O)ではなく，モジュライ空間全体のM(Xg,I;o)を考える．
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等式 (4.1)をみると，左辺は点付き閉リーマン面X= Xg,Iおよび点の重みa,右辺はパンツ分
解を備えた点付き閉リーマン面 (X,C)およびaをパラメータとして持っている．第 1節では単に

左辺の正則切断の空間の次元を A,右辺の格子点の個数を Bで表していたが，ここからはパラメー

タを明示してそれぞれA(X;a),B(X,C;a)で表すことにする．主定理ではこれらのパラメータ

を固定するのではなく， X,(X, C),aを動かしたときの A(X;a)およびB（X,C;a)の関係に注

目している．特に主定理の中で述べている A=A(X;a)の漸化構造とは，点付き閉リーマン面X

の分解X=汎。jZ, X = ~i,j (W) を考えた際に出てくる A(X;a) の関係式のことを指してい

る．（同様に B= B(X, C;a)の漸化構造とは，パンツ分解を備えた点付き閉リーマン面 (X,C) 

の分解 (X,C) = (Y, V)i oj (Z, £), (X, C) = ~i,j (W, F)から出てくる関係式のことを指す．）

射 F店h: Pants→VkおよびF,e:Pants→Vkの構成は，大雑把に言えば以下のようになる：

(FKah)g, I : [X]卜 (a→A(X;a)), (F,e)g,I: [X, C] f-----t (a→B(X, C; a)). 

これらがモジュラーオペラッドの射になる（特に合成iojや縮約も，jを保つ）という部分が，

A(X;a)やB(X,C;a)の漸化構造を表現している．ただし上記のままだと F店hおよび Freはモ

ジュラーオペラッドの射にはならず，正確にはA(X;a)やB(X,C;a)に適当な読み替えや修正

を行って F店hとFreを構成する．例えばA(X;a)はそのままだと aE Pk  -Pkでは定義されな

いが，これを土屋—上野—山田 [5] の共形ブロックの空間の次元に読み替えることで全ての a E pk 
に対して統一的に定義でき，さらに共形ブロックの空間の分解定理を用いて FKahがモジュラーオ

ペラッドの射になることが導かれる．（漸化構造の記述には全ての aE pkに対して A(X;a)を
考える必要がある．） B(X,C;a)については aE pk - pkでも定義はできるが，対応する分解
定理の記述にあたってパンツ分解Cの代わりに，各点Pi周りのループ¢も対等に考慮に入れた

で＝Cu{Ci}を使って修正する必要がある．
主定理の後半部（図式の可換性）の証明は以下の補題が鍵となる．

補題モジュラーオペラッド MとNの間の 2つの射 F,G: M→ Nを考える．

| □□言ご言:i~て［こす｀ど］：：口：置こっ：いて
このとき，＃I＝3なる Iに対して F。,I= G。,Iならば， F=Gが成り立つ．

この補題は 2つのモジュラーオペラッドの射が一致するための条件を述べており，これを

M = Pants, N = Vk, F = F,e, G = F店hoforgetの場合に適用することで， Fre= F邸hoforgetつ

まり主定理の図式の可換性が証明される．実際， Pantsは補題の条件（i)と(ii)を満たしており，さ

らに以下が成り立つことから補題が適用できる．

命題 I={1, 2, 3}とする．このとき [X,C] E Pants9(J)およびa=(a1, a2, a3) E（戸k)I

に対して，次が成り立つ．（Xは3点付きlP'1,c = 0に決まることに注意．）

((F,e)9,r([X, Cl)) (a) = { i ! 霜：件(k-qCG)を満たす ＝ （（FKah)9, I（国）） （a) 
ここで条件(k-qCG)とは以下の不等式のことを指す：

厄—叫~ 0'.3さa1+ a2, 
a1 + a2 + a3 ~ 2, 

k(a1十叩＋a3)E2Z.

これは SU(2)におけるレベルKの量子Clebsch-Gordan条件と呼ばれる．
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