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概要

古典型の旗多様体においてシューベルト部分多様休を考える。シュー
ベルト多様体の特異点について古典型のグラスマンの場合、重複度の組
み合わせ的公式がある。また、 A型の旗多様体の場合についても同様
に結果が知られている。この公式を古典型旗多様体の vexillarysigned 
permutationに付随するシューベルト多様体の場合に拡張する結果を
得た。

1 シューベルト多様体の点の重複度

n次元ベクトル空間内の線型部分空間全体のなす集合であるグラスマン多

様体や線型部分空間の列のなす集合である旗多様体の点について GLnの下

三角行列による軌道の閉包はシューベルト多様体と呼ばれる。シューベルト

多様体に関する研究は以前から行われており、シューベルト多様体のどの点

が特異点であるか、特異点の里複度はいくつか、シューベルト多様体の点に

おけるヒルベルト関数は何かといった間題がある。シューベルト多様体の点

の重複度に関しては、グラスマン多様体の場合について、組み合わせ論的な

手法での求め方がすでに知られている［？］。この手法ではヤング図形と呼ばれ

る図形を用いて重複度を表す。ラグランジアングラスマン多様体の場合につ

いて、この場合においても組み合わせ論的な手法での求め方が知られている

［？］［？］。この手法ではシフトされたヤング図形を用いて重複度を表す。旗多様

体の vexillarypermutationに付随するシューベルト多様体について、同様に

組み合わせ論的な手法での求め方が知られていて、これはA型のグラスマン

多様体の場合を拡張したものである［？］。ここではグラスマン多様体、ラグ

ランジアングラスマン多様体、旗多様体のvexillarypermutationに付随する

シューベルト多様体の場合の結果を紹介し、古典型の旗多様体について、ラ

グランジアングラスマン多様体の場合の結果を拡張したものを主に考える。

Pc  GLnをn次元ベクトル空間内にある d次元線型部分空間の集合であ

るグラスマン多様体Gd,nの元の固定群とする。このとき GLn/PはGd,nと

同一視できる。 BをGらのうち上三角行列であるもの全体とし、 B_をGLn
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のうち下三角行列であるもの全体とすると B,B_はボレル部分群である。ま

たTをGLnの元である極大トーラスとする。 Gd,nのトーラス作用による固

定点の B軌道の閉包がグラスマン多様体のシューベルト多様体である。また

GLn/Bは旗多様休と同一視でき、旗多様体のトーラス作用による固定点の

B_軌道が旗多様体のシューベルト多様体である。

Sp2nをGL2nの部分群であるシンプレクティック群とする。 Gn,2nの元の

うち lagrangianという条件を満たすものの集合LGn,2nをラグランジアング

ラスマン多様体という。 P'CSp2nをLGn,2nの元の固定群とすると Sp2n/P'

はLGn,2nと同一視できる。 B'をSp2nのうち上三角行列であるもの全体と

し、 B'._をSp2nのうち下三角行列であるもの全体とすると B',B'._はボレル

部分群である。 T'をSp2nの元である極大トーラスとする。 LGn,2nのトー

ラス作用による固定点の B軌道の閉包がラグランジアングラスマン多様体の

シューベルト多様体である。また Sp2n/B'はC型の旗多様体と同一視でき、

研究の対象となるシューベルト多様体は Sp2n/B'に含まれる。符号付き躍換

wEWはワイル群であり、 wによって定まる C型の旗多様体のトーラス作

用による固定点を ewとする。 e初の B'._軌道の閉包 NWをシューベルト多様

体という。

これはいわゆる C型の場合の話であるが、 B,D型の場合についてもグラス

マンの場合は結果が知られている［？］［？］。ここでは主に C型の旗多様体の場

合について立てた予想を述べ、 B,D型の場合のグラスマンの結果を拡張した

予想についても触れる。

古典型の旗多様体のvexillarysigned permutationに対応づけられるシュー

ベルト多様体の場合の重複度を Singularで求め、そこから組み合わせ論的

な手法での求め方の予想を立てた。古典型のグラスマン多様体や旗多様体の

vexillaryという条件を満たすシューベルト多様体の場合励起されたヤング図

形を用いて重複度を求めることができるのだが、この予想についても励起さ

れたヤング図形を用いる。

2 グラスマン多様体

enを考え、 GLnの元のうち、上三角行列であるもの全体を Bと書く。 B

はボレル部分群である。 I(d,n)を濃度がdである {1,・・・，n}の部分集合から

なる集合とする。

定義 2.1(グラスマン多様体） d:::;n (d,n E Z)とする。 Gd,nをn次元ベクト

ル空間内にある d次元の線型部分空間全体の集合とする。 Gd,nをグラスマン

多様体という。

定義 2.2(プリュア順序） v,w E I(d,n)について V2". Wであるとは、 V= 

{v1,・ ・ ・,vd} (防<Vi+1) W = { W1, ・ ・ ・, Wd} (wi < Wi+1)に対して、 V1さ
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W1,・ ・ ・,Vd::::: 四が成り立っているときのことをいう。

例 2.3n = 4,d = 2のとき {1,2}> {2,3}であるが、 {1,4},{2,3}では、大
小関係は決まらない。

evをev1l'''l evdによって張られる Gd,nの元とする（ただし e1,...'enは、

n次元ベクトル空間の標準基底）。 evはトーラス作用による固定点である。

例 2.4n = 4,d = 2,e{l,2}であれば (1,0, 0, 0), (0, 1, 0, 0)によって張られる
線型部分空間を表す。

定義 2.5(グラスマン多様体のシューベルト多様体） Gd,n内のシューベルト

多様体XwはewのB-orbitの閉包のことをいう。

ぷ=Ilv~w Bevであり、 V2:: W のとき evE Xwである。

Kは体、 R= k[x1, ・ ・ ・, Xn]は体K上n変数多項式環とする。

定義 2.6(ヒルベルト関数）

多項式環k[x1,・ ・ ・, Xn]上の有限生成次数付加群M のヒルベルト関数HM(t)

を

HM(t) = dirnkMt 

と定義する。 (MtはM の次数tの斉次部分）ここで dirnkはK上のベクトル

空間としての次元を意味する。

重複度はヒルベルト関数を求めることで計算でき、ヒルベルト関数H(t)の最

高次の項が晋ザのとき重複度はmである。 CE{vぃ...'四},rE{l,.. , ,n}¥{v1, ... , 四｝

とし、 (r,c)からなる集合を沢V と書く。

琶／〗三／／／］／C d 

るのでI=〈ad-be〉

この Iの生成元をもとにグレブナ基底を求め、シュライヤーの定理を用い

ることでIのヒルベルト関数を求めることができ、 R/Iのヒルベルト関数も

求めることができる。

この手法により HRjI(t)=柱+2t+ 1であることが求められる。
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3 励起されたヤング園形によるグラスマン多様体の

シューベルト多様体の点の重複度の表示

この節では 2つのヤング図形によって重複度を求める手法を紹介する。用

いるヤング圏形はI(d,n)の元に対して定まる。この節ではv,wEI(d,n)と

する。

定義 3.1(ヤング函形）ふ 2... 2入m2 0 (ふ，・ • ・,>.m E Z)である入tに対
して i行目に入t個の箱（正方形）を左詰めに並べてできた圏形をヤング図形

という。

例 3.2(い凸） ~(1,3,1)のときヤング図形はロロである。

定義 3.3w = {wぃ..'四｝に対してヤング図形入を入i= (n -d) + i -w, 
となるように定める。

定義？？のヤング圏形は wE I(d,n)である vに対して縦がd、横がn-d

である長方形を考え、右上の角から m 回目に引く線を m がwの元であるな

らば下に、そうでないならば左に 1ずつ線を引き左下の角に到達するまで繰

り返す。長方形上で vによって引かれた線の左上の領域を見たものと同じに

なる。

〗ャ定［義三ロニ:~□ ・: 二~~-:;5十） :_\~ ニ塁三

定義 3.5(Excited Young diagram) E (入）をヤング図形入，μ(入 Cμ)を

左上詰めに重ね、~→ E..• はμ入の箱、口iまμの箱）という操作
を繰り返してできる圏形の集合とする。

今（入）の元を例を挙げてみることにする。入 ~aニロ

□□)るの。冗は~~-~-~~
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定理 3.6(Kodiyalam and Raghavan)シューベルト多様体X切の点e叶こ

おける重複度を multevXWとし、 w,vによって定義？？で定まるヤング圏形を

入，μ とする。このとき

mult知ぷ＝＃ら（入）

となる。

例 3.7n = 6,w = {2,3,5},v = {1,2,3}に対応するヤング固形は

二ある（これを入，μとおく）。この二つのヤング図形の左上の角をそ

こ,' w
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ろえて重ねると となる。 #(E)μ(入）の元として

4 C型のグラスマン多様体

c2nを考える。 G= Sp2n(C) = {g E GL2n(C)jfgJg = J} 
0 1 

゜(J = : 1 0 
--0―--―二I「------

I 

）とする。 GっB'={g E Gigは上三角行

゜-1 0 I 

列｝またGつB'_= {ダ EGigは下三角行列｝とする。 B',B'_tまボレル部分群
である。 c2nぅa=(aぃ..・, a2n), b =(bi, .. ・, b2n)に対してskew-symmetric

bilinear form〈,〉を〈a,b〉=taJb = a1b2n+・ ・ •+anbn+l -an+l加ー・・・-a2nb1

と定める。〈，〉がnondegenerateであるとは、全てのbに対して〈a,b〉=0であ

るならばa=Oであることをいう。 c2nの部分空間 Vについて〈v,v〉={O} 
であるとき Vはisotropicsubspaceであるという。 V1,・ ・ ・, Vn E <C2nによって

張られる部分空間を Vとする。 Vがlagrangianであるとは任意の 1さi,j:Sn 

において〈VぃVj〉=0であることをいう。

定義 4.1(ラグランジアングラスマン多様体）

LGn,2n = {g E Gn,2n lgはlagrangian}である LGn,2nをC型のグラスマン
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多様体という。

j E [2n]であるjに対してj*:= 2n+ 1-jとする。 Ig(n)をI(n,2n)の部

分集合であり、 vE Jg(n)であるならばvはjとj*を同時に含まないものと

する。

v, w E Ig(n)とする。

定義 4.2(C型のグラスマン多様体のシューベルト多様体） LGn,2n内のシュー

ベルト多様体XwはewのB'-orbitの閉包のことをいう。

ぷ =11吟 wB'evであり、 V2: W のとき evEぷである。

ぷの点evにおける座標環R/Iについて、 0= {01, ...'的}E I(n, 2n),P0 = 

det(a0;0j)(l <::: i,j <::: d)とするとき、 U0= P0/P』0E I(n,2n),0 t_ w}であ

るf。がIを生成する。 (det(a0ぁ）は、 (r,c) E沢V であるとき、 (r,c)成分を
変数とし、 (wk,k)成分を 1,それ以外を 0とした行列によるもの）

5 励起されたヤング図形によるC型のグラスマン多

様体のシューベルト多様体の点の重複度の表示

この節では 2つのシフトされたヤング閲形によって重複度を求める手法を

紹介する。用いるシフトされたヤング図形はIg(n)の元に対して定まる。こ

の節ではv,w E Ig(n)とする。

定義 5.1(シフトされたヤング図形）ふ＞．．．＞入m > 0 (入1'...'入m E Z) 

である入に対して i行目に i列目から入i個の箱（正方形）を左詰めに並べ

てできた圏形をヤング図形という。

例 5.2(ふ，極ふ） =(4,2,1)のときシフトされたヤング団形は

9tP 
である。

定義 5.3w = {w1,・ ・ ・, 四}E Ig(n)に対してシフトされたヤング圏形入を

入i= -(wi―1 -n)(ただし Wi'.Sn)となるように定める。

例 5.4n = 3,w = {2,3,6}のとき入1= -(2-1-3) = 3, 入2=ー (3-1-3)= 

1である。四=61, nなので心は考えない。よって得られるシフトされた

ヤング図形はロロである。
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定義 5.5(Excited Young diagram)今（入）をヤング図形入，μ(入 Cμ)を

左上詰めに重ね、 □□］→口.,~→口ロj(■は入の箱、口ま
μの箱）という操作を繰り返してできる図形の集合とする。

定理 5.6(G horpade-Raghavan,Ikeda-N aruse)シューベルト多様体Xw

の点 evにおける重複度を multevXWとし、 w,vに定義？？によって定まるシ

フトされたヤング図形を入，μ とする。このとき

mult凸ぷ=#Eμ,(入）

となる。

例 5.7LG • ,,, W=  
ロ

{2,3,6},v = {1,2,3}のとき w,vに対応する図形は

である（これを入，μ とおく）。この二つのヤング図形の左

上の角をそろえて重ねる ｀ となる。よってら（入）の元は

~~ うl!jc::っと一こ致のす数る:~w によって
6 旗多様体

定義 6.1(旗多様体）凡はenの線型部分空間で、 Fl= { {O} C E1 C・ ・ ・C 
En= <CnlEi C <C叫dim且=i}を旗多様体という。

n次対称群品の元 vを(vぃ''',Vn)とかく。品の元 vに対して、 Ei= 

〈ev1,...'e叫であるものを evとかく。 evはトーラス作用による固定点で

ある。

定義 6.2(シューベルト多様体）旗多様体の元 evのB_-orbitの閉包 NVを

シューベルト多様体という。

w E Snに対して rw(P,q) := #{(w(i),i)lw(i) :S p,i :S q}(l :Sp, q :Sn)と

する。 rw(P,q)はランク関数と呼ばれている。

定理 6.3(プリュア順序） v,w E品に対して V2': W であるとは全ての 1:S 

P, q :<:::; nに対して叫p,q)さ和(p,q)であるときをいう。
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叫 =U企wB_evであり、 V:::,:W であるとき仰€ 叫であ五
nxnのマス目を考える。 WE品に対して (w(i),i)(l <:::: i <:::: n)に点を

かく。点のあるマスより右側にあり同じ行にあるマスと点のあるマスより

下側にあり同じ列にあるマスを取り除く。こうしてできたダイアグラムを

ロズダイアグラムといい D(w)とかく。 w= (2, 6, 4, 3, 1, 5)のとき D(w)は

一
．
—

•••• 
．
 

である。

定義 6.4(エッセンシャルボックス） D(w)の残ったマスのうち南東の角にあ

るマスをエッセンシャルボックスといい、 wによって定まるエッセンシャル

ボックスの集合を Ess(w)とかく。

例 6.5w = (2, 6, 4, 3, 1, 5)のとき

■■■II 

~ II 

のeと書いてあるマ

スがエッセンシャルボックスである。

旗多様体の元evのB軌道をu;;とかき、 u;;を行列としてみたものを MV
とかく。 MVの(p,q)成分を含む左上の部分行列を M贔とかき、 lw,v=〈M贔

のrw(P,q) + l次である小行列式 l(p,q)E Ess(w)〉とする。

定理 6.6lw,vがwによって決まるシューベルト多様体nwの点evにおける

座標環qu;;nn』/IのIを決定する。

a b c 1 

例 6.7 n~4, V~(4, 3, 2, 1)の場合払は[; ~ ~〗l と書ける。 w~
1 0 0 0 

(1,3,2,4)の場合のエッセンシャルボックスの座標は(2,2)であり和(2,2)+1 = 

2である。よってv,wによって決まる座標環qu,tnn』/IのIはI=〈ae-bd〉
である。これを元に計算すると qu,tnn』/Iの重複度は2だとわかる。

定義 6.8(Vexillary permutation) wがvexillarypermutationであると

は、 Ess(w)の全ての元p,qに対して (p',q')(p'< P, q'< q)に他のエッセン

シャルボックスがない場合をいう。
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つまり、 vexillarypermutationであるとは Ess(w)のある元から見て他の

元が右上や左下になければならない。

例 6.9w = (2, 6, 4, 3, 1, 5)のとき

るが、 w= (2, 1, 4, 3, 6, 5)は

より vexillaryであ

より vexillaryではない。

7 励起されたヤング図形による旗多様体のシューベ

ルト多様体の点の重複度の表示

この節では 2つのヤング図形を用いて Q切の点evの重複度を求める手法を

紹介する。 2つのヤング図形の定め方について、 1つはいのみによって定ま

る。この節ではv,wE品とする。

定義 7.1wがvexillaryのとき、 D(w)の残ったマスを行や列を置換し、左上

に寄せ、これを転鷹してできるヤング図形を入とする。

例 7.2w = (2, 6, 4, 3, 1, 5)のとき D(w)は

や列を置換して白いマスを左上に寄せると

•• ••• •••••• ••••• 
である。行

となる。こ
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れを転躍して口が得られる。

2つめのヤング図形はv,wによって定まる。

定義 7.3(p, q) E Ess(w)とする。このとき各(p-rv(P, q), q — rv(P, q))を含

む最小のヤング医形を転置したものをμ とする。

例 7.4W = (2, 6, 4, 3, 1, 5), V = (6, 5, 3, 4, 2, 1)のときEss(w)は

であるが、これを vの座標で見ると

e ． ． 
•e ． 

•e ． 

ァ
である。 vでみたラ

e'I I• 

e'I I I• 

ンク関数だけエッセンシャルボックスを左上にシフトさせると，
e' 

． 
． ． ． 

となる。シフトしたエッセンシャルボックスを含む最小のヤング図形はr
 であり、これを転置してロロ〗か得られる。

定理 7.5(Li and Yong) vexillary w と v(~w) に対して定義？？，？？によっ
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て定まるヤング図形を入，μ とする。

mult虹叫=#£μ,(入）

が成り立つ。

例 7.6n = 5,w = (1,4,3,2,5),v = (5,4,3,2, 1)のとき w,vをもとに作られ

たヤング圏形入，μ は

•口］である。この 2 つの図形からい）の元は'
~,!r~~ 『 の5つだとわかる。この元

8 C型の旗多様体

c2nを考え、某底として {eiliE In = {冗，・・・,I,1,・・・,n}}をとる。 iは

-iのようにあつかう。 a,bE C2nに対して skew-symmetricbilinear formを

〈a,b〉=a万加＋・・・＋叫1-a1奸ー・・.-an加と定める。

定義 8.1(C型の旗多様体） F炉={{O} C Vi C・ ・ ・C Vnl¼C (C竺 dim¼=

i, Vn is isotropic}をC型の旗多様体という。

％がisotropicsubspaceであるとき maximalisotropic subspaceともいう。

Inの置換全体がなす 2n次対称群S2nの元 (w(n),• • • , w(I), w(l), • • • , w(n)) 

のうち w(I)= w(i)であるもののなす部分群を Wnとかく。 Wnはシンプレク

ティック群Sp2nのワイル群とみなせる。 Wnの元を省略し (w(l),• • • , w(n)) 

とかく。 v,wE Wn とする。¼=〈ev(万），· ・ ・,ev(n-i+l)〉(iE{l,・・・,n})に

よって決まる旗多様体の元を evとかく。 evはトーラス作用による固定点で

ある。

定義 8.2(シューベルト多様体） C型の旗多様体の元 ewのB'_-orbitの閉包

をシューベルト多様体といい NWとかく。

瓜 =U心wB'_evであり、 V2'. W であるとき evE Owであふ

また、エッセンシャルボックスについては A型の場合とは異なる。 D(w)

の左半分のみのダイアグラムを D(w)ーとする。

定義 8.3(エッセンシャルボックス (Andersonand Fulton)) D(w)一の残

ったマスの南東の角がエッセンシャルボックスであるが次の 2つの場合を除く。
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l.(p, -1), ー n::;p::;ー 2であるマスのもの。

2.q > 1であり、 p>Oであるもののうち、 (p-l, 可）と (p,q)がD(w)一の

南東の角であり、 k=和 (p,q) =和(p+l,q)-p+lであるとき (k,q,p)に

対応するマスのもの。

例 8.4w = (I, 3, 2)の場合

e, 
のeと書いてあるマスがエッセンシャルボックスである。 (1,3)

は定義？？の除く場合の 1からエッセンシャルボックスではない。

定義？？について vexillaryである wを考える場合、エッセンシャルボック

スから除く 2つの場合のうち 2つ目のものは考えなくてもよい。 (2つ目に書

いてあるようなことは起こらないため）

定義 8.5(Vexillary signed permutation(Anderson and Fulton)) wが

vexillary permutationであるとは、 A型の場合の意味で wによって定まる

ェッセンシャルボックスを考え、 A型の意味でvexillarypermutationである

ことをいう。

C型の旗多様体の元evのB'軌道を U'tとかき、 U位を行列としてみたも

のを M'vとかく。 M'vの(p,q)成分を含む左上の部分行列を M勺，qとかき、
I'w,v =〈M'~,q の rw(p,q) + 1次である小行列式 l(P,q) E Ess(w)〉とする。

I'w,vの零点集合はu'tn叫と一致する。

予想 8.6(Anderson and Fulton) I' はreduced、w,v したがって qu'+n 
rlw] = qu~+]/ I如，v

9 励起されたヤング図形による C型の旗多様体の

シューベルト多様体の点の重複度の表示

予想に用いる 2つのシフトされたヤング医形の定め方について記述する。

この節ではv,wE Wnとする。

予想に用いる 1つめのシフトされたヤング図形はwによって定まる。

定義 9.1(p, q) E Ess(w)とする。このとき各 (p-加 (p,q), q -rw(P, q))を

含み転懺してできる最小のシフトされたヤング図形を入とする。
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定義？？の入の作り方を例をあげて見てみると次のようになる。

． 
例 9.2w = (I,3,2)とする。 wはvexillary。

e, 
のeのある位置が． 

e
 ． 

wのエッセンシャルボックスであるがこのエッセンシャルボックスの位置を

● I e' 

rw(P, q)だけ左上にシフトさせると
I / 
e 

． 
． となる。 の黒い

部分を転躍し. .が得られる。これを入とする。

予想に用いるもう 1つのシフトされたヤング図形は v,wによって定まる。

定義 9.3(p,q) E Ess(w)とする。このとき各(p-rv(P,q), q-rv(P, q))を含

み転置してできる最小のシフトされたヤング図形をμ とする。

つまり、定義？？のμ と定義？？の入の作り方の違いはvで見たランク関数を

用いるか、 W で見たランク関数を用いるかである。

予想 9.4(Anderson-Ikeda-Jeon-K) vexillaryである wとv(::::w)に対し

て定義？？，？？で定まる入，μ について

multev瓜＝声弘（入）

が成り立つ。

(2 1 3 例 9.5n = 3, w = , ,), v = (l, 2, 3)とする。 w,vによって求められる

ヤング圏形入，μは． 口冒である。これによりい）の元は

1□ .x~ □ ~ 口mult知叫＝＃今（入） =4となっている。
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10 B,D型の旗多様体のシューベルト多様体の点の

重複度の表示の予想

ここでは乱雑ではあるがB,D型の場合の予想について記述する。 B,D型の

旗多様体のシューベルト多様体の点の里複度の組合せ論的表示について、予

想？？と同じくシフトされたヤング図形を用いることで重複度を表すことがで

きると予想を立てた。ここでは考えるシューベルト多様体はB,D堕のシュー

ベルト多様体とし、付随する Vexillarysigned permutationもB,D型のもの

とする。

ェッセンシャルボックスについては定義？？のものを用いる。ただし B型の

場合はーn:Spさー1とする。

予想に用いるシフトされたヤング圏形2つはD型の場合、 C型と同じ操作

で求めることができる。次に B型の場合に用いるシフトされたヤング図形2

つの構成方法について記述する。

定義 10.1(p, q) E Ess(w)とする。このとき各 (p-rw(P, q), q-rw(P, q))を

含み転置してできる最小のシフトされたヤング図形を入＋とする。また、入を

入＋の各行から 1つずつマスを引いたシフトされたヤング圏形とする。

定義 10.2(p, q) E Ess(w)とする。このとき各 (p―匹(p,q), q — rv(P, q))を

含み転置してできる最小のシフトされたヤング図形をμ+とする。また、μ を

忙の各行から 1つずつマスを引いたシフトされたヤング函形とする。

このように構成したシフトされたヤング図形を用い、 ExcitedYoung dia-

gramの数を求めるのだがここでは ExcitedYoung diagramを次のように定

義する。

定義 10.3(Excited Young diagram) E心）をヤング図形入 入

左上詰めに重ね、~→ E..・"c□→口：口まμ::
絋 □はμの箱）という操作を繰り返してできる図形の集合とする。
予想 10.4(Anderson-Ikeda-Jeon-K) vexillaryである wとvkw)に対

して入，μをそれぞれ定めると

rnult知瓜=#l弘（入）

が成り立つ。
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