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1 はじめに

ベリー ･ロブニックの仮定とは,束縛古典系の相空間が軌道の繋がらない独立な領域から成る

ときに,半古典極限における量子系のエネルギー準位が,これらの領域から供給される準位成分

の統計的に独立な重ね合わせで与えられるというものである【1]｡準位成分の独立性は個々の独立

領域-の固有状態の局在とトンネル状態の消滅によって,量子系が互いに独立な部分系に分かれ

ることによって成立すると考えられている｡互いに独立な部分系の間では,エネルギー準位も無

相関であるというのがベリー ･ロブニックの仮定の核心である｡このような状況が期待されるの

は量子系のブランク体積が各領域の相空間体積よりも充分に小さいときであり,ブランク体積が

0となる半古典極限に至ると,固有状態は無限小の分解能を獲得し,各領域に完全に局在するこ

とができる｡

古典系が可積分の場合, 1本の軌道は トーラス曲面に閉じ込められ,その内部でのみ運動が許

される. リュ-ビル ･アーノル ドの定理によると,相空間は無限小の体積を持つ無数の独立領域

から成る[2]｡一方,対応する量子系の各固有状態は半古典極限において,量子数によって定めら

れるトーラス平面上に閉じ込められ,ウイグナ-関数は トーラス平面上でデルタ関数に一致する

[3】｡故に,可積分量子系のエネルギー準位は半古典極限において,無数の無限小領域から供給さ

れる無数の独立な準位成分の重ね合わせであらわされる｡その結果,準位統計はポアソンの小数

の法則に支配され,準位間隔分布はポアソン分布に一致すると考えられる[4]｡実際に準位間隔分

布がポアソン分布に一致することは多くの可積分量子系に対する数値的な評価によって確かめら

れており,この種の系が持つ普遍則として広く認知されている｡しかし完全な証明は未だ与えら

れておらず,さらに幾つかの系における例外も報告されているため,無数の準位成分から成る系

の準位間隔分布を調べる必要がある【5,6]｡

本稿ではこれらのことを念頭に置き,可積分量子系の準位間隔分布を独立なェネルギー準位の

成分数を無限大にとる際の弱収束極限として導出する｡この極限において準位間隔分布を評価す

ることによりポアソン分布の成立条件を決定すると共に,ポアソン分布からのずれを議論する｡

はじめに相空間がⅣ 個の独立領域からなる系を想定し,ベ リー ･ロブニックの仮定,および準

位の重ね合わせの方法[7】から準位間隔分布がどのように与えられるのかを示す｡

各領域の相体積 (リュービルメジャー)をpi(i-1,2,3,- ,N)と記述しようOこれらは∑iY=1Pt-

1を満足するように規格化されているものとするeここでエネルギー軸上の任意の区間(0,S)に
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準位が1つも入らない確率分布としてギャップ分布関数E(S)を導入する｡E(S)は準位間隔分布

P(∫)と次のような関係で与えられる｡

E(S)-/sndJ/q∞p(I)dx, P(S)-孟 E(S) (1 )

注目している系のエネルギー準位が〃個の成分の統計的に独立な重ね合わせでできているとき,

E(S)は下記のように各成分が与えるギャップ分布の積で与えられる｡

〟

E(S;N)-IIEi(S;pt)Bilil
但し,Eiは準位成分の最近接間隔分布pi(S;pi)と下記のような関係を持つ.

Ei(S;pi)-Pi/su dJ/J∝pi(I;Pl)dx

又,pi(S;pi)は次の条件を満足すると仮定するO

/LS･pi(S;pi)dS=iPi

(2)

(3)

(4)

この仮定の正当性はベリーとロブニックにより議論されており,相空間の各独立領域に対し,個

別にトーマス･フェルミ則の成立を仮定することと等価である[1】｡式(2)と式(4)は準位統計と相

空間構造の関係を与えている｡

以下では最近按間隔分布が特異性を示す場合にも応じるために,積算準位間隔分布,

pi(S)-Lspi(x;Pi)dx, M(S;N)-I.sp(I;N)dx (5)

を議論する.但し,P(S;N)はE(E;N)に対する準位間隔分布である｡ここで可積分系の相空間

構造を考慮に入れ,次の仮定を設ける｡

｡仮定1:可積分量子系の準位統計は成分数無限大における次のような極限において記述で

きる｡

m早.XPiJ 0 as N J +∝,.
i

これに加え,次のテクニカルな仮定を設ける｡

●仮定2:積算準位間隔分布の重み平均

N
FL(p;N)-∑ piFLi(p),
Fli･il

(6)

(7)

がN ぅ +∝の極限においてP(p)(S)に収束するOすなわち任意の区間0≦p≦Sに対し

FL(p;N)が一様に平均値を持つO

これらの仮定のもとで,氏(2)と式(4)から準位間隔分布は〃一 十∞ の極限において下記の積算

準位間隔分布によって与えられる分布関数に弱収束する｡

Mp(S)-1-(1-ii(S))exp[一/.S(1-刷 匝]
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特に各コンポーネントのエネルギー準位が充分に疎なときにはp-0となるため,全体スペクト

ルの準位間隔分布はポアソン分布

Mp=o(S)-1-exp(-S) (9)

に一致するo一般には各コンポーネントの間にはある程度の集積が生じることが期待できるから

p≠0となる.

次の節では仮定1と仮定2を用いて分布関数(8)を導出する｡第3節では極限準位間隔分布の

性質を議論する｡第4節で結果を述べ,他の研究事例との関係を踏まえ展望を述べる｡

2 極限準位間隔分布

2.1 極限準位間隔分布の導出

本節では前節で導入した仮定1と仮定2を用いて,〃1 +∞の極限における最近按準位間隔分

布を導出する｡準位間隔分布はこの極限において積算準位間隔分布が式(8)で与えられる極限分

布関数-弱収束することが示される.なを,Hellyの定理から,この弱収束は〃(S;N)→ Mp(S)

の収束によって定義される【4】｡

ギャップ分布関数(2)を個々の独立コンポーネントに対する積算準位間隔分布FLi(S)で記述する

と下記のようになる｡

E(S;N,-2gllpi/: n ag(llPi(0,,]-191卜 i/oSdq(1-pi(U"] (10,

但し,第2等式の導出には式(4)を使い,部分積分とIimq→+∞q(1-FL.(J))の極限を用いた｡上

式から積算準位間隔分布は次のように記述できる｡

N

M (S;N)-1+孟 E(S;N)-ト E(S;N)∑
よこil

pi-PiFLi(S)

1lPi/.Sdq(I-pi(C,))
(ll)

まずは極限IimN→+cx,E(S;N)について考えるo仮定2よりlimN→+∞∑iY=lPiFLi(C,)→ P(o)が任

意の区間J∈【0,S]で一様に成り立つので,次の極限が得られる｡
〟

logE(S;N)-∑logi-il[1-pi/oSdJ(1-pi(J"]--i lpiLsdq(1-- )+0(p"]
-I dcTll

p'q･･N']+草o'pヲ'--/.S叫 ト M ] as N- +-
但し,IFLi(C')I≦1,およびlog(1+e)-亡+0(C2)ine≪ 1の関係を用い,極限の導出には仮定1
から導かれる下記の性質を用いた｡

N N

‡∑o(pf)E≦C･m㌢Xpt･∑ pi-C･mtgxptJOas Nぅ佃 (12)i=1 i=1

但し,Cは正定数である｡式(ll)の右辺の和の極限についても同様の方法で計算できる｡すなわ

ち,1/(1-E)-1+0(e)inE≪ 1であるから,

牛 p1-piPt(S)

telト pZ･IoSdc,(1-FLi(C,))

N N

-1-∑ piFLt(S)+∑ 0(pZト→ 1-P(S) as N → +∞ (13)
i=l i=1
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となる｡ゆえに次の極限分布関数が得られる｡

J11-x M(S･,N,- Mp(S,-1-(1-捕 ,exp[J.S(ト 紬 ,dq] (14,

2.2 極限準位間隔分布の性質

pi(S)は単調増加関数であるから,p(S)も単調増加関数である｡また任意のSについて0≦

pi(S)≦1であることから1-P(S)≧0が成立するので,式(14)の指数部分について次の極限が

得られる｡

去LsdJ- (q))-ト P(I-) - S- +∞ (15)

この極値から極限分布関数を次の3つのケースに分類することができる｡

･ケース1･.P(+∞)-0･.極限準位間隔分布はポアソン分布に一致する.p(S)は単調増加関数

なので,この条件式は任意のSに対しp(S)-0が成立することと等価である｡

･ケース2‥0<P(+∞)<1:極限準位間隔分布はSJ +∞においてポアソン分布に漸近す

る｡一方,Sくく+∞では一般にポアソン分布からは外れるC

･ケース3:P(+∞)-1‥極限準位間隔分布はSの全域においてポアソン分布から外れ,サブ

ポアソン分布に一致するOすなわち式(14)はSう ∞ でポアソン分布(9)よりもゆっくりと

1に接近する｡

特に各成分の積算準位間隔分布が下記のように有限のスケール分布関数fiで与えられるならば,

ケース1が得られる｡

FLi(S)-piLsfi(pix)dx

･p(S;N).≦墓piLs
〟 ∧r

fi(pix)ldx≦Ds∑pf≦DSm㌢xpi∑ pi→ 0≡P(S)i=l i=1

(16)

但し,fiは規格化条件Io+∞fi(x)dx-1およびJo佃xfi(I)dx-1を満足する｡また,上式のD

はIfi(S)l≦D(1≦ i≦Nおよび S≧0)によって定義される有限の正定数である｡

もしもp(S)が微分可能ならば極限準位間隔分布は式(14)から次のように与えられる.

- ,-[(ト - 2･d(S,]expL/.S(1-紬 可 (17,

3 まとめ ･展望

本稿ではエネルギー準位の最近按間隔分布をベリー･ロブニックの仮定と仮定1,仮定2を出発点

に導出し,無数の準位成分から成る系の準位統計を議論した｡準位間隔分布は成分数Ⅳ ｣+∝の

極限においてp(S)をパラメータとする極限分布関数に弱収束することが示された｡さらにp(+∞)

の極値を用いて準位間隔分布を幾つかのクラスに分類した｡このうちβ(十∞)-0の時にはポアソ

ン分布が得られ,p≠0(0<ji(+∞)≦1)の時には原点S-0の近くでポアソン分布から外れる

ことが分かった.特にp(+∞)-1の時にはSの全域でポアソン分布から外れ,サブポアソン分布
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が得られることが分かった｡この結果はエネルギー準位が無数の成分の独立な重ね合わせで出来

ている系においても,準位成分の間に強い集積が発生すれば統計的性質に特異性が生じ,ポアソ

ン分布からのずれが起こる可能性を示唆している｡実際に幾つかの可積分量子系では系の持っ対

称性を起源とする強い準位集積が確認されており,準位間隔分布がポアソン分布から外れる現象

が確認されている｡良く知られている一つの事例が矩形ビリア- ドである[6]｡矩形ビリア-ドは

どリア- ド台の辺々の長さの比で与えられるアスペクトパラメータが有理数の近傍にあるときに

準位間隔分布が特異性を示す｡次の事例が2自由度調和振動子系である｡この系はブレアによっ

て任意のアスペクト比に対しポアソン分布から外れることが証明されている【5]｡もう一つの事例

はShnirelmanのピークと呼ばれるもので,準位間隔分布が原点∫=Oの近傍で鋭いピークを示す

現象であり,ある種の系において時間反転対称性を起源に生じることが報告されている[8】｡本稿

で述べた理論とこれらの現象の関係を明らかにすることを今後の展望としたい[9】｡
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