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弾 む 液 体*)

東京都立大･理 土 井 正 男

講義ノー ト

§H ntroduction

おもちゃに ｢スライム｣とか｢ニーヴァ｣と言ったような一見固体のように見えるが,実は

液体の性質を示すおもしろいものがある｡これ らは弾性的性質とともに粘性的性質をそなえて

いる｡これらのおもちゃの正体は高分子が複雑にからみ合った液体なのである｡これ らの高分

子液体の特徴は,

(1)高い粘性を持っ

(2)弾性を持 つ

(3)非線形性 を持 つ

とあげることが 出 来 る｡ 特 に (1)と(2)を合 わせて粘弾性 を持つと言 うことがある｡

連続体力学で の 運 動 方 程 式 tj:, pを密度, F を体積九 丁を速度場,言 を応力テンソルとす

ると,非圧縮的 で あ る と き

p% % ･pga

∂uα--0
∂xa

と書ける｡(doublesuffixはEinsteinの規約に従 うものとする )

Newton流体では

Oap- か(菜 +芸 )+paap

①

@

@

であることより粘性率 符を測定出来る｡pは圧力である｡ここでvelocitygradienttensor

k(1Ii

DOI,Masao
辛)これは,昭和58年6月30日から7月2日にかけて土井先生が京都大学理学部物理学第一教室でなされた大学院特別

講義の講義ノートをまとめたものです｡(宮下哲がまとめ,土井先生に目を通していただきました｡)

記録 :京大･理 宮下 哲
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∂ 〃α

Kap=有

を導入する と,(3) は

oa/9(i)- 甲(KaJ9+KJ9｡)+p∂ap

と書けるo特にshearflow(ux- 竹 , V,-

vz-0)では,ずり応力 03,とず り速度Kは

比例する｡しかしこれが高分子系となると様

子は違ってくる｡定常的な shearflowにお

けるKと隼 の関係は,もはや比例ではなく

なる｡また,

符(K)…生k

O=%

と定義して InK-1nqの関係を見ると,ink

が InKc以上ではln再ま一定ではなくなる｡

これらを見ると明らかに非線形性が見られる｡

一般にこれらの系の応力 Oaptj:,

O｡6-3 [K(t′);i′<t]

というK(t)についてのfunctionalで書けるO

これを構成方程式 (constitutiveequation)

と言う｡構成方程式はこれ以上の事は明らか

Polymer系にSteadyflowを与えた
ときのK-0の関係

thk' Lnk

にはしていない｡ただここで言えているのは,ある点のずり応力はその点が過去に感じた変形

にのみ依存する(局所性の仮定 )という事である｡これは高分子の大きさが巨視的な長さに比

べて小さいという事から来る経験則である｡特に構成方程式に重ね合わせの原理が適用出来る

とき(っまり線型の場合 ),Oapは線型応答理論で扱える｡もしoap(i)がわかれば①より運動

の記述は完全になる｡

このように物体の変形と流動を取 り扱 う学問をレオロジー (又heology)と言 う｡この学問は,

連続体力学と物性論の境界領域に位置する｡物性論としてのレオロジーは非線形の力学的性質

を扱 う学問と言える｡高分子系は非線形性が顕著でかっ現象が多様であるために特に良く研究

されてきた｡この他にもコロイ ド,粉体,土砂等興味深い研究対象は多い｡粉体の研究は絶対

零度の古典粒子系を扱う事である｡そういう系の研究は,大げさに言えば新しい統計力学を必
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要とする｡

レオロジーについての良い入門書は次のものがある｡

o中川鶴太郎 :流れる固体 (岩波科学の本 )

｡岡小天 編著 ;レオロジー入門(工業調査会 )

この講義では,高分子系のレオロジーを物性論の立場から解説する｡

§2 ブラウン運動

2-1 Langevin方程式

最初にブラウン運動の復習をしておく｡流体中に浮んだ球形粒子の一次元の運動を考える｡

粒子の質量をnとすると運動方程式は,

珊意 -F f,icti｡n

ここでFfricti｡nはStokesの法則より,甲を粘性係数,aを球の半径とすると,

Ffricti｡n--67Eでau≡-lv

これに, i†-でVがBoltzmann分布に従 うという要請よりdrivingforceとしてrandom

forcef(i)をっけ加えると,

d乙J

7n前 = - lv+i (i) (1)

というLangevin方程式が得られる｡

random forcef(i)kは次の条件を課す｡

(i) <f(i)>-0 (<*>は後に出て来る確率分布関数で定義される平均 )

(ii) <f(i)f(i′)>-A∂(i-t′) (Aは定数 )

(ii)は粒子の運動を特徴づける時間Tよりもf(i)の相関時間が大変短いことから来ている｡

(1)を解くと,

u't'-三鳥dt′｡一三(i-i''f(t′)

-く(- t2)<f(tl)f(t2)>･u(i)V(o),-iI_twdtlJ_omdt2e-
7n,

f I-0- di2e二三(i~2t2) 憲 e
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と-0として

<V2>=

一方,統計力学の要請より

<u2>= (2)

であるから

･'･A-2{kBT

考えている粒子が大きければ,それは粒子のまわりのたくさんの分子と相互作用をしており,

メ(≠)はそれから受けるランダムなカの和である｡各々の分子から受けるカは統計的に独立と

みなせるから,f(i)はGauss分布をしていると仮定して良いだろう.即ち,

(iii)plf(i)]-｡~赤 {′(t''2dt

ここでP[f(i)]はf(i)である確率を示す.

さて,α(≠)を粒子の座標とすると,

x(tト x(o)-/.tu(tl)dil

これより,

<tx(tト x(o)12>-I.tdtlI.tdt2<u(tl)u(t2)>
-I.tdtl/.tdt2誓 ｡一三't1-t21

等 ヱ ft - T v (- e-i/TvH

ここで,

7花
T,･=子

であり,これは速度の相関がなくなる時間の目安である｡これを高分子について評価してみる

と,a～100A ,Tv～10~10secとなる.高分子の場合,我々が問題にしている時間は10-6

secより長い時間であり,このようなtimescaleではt≫Tvとみなせるから,

2kBT
<(∬(≠)-∬(o)12>-- ≠

{

一方,粒子の自己拡散定数をDとすると,
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<tx(i)-x(0))2>-2Dt

と書ける｡これと上の式を比較して

kBT
D-
C

を得る｡これをEinsteinの関係式と言う｡

以上をまとめると,random な力を受けるBrown粒子の運動は,

d2∬

-謡 ニ ー瑞 +f(i,-9Eifi∂∬

U(x)はPotentialenergy｡第一項と第二項の比をとると,高分子の系では,

d2∬

若 手 ≪1 ( Tは注目しているSyste-の特徴的な時間 )

で,左辺を無視出来る｡よって高分子系のLangevin方程式は,

･窓 -9E ili･ f ("∂∬

と表わせる｡

2-2 Smoluchowski方程式

少(a,i)を粒子が時刻 tで場所 xに見つかる確率分布関数とし,これが従 う方程式を求め

ることを考える｡このような方程式はLangevin方程式から導くことも出来るが,ここでは発

見法的な方法で求めてみよう｡少(x,i)は濃度に比例すると考えられるので以後濃度 C(x,i)

で考えるoBrown運動によって粒子が拡散していく様子tも Fickの法則として知られる現象

論の式で記述される.これによると,粒子の流速密度j(x,i)は濃度勾配∂C/∂xに比例する｡

即ち,

j(x,i)ニーDg D:拡散係数

これと連続方程式より

- - - 3L -D5 -

ac

∂≠ ∂ ∬

と拡散方程式が得られる｡この解は,≠†-で

C(x,-)-const.
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となる｡Fickの法則は外場ポテンシャルU(a)がある場合には正しくない｡なぜならば,Boltz一

mannの原理によれば,平衡状態での濃度勾配は,

C(x,∞)∝e-U(x)/kBT

で与えられなくてほならないからであるoU(x)がある場合Fickの法則はどのようになるであ

ろうか ?

熱力学によれば,平衡状態で一定になるべき量は濃度ではなく,ChemicalPotentialJバ∬)

である｡相互作用の無視出来る粒子系については〟(x)はC(x)と次の関係にある｡

jL(x,i)-+kBTlnc(x,i)+U(a)+(termswhichareindependentofa)

そこでFickの法則を拡張して,j(a,i)はLL(a,i)の勾配に比例すると考えよう｡即ち,

j(x,i)--A
∂〟(∬,≠)
∂Lr

比例定数Aを決めるためU(a)-0のとき(外力の働かない場合 )を考える｡このとき,

./ .､ kBT ∂C(x,i)⊥_′

j(x,i)=-A㌻な す

これとFickの式 と比較して

.'.A-
Dc(x, i )

kBT

よってFickの法則は,

j(x,i)

∂Lt･

Dc(x,i)∂p(a,i)

kBT ∂x
(*)

となる｡

さて,濃度勾配による流れよりも外場による流れの方がずっと大きな場合を考えよう｡即ち,

些建 一≫ 帰 去 lnc(a,i)∂∬

このとき粒子の速度V(x)は,通常の力学で与えられるはずであり,

1∂U(a)
V(a)-一一

{ ∂x

となる.従ってj(I,i)は次のように表わせる｡

j(x,i)- C(x,i)V(x)-
C(x,i)∂U(x)

( ∂x

- 224 一
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弾む液体

(4)

+

この式と(辛)とを比較すると,

1 D

{ kBT

というEinsteinの関係式が得られる｡

これらの式より外場があるときの拡散方程式は,

∂C(x,i)_ n ∂ ′∂C(x,i), C(.T,i)∂U(a)
∂t - ∂x＼ ∂x kBT ∂耳

或いは確率分布関数 や(a,i)を使 うと,

∂少(a,i)
∂≠

∂サ(a,i),少(x,i)
∂x kBT ∂x

となる｡これをSmoluchowski方程式と言 う｡

この解は平衡状態ではBoltzmann分布となる｡

以上をまとめて一般化すると,

∂少(a,i)
∂f 一芸 (棉 ,≠)ド(∫,≠))

'lJミ'･'))/Tl

V(-,i)-一与孟 (kBTln+(-,i)･U(a))

となる｡kBTlnV,(x,i)を忘れると,Stokesの法則となるoBrown運動の効果はkBTln+(x,i)

に出て来る｡つまり,もとのPotentialにkBTln+(x,i)を加えるとBrown運動を取 り入れた

ことになる｡そこでkBTln+(a,i)をBrown ･ianPotentialと呼ぶことにする｡

ここでBrown運動に従 う粒子の確率分布関数の時間発展方程式の作 り方の処方筆をまとめ

ると次のようになる｡

(i)外場のPotentialにBrownianpotentialkBTlnや(x,i)を付け加える｡

(ii)与えられたPotentialの下で粒子の速度 V(x,i)を流体力学に従って計算する｡

(iii)連続の方程式

∂少(a,i) ∂
∂≠ ∂∬

を解 く｡

(サ(a,i)V(x,i))

2-3 相互作用をするBrown粒子系

それではこれを高分子溶液系に応用してみよう｡ここでは鎖状高分千 (例えばポリエチレン

(C!も)｣ を考える｡モデルとして図のような高分子中の segrnentをいくつかまとめたBrown
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粒子を考え, それが数珠の様につながっていて,それぞれのBrown粒子が周 りの溶媒粒子と

か,となり或いは他のBrown粒子と相互作用をしていると考える｡

高分子のsegmentをいくつかまとめて作ったBrown粒子

(私 はそれぞれのBrown粒子の位置ベクトルである)

.となりでないBrown粒子との相互作用

いろいろな相互作用

この高分子系の座標として

tRI-tRl1,ji2, ,iNi

をとり,確率分布関数少(tRi,i)を考える｡そしてこの例のPotentialをvan derWaals力

とかcrosslinkとかによるものすべてをひっくるめてU(tRI)と書くことにする｡ この場合
について先ほどの処方筆に従って時間発展方程式を求めてみよう｡

■■■■こ｢

Step(i)', Brown運動をも入れたn番目のBrown粒子に働く力Fnは

Fn-T g-tU(tRI)+kBTln+(tR),i))
≡≡】

∂Rn (ここで∂/戒 はgradi｡ntを意味するO)
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step(ii);㌃(73を溶媒流体の速度場とする｡簡単のために溶媒はNewtonianfluidであると

仮定する｡ そのときの場の方程式は,

Dua ∂orαp

Di ∂xj?

oap-か(莞 +竃 卜 -

ここでStokes近似と呼ばれる次の近似を行 う｡

① 慣性項を無視する｡

⑦ 非圧縮的として∂〃α/∂∬｡-0と考える｡

以上を考えると場の方程式は

‡

竃 篭 -o (蓋 はLaplacianの意味 )

∂〃α
- -0
∂xa

==Eコ
となる｡ この流体の中に一個の粒子があってFの力を受けるものとするO原点にpointforce

が働いたとすると,

∂2uα

;㌘ 甘 Fa"? =0 /--0
∂∬α

この方程式は解くことが出来て,

ua(I)-Tap(7)Fp

ここでT｡p(苛 はOseen tensorと呼ばれていて,

･ap(7)-孟 (∂α打 等 )γ

以上が粒子が一個だけある場合である｡沢山の粒子

がある場合は,この重ね合わせになって,

フ(7)-芸ア(7一兎)･瓦7n

Rnでの速度場7nは,
=E

-227-
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7n-I(亮)-∑ア(Rln-Rj-)･F7-冒(萌･Fか nE P(in-R1-)-･F1-〝i

この第一項はpointforceと考えると発散してしまう｡しかしpointforceと考えなければ,

この項は†fnとなる｡以上をまとめると,

(-)

a ,nn ≡

i

吉7 n-- ((7)ap- ∂ap)

冒(克-lRm)otherwise
とitensorHonnを定義して,

Fn-芸HOnn ･F771Z,

と書ける｡

Step(iii); 連続の式と組み合わせると,

坐 -一端 (Fnサー ∑菩 (EHOnn.i-や)∂t n∂Rn 7n

-∑÷ lR-･境 (m kBTln相 中]n'7n∂Rn

-nFn孟 gn-･(+ 隻 +kBT隻 )∂R,n ∂R,a
(5)

これが多粒子系での時間発展方程式である｡

ここでU(Riの決め方が問題になる｡これはmodelを考えなければならないが,逆に平衡

状態で

U(tR))

少(tRI)∝e kBT

であることを使い,サ(tRi)がRandom walk等によってわかることからU((RJ)を推定する

ことが出来る｡

さて,次に巨視的な流れがある毅合にっいて考える｡そのときの場の方程式は,

叩27-vL'p-∑毛∂ (7 -jim)7n
この一般解は次のように書ける｡

7(7)-7(o)(7)+∑デ(7-jfn)･克7n,

7(o)(7)は pointfor｡eのない場合の解であり,次の方程式を満す｡

1228 -
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(

叩27(o)--V)p (o)-す
ぎ.7(o)=o

7 (o)(B としてhomogeneousな速度場を考えるO即ち,

7 (o)(7)-?･ア (constantvelocitygradient)

高分子の大きさは巨視的な長さに比べて充分に小さいので,高分子の感じる流れの場はいっも

このようなものであると仮定できる｡n番目のsegmentの速度霞 は位置瓦 における流体の速

度7(jin)に等しいから,

霞-7(o)(克)+∑Honn･毛-㌃･克+∑gnm･毛
耽 7花

となる｡これを(5)につけ加えると

意-npn孟 HOn-･(kBT芸 ･措 )-∑与(7･in+)∂R,a n∂Rn

(6′)

(7)

となる｡

Brown粒子に外場が働いていないなら,7(o)(苛 は流体全体の巨視的な速度場とみなすこと

が出来る｡なぜならば,ア点の平均の速度は,

<7(司>エア(o)(i)+∑<デ(ア一言m)･fm)> (8)772.

高分子の分布は場所によらないから,<デ(7一兎 )･f m>はアによらないはずであるo従って,

粒子に働く力の平均が0ならば

==E】
<ア(7-jim)･fn>-<ア(7-jfn)>･<Fn>-官

結局,

<7(7)>エア(o)(7)-7･ア (9)

となる｡(Brown粒子が重力場 ･電場等から力を受け,溶媒に対 して相対運動をするときには

(9)式は成立しない｡)

次に流体中の巨視的な応力を求める｡ 例として応力 oxz成分を考える｡この微視的な意味は

次のとおりである｡図のように巨視的に一様に流れている流体中に底面積A,高さHの領域を

考える｡この領域を高さZ -kによって2つの部分に分け,この面より上にある流体が下の面

に及ぼす力を3とすると,

一一-i -
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である｡33には二種類の寄与がある｡

(i)面 Z-h上の溶媒の流れによる

粘性力｡

3 ts)-Iud x d"S(普 + 詰 )

(符S は溶媒 の粘度 )
(10)

(ii)面の上にある粒子が下にある粒子

に及ぼす力｡今,粒子7n,が粒子n

に作用するカをfnmと書くと,こ
の力は,

3(p)-∑FnmxO(R hz - A).㍗ n〉77L
o(A-Rnz) (ll)

ここ に ,

射 x,- 1 三

∬>0

∬<0

であり,2つの0関数は,力の中で面 Z-kを界して働くものだけを拾い出すためにつ

けた｡(ll)の和は考えている領域内のすべての粒子についてとる｡

(10),(ll)より平均の応力は,

oxz -ワS<語 +% H i 昆 <FnmxO(F nz-A,･0(A-Rnz), (12)

第-項は(9)により,

o£sz,-7S<砦 +影 -甲(去 <vx,+ま くvz,)- 7(Kxz+ Kzx)

第二項は,面の高さhについて平均をとると,

oipz'-Ail.HdhnFn<FnmxO(Rmz- A)a(A-Rnz),

Ai nFn<Fnnx(Rnz-Rnz)㊥(Rnz-Rnz),

作用反作用の法則より

- 230-
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一一-一斗 -一斗

Fn,nニーF,nn

だから,上式は次のように変形出来る｡

oまpz)-嘉 ‡<Fnmx(Rmz-Rnz),-お く-FnnxRnz-FnmxRnz,

一 志写<FnxRnz,

ここで,

fn≡∑fnm77L
AHは考えている領域の体積を表わす｡以後単位体積を考え,∑を単位体積中の粒子について

n

の和を意味するものとすれば,巨視的な応力として次式を得る｡

oxz-符(Kxz+kzx)-∑<F,zXRnz>n

一般には

oap= 符(応αp+ Kpa)+p∂apT写<FnαRnp> (14)

与えられただapについて応力を計算するにはSmoluchowski方程式を解いて少を求め,これを

(14)に用いて応力を計算すれば良い｡

粒子による応力-の寄与は,

o8-一言<Fna凡p> (15)

と書ける｡この式と誘電体の分極

7-∑ < qnjln> (qn;電荷,jin;電荷の位置 )TZ,

とを比べる事は興味深い｡(15)では電荷qnのかわりに力fnが入っている｡従って応力は,粒

子による単位体積中のforce-dipoleを表わしていると言える.

嘉 の中にはBrownianpotentialによる項-lJ BT∂ln4,/坑 もつけ加えなければならない｡

この事を最初に指摘したのは斎藤とKirkwoodである｡このような項が必要であることは,粒

子濃度の不均一が浸透圧として巨視的に観測できることを考えれば納得できる｡

これまでの議論は一般論であり,考えている粒子は高分子でなくとも良い｡又,濃度につい

て何も仮定していないので,濃厚系についても用いる事が出来るはずである｡Brown運動を無

視すれば流体力学の問題にも有効である｡
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§5 棒状高分子系のレオロジー

3-1 棒状高分子系

それでは,§2を使って棒状高分子系の性

質を考えてみる｡そこでまず右図のような棒

の形をした高分子を考える｡

そして

L≫ b

と考える｡ Cを単位体積あたりの高分子の数

とすると,棒状高分子系は濃度 Cによって次 の3つの特徴的な状態にわけることが出来る.

b C

即ち,

a diluteregion c(i:1/L3

b semidiluteregion 1/L3<C<C*

c liquidcrystal(Onsagerによる) C*<C

ここでC*は,

C*=1/bL2

である.C>C*では高分子は自発的にある方向を向きネマティック液晶(nematicliquidcry-

stal)を形成する｡ C<C*の相を等方相 (isotropicphase)とも言 う｡以後各々の濃度領域

のレオロジーを微視的な立場から考察する｡

3-2 Dilutesolution

ここでは下図の様なBrown粒子が直線上に並んだくくだんごモデル"を使う｡だんごの直径を

bとすると,1つの高分子中のBrown粒子の数はN(-L/A)個となる｡

1つの高分子中のBrown粒子の位置ti,
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LI T ● ･ ･ ･ ･ ･ ` `

- 昔 ≦ n ≦号

というnで指定する｡(nは整数 )

この棒状高分子の自由度は,重心 と棒の方向である｡(軸のまわ りの回転は簡単のために無視

する｡)

重心の座標をjfGとし,棒の方向を示す単位ベクトルを言で表わす｡簡単のため粒子の配置

が一様である場合のみを考えれば,確率分布関数申ま宕のみに依存 し,

4,-4,(フ;i)

と書ける｡

§2でやったようにして少の従 う方程式を求めてみる｡
→ -･････}

Step(i);まず,棒に働くトルクNは,operatorL々

一一一 → ∂

LR ≡ uXT
∂tJ′

を導入し,もとのPotentialと‖こBrownian poten-

tialkBTln少をっけ加えると,

E ≡≡さコ
N- ｢R(kBTlnや+U)

と書ける｡

Step(ii);

7(7)エア･ア

で与えられる流れの場の中におかれた棒状の物体が,上のようなトルク万を受けているとする

と,棒の回転の角速度ごと重心の速度i?Gは流体力学より計算出来て,次のように与えられる｡

言-ヂ 言×(7･言)
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一･う ⇔ →

VG= K･RG

ここで,

I,=
7EqL3
3lnL/A

だんごモデルに基づいてこの式を導出することは付録で行なっている｡

step(iii);了の時間変化は
●
-→ -う ー.一斗

u=aJ×u

で与えられるから,連続の方程式は次のようになる｡

∂少 - -→
前 --菩 ･(言×フ)サ ニーLR ･吋∂u

step(i)で求めた青を代入すると,

筈 -言 ･%T(言- 戊rU,一方 ･{? x(?･7,,+

)

ヽ
仰 Uの項は以後現われないので無視する｡また,

kBT
Dr≡-

{r

と定義すると,

坐 -Dr完2サILRl･(ご×(7･フ))や∂≠

第-項は回転にさからうカの寄与で,第二項は回転させるカの寄与である｡

次に応力を計算してみる｡

oip2--写C､<FnαRnp>

をまず思い出す｡7nを1つの高分子の重心からの位置ベクトルとする｡

n番目のBrown粒子の速度は,

→ → -う →
Vn-VG+a,×rn

と なるが,
→ →

rn=nbu

だから,
→ ⇔ → → →

Vn- K･RG+nbQ,×u
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となる｡ これと

→ lL十-◆→
vn-K･Rn+∑gnn毛Tn

より毛 を求めると,

Fn-(gn-i)(i?n-?･jin)-(gn-i)(言 ×才 一7･フ)nb=E

となる｡ここで配 は,

∑(gn-i)･昆k-ankI
そ->

7n
を満たすテンソルである｡

これより(12)を使って応力を計算すると,若干の計算の後,次式を得る｡(付録を参照 )

o(apj-C<ea"uβ軸RvkBTln+, +号 <uaupupuy,K〟y

ここで 色aPγは,

eapγ=

1 (α,P,T)が(x,F,Z')の偶置換の場合

-1 (α,♂,γ)が(∬,γ,Z)の奇置換の場合

o otherwise

となるようなテンソル (Eddingtonのイプシロン)である｡

第一項は,

C<e･apyupup.LRukBTl坤 >-kBTcJd27(eapyupupRvや)

- - kBTcld2言直誘 リea〟リuPup)-3kBTc<uaup一言∂｡p>
ただしここでは部分積分の公式

Id2=A(I)貢β(?)--Id27(LR)A(?))B(?)

を用いた｡すると,

oip3-3ckBT<uaup弓∂｡p>+ir<W｡upupuv,K〟y

となる｡第一項はBrownianpotentialによる配向をもとに戻す力であって,等方的な場合 o

となる｡配向させておいてから配向を急にとれば,存在している配向によって応力が生 じるこ

とになる｡つまり,dilutesolutionにも弾性が存在する｡

次のようなテンソルS｡βを定義するo
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sap-<uaup弓∂｡p>

今,(ll)式の両辺にuaup-号∂｡pをかけて詩 こついて積分すると,

芸 sap-Jd27(uaup一言∂ap)fDr(為 -(窟･(ご ×(7･㌃))～

部分積分を使って計算 していくと,

孟 Sαp - - rsap･i(K｡p･Kpa)h apSpp+xppS｡p-2毎 <uaup払puv,

最後の項は流れが弱ければ,平衡状態の倍

2
音 毎 (aap∂pリ+∂a舟 +∂αリapp)

におきかえられる｡

上式はWeakflow (K/Dr≪1)のときは,

%S｡6--6DrSap･‡(Kaph pa)
となる｡もし

･,--Ii'':

α= x,P=y

otherwise

のようなShearflowをしているとすれば,

i s ∬ク エ-6DrSx,･圭

となる｡特にSteadystateの場合には,

すると,

oxb,)-3ckBTSx,+忘 {r応-f5{r応

Cr =
7TqL3

31nL/A

と書ける｡これより溶液全体の応力は,
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Ox,-qsK+孟 (rK-(ギS+孟 (,)K

よって系の粘度は,

tota]_
甲 =ヤS

と書ける｡

7r

45lnL/A
であることより,

+意 lr- 7S(1+

∫-1

7T

45lnL/A
cL3)

甲tOta1- でS(1+cL3)

と書ける｡cL3≪1であったので,dilutesolutionの場合は,

ギtOta1- 7S

となって溶媒の粘度が主であることになる｡したがってdilutesolutionに粘弾性はあっても,

その効果は顕著でない｡しかし実験的には高分子の寄与の分を測定し,それより{rやLを求め

るという事が行われている｡

3-3 Semi･dilutesolution(準希薄系 )

次に準希薄高分子系 1/L3≪ C≪1/bL2について考える｡この系は理想溶液と考えられる｡即

ち,〟 を浸透圧 としてビリアル展開をすると,

1I-ckBT(1+A2C+･･･)

と書けるが,排除体積 (bL2)と見なせる第2ビリアル係数A2は,この系で,

cA2<1

となっている｡そして棒間の相互作用はないものとして棒の配向はrandomとする｡しかし,

からみあい相互作用,即ち棒は互いにクロスすることが出来ないという条件は存在するものと

する｡ つまりこの系は,熱力学的には理想溶液ではあるが,棒の運動は束縛されていると考え

ることにする｡

以後dilutesolutionを意味するときはindexOを用いる

ことにする｡希薄溶液では右図のような運動に関連する拡

散係数は,流体力学の計算より求まる｡回転の拡散係数Dr｡

は,
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Dro-
kBT 3kBTlnL/A

lro 7rqL3

並進拡散係数 Dtは,

DtPo=

DtJ_o=

kBT kBTlnL/A

･{/,," ZJTT/lJ

kBT kBTlnL/A

{t⊥0 47FでL

さて,準希薄溶液では,

Dr({Dro

Dtp=DtMo

D止 ≡0

となると予想出来る.それではDrはいったいどのくらいになるであろうか｡

この間題を考えるにあたって,からみ合いをしている棒状分子の1つに着目し,その分子が

動き得る領域を半径 γのtubeと考える近似を行 う｡(TubeModel)

まずこのtubeの半径 γを評価してみる｡このtubeを貫く棒の数をⅣ(γ)とする｡ このtube

の側面の面積』5を貫く棒の数は,だいたい

ASLc

すると,

N(r)=CLS-27UCL2

となる｡そこで

〝(α)一1

となるαは,

1a～
cL2

と評価出来る｡準希薄系では,

L≫ a≫ b

となっている｡

tubeの中の分子は,ttlbeに垂直な方向はaの程度 しか移動出来ないが,tubeに平行な方向
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には自由に動けるものとする｡このtube

は有限時間の平均をとったという意味で

は平均場となっている｡

さて,棒状分子の回転を考えよう｡先

程述べたように,分子はtubeの半径方向

に動くときには制限を受けるが,tubeに

平行には自由に動ける｡従ってtube方向

に動いて,このtubeから脱出すること

分子はtubeから脱出することで回転
出来る

により分子は回転出来る｡(もちろん,あるtubeから脱出しても別のtubeに入るだけである｡)

分子は自分の方向にL動くと,

･〃Ti
程度回転出来る｡分子が自分の方向に上だけ動 く時間を句とすると,

L2～ L2～ l

Td =布 =i玩 =打

と書ける｡この Tdをtubeからの脱出時間というoこれを使ってD,を評価してみると,

JO':

Dr≡- -(‡ )2Dro=D,o(cL3)-2-C-2L-9Td

となる｡ただし

Dr0-- :BL;

を使った｡

このようにDrは強い長さ依存性を持つことがわかる｡Drは分子がAO=a/Lより大きい方向

の変化をするような運動についての実効的な拡散定数である｡(分子の管の中でのゆらぎを記述

する拡散定数はDroである｡)AOが充分小さくて,AOより小さな方向のゆらぎを無視すれば,

高分子配向分布関数の従 う方程式札 希薄溶液に対する式のDroをDrにおきかえたもので与え

られる｡

坐 -D,LRj2サーLRj･七才×7･フル∂/

一方,応力の表式の方は変更を受けない｡
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oap -3ckBT<uaup-;∂ap>+icr｡<uaupupuy,毎 ･7(応｡p+kpa)

右辺第-項はBrownianpotentialの項であり,第二項は流体力学的摩擦の項であり,これら

の項はからみ合いの影響を受けない｡

この系に希薄系のときと同じshearをかけると,

total- 那oLIl.y I3kBT<uxu,,+ic{r｡<ux2uy2,k-oi打 援'+ox'㌢)

となる｡ただし,

oiI,)- 符応

援 )-3ckBT<uxu , >

og'-ic(｡<u局 ,〟

である｡

weakflowの場合には,

<uxu,>芸者,<uZu,2>≡1
と書けることから

甥'-3ckBTi -3ckBT孟(cL3)2≡C{o(cL3)2K-qs(cL3)3x
蝶)=C{r.応= 符sCL3K

であり,qx(yx)がdominantである｡この項のみを残せば,粘度は,
甲～- 7S(cL3)3

となる｡再までSよ｡も(cL3)3≫1も大きくなることは注意を要する｡ox(yll)-3ckBT<uxuy>が

dominantであることは,この系の粘弾性が著しい事を意味する｡これについては次の演習問

題を参照して欲しい｡

演習問題 [1]

棒状高分子の準濃厚溶液の配向分布関数や(宕i)は次式を満たす.

坐 -Drヌ 2少1 万 ･[?×(㌃･㌃)+] 但しLR-uX一丁
→ 一一 ∂

･7!' I ' L '' ,;.tL
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(i)Orderparametertensor SαG … < uaup一号∂｡p>が次式を満たすことを示せo

意 sap-叫 Sap･i(Kαph pa)+ kα〟Spp･ 扉 ap

- 2Kpリ<uaupupuv>

(ii)weakflow (lkapI/Dr≪1)の場合について,SαG(i)を求めよo1

(iii)二枚の平行平板の間に高分子溶液 .

をはさみ下面を固定し,上面を下

面に平行に移動させる｡ 上面の移

動距離をE(i),平行平板の間の距

離を1とすると,ずり速度は

Kap- ( 普

α-∬,βニッの時

それ以外

t

で与えられる｡i(i)を次の(a),(b),(C)に従って,動かした時発生するず り応力㌔γ(i)
-3ckBTSxy(i)を求めよo

･a) i(弓 KOi tt三.0 - )- ( fO. (=｡｡n st) tt; :

(C) E(i)-focoswt

(iv)(iii)の実験でE-ktで長時間流し系を定常状態にした時,ずり応力ox,を0にしたoその

後のf(i)の時間変化を議論せよ｡但し,ずり応力は

oxy(i)-3ckBTSxy(i)+ギ-kay(i) (ヤ-は定数 )

で与えられるものとする｡

解答例

[1] (i)

坐 -DrLR12や-LjF･[フ×(7･ご)両∂王

の両辺に
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aap-uaup弓 ∂ap

をかけて了について積分する｡OperatorLR)について

Jd27A(I)LRJB(?)ニーId27(克4(I))B(フ)

が成 り立っ事に注意すると,例えば右辺第-項は,

Jd27aapLRl2少-Jd27(LRl2aap)や-く方 2aap>

となるoei,kをEddingtonのEとすると,

LR1 2aap-(宕×一生)･(言×4 )(uaup-‡∂ap)∂u ∂u

- Eijkuj砺 Ed-ul孟 (uaup-‡ ∂ap)
∂

-eLj∠ei∠au]ujP+6り･Pe乙Iaujul+eijα㌔lPuluj+eijleiZPuauj

これを

6りke乙Im-(8,Jah仇-ajmakZ), eijhELjl-2∂k/

を使って計算すると,

LRj 2aα6 --6uαp+2∂αp--6aap

となる｡右辺第二項も同様にして計算出来る｡

(ii)

weakflow(i･e･lKapVDr≪1)の場合

意 sap-16DrSap･‡(応｡ph pa)山 ｡pSpp+ 扉 ay-2毎 <uaupupuv,

の kapSpp+KppSapは無視出来るoまた,<u｡u/軌 uy>は近似 として一様分布の値に置きかえ

ると,

･uaupupuリ, - 去/d27uaupupuy
被積分関数が奇関数の場合積分は0｡0でないの払 α-Pのときと,α≠Pでも<ua2童 >の

ときである｡極座標を使 うと,α-βのとき

Ju孟d27-号打
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α≠βのとき

J 瑚 d27-合 方

対称性を考慮すると-般に

･ umunu｡up,-吉(∂nn∂｡pI ∂na∂np+ ∂np∂n｡)
従 って

毎<uαupupuv,-吉(Gap+Kpa)

ただし,非圧縮性の条件

Kαα=0

を用いた｡すると,

意 Sαクエ-6DrSap･‡ (K｡ph pa)

i-toのSaPの値をsa/?(t｡)と書くと,

Sap(i)-expl-6Dr(i-t｡)]Sap(i.)

･‡ioidt′expl-6Dr(i-i.)]tKap(tl+Kpa(t′))

≠oJ--として

sap(i)-‡鳥dt,exp卜 6Dr(i-tl]tKap(t′)+Kpa(t′))

(iii)(a)

ox,(i)-% TJ.tdt′expL 6Dr(t一- -葦 [1-exp(-6Drt,]

i†∞では粘度がckBT/10Drの液体のふるまいとなる｡(a図 )

(b)

Ox,(i,-3% TJl∞dt,ex,[-6Dr(i-i,,]∂(i,,E｡-字 .ex｡(-6Dri'

t≪1/Drで払 弾性率が3ckBT/5の固体のようにふるまう｡(b図)

(c)

OJ t)- 1% T/_t# ex｡[-6Dr(i-tl]E｡coswt
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3caJkBT

5(a,2+36Dr2)
fo[a,coswt16Drsina,t]

aJ≪D,では,

ca' ckBTdf(i)

ox9--両 kBTEosinwi=蚕 瓦 ~~前 ~~

となり,粘性率ckBT/10Drの液体のようにふるまう｡

a,≫D,では,

ox, 一 字 ｡coswt- 芋 f(i)
となり,弾性率 3ckBT/5の固体のようにふるまう｡

二 t==

<-I
-i
･･.･･-
-
1･--.--

醐

浩

a図

Ov)(iii)の(a)で,i†-とすると,

5αβ-
K
30D r

0-0としたときを新 しく時刻 0とすると,それ以後満すべき方程式は,

0-3ckBTSx,(i)+ギ∞転,(i)

意 sx,(i)--6DrSx,(i)･ikJ i)
･ ‥二一三

これを使 うと,打 こついての二階の常微分方程式になる｡

意 思 + (言 語 ･ i )票-o
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i-0でぎ=fo,SKY(0)- K/30Drという初期条件を使 うと,

E(i)-fo+
ckBT K 1

7∞ 10Dr (6Dr･ 筈 慧 )

texpト (6Dr･% T)t]-1)

となる｡ つまり,弾性体のように逆に引き戻されることになる｡

3-4 高分子液晶

液晶は1949年にOnsagerによって取 り扱われた｡ここ

では,その取り扱いに従って考えてみる｡まず右図のよう

な棒状高分子を考える｡

C を単位体積中の分子数とすると,単位体積の系の分配

関数Zは,

Z-Jd2三･-･d2完 Jd3jil･-･･d3R7 ｡~U/kBT

ただし,

e-/kBT- ( 三

ここで,P(完 ,ち )は,

→

u]

allowed

forbidden

を変えずにjfjを動かしたとき,(捕

･ハU

･ト＼

fixed)重心の動けない体積 (排除体積 )である｡

この体積は,

p(完 ,ち )-2bL21完 ×宣.I

となる｡すると,

C

Z-Jd27 1･-･･d27ci91[1-.∑ p(完,ち)])=乙+1

C C
-Jd271･････d27cexp[∑lnt- ∑ p(完,ち))]

乙=1 )=乙十1

CC
≡Jd271･-･d2Icexpl-∑i:p(fi,三･)]

i=lj二も+1

=E
さて,uについての積分であるが,これは単位球面を面積 Aの部分に分割し,そこの代表値で

おきかえる｡

部分aの方向を完 ,その中に入っている分子数をca(∑ea- C)とすると,分配関数は次のよ
α

うに計算される｡
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Z-A妾 expt-aE,beaCbP(-u'a,新α

単位体積あたりの自由エネルギーLAは,定数項を無視して,

LJd--kBTlnZ

-ckBT;きln旦 +空gTaFbCaCbP(Ia,完)C

ca-少(Ia)Aを用いて和を積分でおきかえると,

LA-ckBTJd2毒 1坤

+% TId27d2み (2'掃 )掃 ,?,)

(単位球面上の分割 )

BSaai器 怠♂ 徹 a

上の式は,自由エネルギーの濃度についての展開になっている｡展開の一般形は,Cluster

展開の方法で与えられる｡

例 え ば 芸 ま,XId+ji････
C3×(3本の棒が接触している体積 )

-C3Jd2Ild272d273や(71)や(?2)や(73)P3(71,72,73)
=C3b3L3

Cluster展開の展開係数の第3項と第2項との比をとると,

(第3項)

(第2項)
Icj)2L

ところで液晶となる濃度C*は,

* 1C～
bL2

で,この近くでは

cb2L-cbL2(i)≪1
となっている｡よって,L≫Aのときは展開を2次で打ち切って良い｡

さて,
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LAl+]-ckBTlJd27+ln付 言Jd27d27,p(i,i,)+(轟 (I,)

において第 1項は,棒のばらまきかたが等方的分布にした方が小さく,逆に第 2項は棒が平行

になった方が小さいことに注意しよう｡転移は両者がbalanceするところであるO少についての

J+(?)d27-1

という条件を思い出してLagrangeの未定乗数法を使 う｡

LJd～≡A-1I少(I)d27

とし,

坐 =o
∂少

の要請より

In+(?)+cld27,p(iI,)+(?,)-const.

となり,

(
匠const･･e-VscFG)/kBT
vscF(I)≡2kBTbL2cJd27,+(?,)l宕×フl

となる｡これは少についての分子場近似の非線形方程式 となっている0

Onsagerはこの方程式を解くかわりに,次の変分法を用いた｡分布関数を次の形に仮定する｡

+(?)-const.･cosh(aI･?)
ここで言は分子の平均の向きである｡｡はパラメーターで,α-0でisotropicphaseを表わ

し,α†-で液晶を表わす｡

これを自由エネルギーの表式-AFに代入すると,functionalLAlQ]はfunctionとなって,

LA-LA(α,C)

変分パラメーターαはレCが最小になるという条件から決める｡ C をいろいろ変えてL,4(α,a)

を計算すると下図のようになる｡

液晶の配向パ ラメ-タ-として

S｡p -<u｡up-与∂ap>-Jd27+(?)(uαup-‡∂ap)

を導入する｡Sapはisotropicで 0,液晶で0ではない｡この事からSaJ9の事をOrderpara-
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ノ4(dtcト A(cLo)

α,a;左図のminimum positionの位置

metertensorと言 う｡このtensorの性質は,

Sαα-0,Sαp=Spa

である｡nematic相では-軸対称性を持っているため,

sap-S(nanp-‡ ∂ap)

と書 くことが出来る｡ここでSは

S-‡n｡npsap-‡<后 言仁 i>
で与えられるorderparameterである｡αのかわりにorderparameterSで書くと,下図の

ようになる｡

･什
-･-
I
-
-･-
--

5

この系はまた溶液であるので相分離がおこる｡
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/I(JIPl･C)'r

弾む液体

-I---;共通接線

C < cA ;lSOtrOPI C

cA < C<cB;COeXisten t

cB<C;liquidc rystal

参考文献

P.G.deGennes

ThePhysicsofLiquidCrystals1974

oxfordUniversityPress

さて,液晶を記述する方程式は,

坐 -Dr方･LRl打 志 方 vscF仁 方･[?×(7･宕)や]∂≠

準希薄系の場合と異なるのは平均場ポテンシャルVscFが入っている点である｡

これを使って応力を計算する｡それには,系に仮想変位 ∂E｡pを与えたときのuAの変化を計

算すれば良いO仮想変位 ∂㌻により申ま次の

∂サニーPJj･[ご×(∂㌻･ご)サ]

のように変化する,これより∂LAが計算出来る｡∂AよりO｡pは

∂-Al- oαp∂eαp

と求まる｡この手続き-∴ §2-3で述べた一般論からも正当化される｡(詳しくはM.Doi,J.

Chem･Phys.1983参照 )

Oap-3ckBT<uaup-‡∂ap>+ C<ua(? ×方 vscF)p,

VscFがない場合には,これは§3-2の結果と一致する｡

これで任意のvelocitygradientに対する応力が計算出来る｡(これ以後の話は演習問題[2]
l

及びM.Do主,J.Polym.S°i.19229(1981)参照 )

演習問題 [2]棒状高分子濃厚溶液の配向の分布関数+(?,i)tま次式を満たす｡

聖 -Dl窟･lR) 中 古 a vscF]一言 ･[?x(?･;)+]∂′

ここに

vscF-一言UkBT(uαup-号∂αp)SαG
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でありUは濃度に比例するパラメータである｡

(i)7-Oの暗,(1)の平衡状態の解は
→

+eq(a)-const･･exp[α(フ･言)2]
(αは定数,言は任意の方向の単位ベクトル )と書かれることを示し,αの満たすべき方程

式を求めよ｡この方程式を数値的に解きαをUの関数としてグラフに書け｡

(ii)sa/9は次の方程式を満たす事を示せ｡

孟 S｡6--6DrSapI 6DrUlis｡pIS｡pspp-<u｡upupuu,S〟リ]

･‡(応aph pa)十K｡pSpph ppS｡〟12毎 <u｡upupuy,

(iii)< uaupuル >SjW≡<uauJg><upuv>Spレ

< 払αtLjguJLuV>応JLリ≡ < uαujP><upuu>KAW

のdecoupling近似を用い5叫 についての閉じた式を求めよo

(jv)?-Oの暗,(iii)で得られた式を解き,平衡状態のオーダーパラメータをUの関数としてあ

らわせ｡

解答例 (i)

4req-const･･exp[α(言･言)2]

が(1)式を満たすことを示すo+eqは言を対称軸とする-軸対称性を持っから,一般に

Sap-SnanjP+b∂ap

と書ける｡(S,bは定数 ) Saα-0より

Sαp-S(nanp-与∂ap)

とおける｡従って

vscFト 音UkBTS(uaup一与 ∂ap)(nanp-‡ ∂ap)

一言UskBTl(宕･宕)2-‡]

･LRjvscFH 言UskBTLPj(ご･㌃)2
-方,
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→
.Rや-2やヌ(ご･㌃)2

従って

a-iUs

であれば,平衡状態の式

R) ･[み +志 方 vscF]-0

は満たされる｡一方,

S-言<(フ･宕)2-‡>
だから(2)の条件は,

a-iU
ild2?[(?･?)2-i]expla(?･?)2]
Id27expla(7･?)2]

-iJoldx(32i)exp(ax2)/I.ldxexp(ax2)
積分をSimpson法(100分割)で計算してUとαの関

係を求めると図Aのようになる8

(ii);これは[l]の(i)と同様にすれば良い｡-I-･略

(iii);decoupling近似

<uα払Pu,pu〃>Sp〝～-<uaup>< uJLuy>SFLy

<弘αupup弘〝>HLW≡ <uαuP><ujLuy>KJLy

を使 うと, ー5

･uaupuル ,Sp≡(Sap･i∂ap)(S〟リ･i∂")S〝リ

-(sap+与∂ap)S"S"

ただし

Saa-0

を使った｡また,
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･uaupuル ,帰 ≡(Sap･‡∂αp)(S〟″.与∂〝リ)毎

これを使 うと,

意 S｡p--6DrSap+6DrU[lsαpIS｡pSpp-(Sap･‡ ∂ap)S〟〝S〟レ]

弓 (Kaphpa)･毎 Spp+悔 Sap-2毎 (S｡p･与∂｡p)(S"･i∂〟リ)

となる｡

(iv);7-77,∂/∂t-Oとすると,

0 - -6DrSap･6DrUlis｡p･S｡pspp -(S｡p･i∂｡β)S"S"]

このとき

5｡β-0 (α≠β)

S--S"--2Szz

となっている｡

Sa=xについては

0--6DrSx x ･6DrU[‡ s x X ･SZx-(s x x ･†)(sZx+sax+4SZx)]

･ 0--sxx･U[‡sxx-sfx一鴎 ]

O-sxxUl一書+‡-sx3-6Sfx]
よって

Sx3-0,
9-24/U
12

Sn-Sxx

5zz ニ ー25∬∬

となる｡

付録

重心の速度を7G,棒の回転速度を言 とすると,n番 目のBrown粒子の速度7nは,
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霞-i7G+言×(nbI)
と与えられる｡これ と,

--→ 0-ー
vn-ん･Rn+∑HOnm･7m7TZ

よりfnを求めると,

Fn - (冒- 1)nm(7m-?･jfm)-(Ho-1)nm･(ご×7 -7･宕),nb
==岩

ここで(Ho-1)nnは,
【≡E 【≡E

∑(Ho-1)nnHnl-∂n･ZI7n
を満たすテンソルである｡⊂≡≡】Hn,nの定義より
Hnn-hnm(7+㌃ご)
【く≡E

hn,a-
87TqIn-7n lb

㌃謡はテンソルで,

(五言)ap - uαup

だから(冒ll)nmは
【≡コ=

(Hull)nn -(A-1)nn(7-チ)

(h~1)n,nとは,

∑hn,a(h~1),nz- ∂nl7n

となるような hn,nの逆行列である｡
→

さて,粒子に働 くトルク井は

∑(盲n-jfG)×fn
n

と表わされるから,(A-1)を用いて

弄- ∑ nb宕×(第1)nm･(言×7-7･宕),nb
n17n

(A-2)を用いれば,

B==

弄- (∑ n-b2(㌃ 1)nn)宕×(7-等 )･(言×7-7･フ)n)7TL

- {,('･:-t∴＼完'･'I')
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ここで,

lr≡nPnn-b2(All)n耽
(A-3)より,横の回転速度は,

→
言一旦+宕×(?･宕)
{,A

と与えられることがわかる｡これを(A-1)に代入すると,

(A-4)

fn-∑(gl )a-･(号音×7-(?･(㌃･ご))フ)mb7n

-∑(A-1'n-(fH × 言 弓 (ご･(7･?))言)-A7n

従って応力は,(∑in-了を用いて )n

oap-SFnα(竜一jfG'p-£n-b2'hl)n-(fG xご 弓 (ご･(?･言)'ご)aup

(A-4)を用いれば,

q｡p-(弄×ご)aup一書(宕･(?･宕))uaup
となる｡

E =E

N=-kBTLRln少

を用いれば,本文中の応力の式が得られる｡
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