
92

無限成分スピンを持つ Dicke型の

量子開放系について

公立小松大学田村博志

Hiroshi Tamura 

Komatsu University 

ABSTRACT 

Gorini-Kossakowski-Sudarshan-Lindblad-Davies [ G KSLD]型のマスター方程式で記述され

る開放調和振動子は鼠子光学の基本的なモデルであるが，その取り扱いは複雑な面があ

る．ここではこれに関連した事項を，密度行列に作用する作用素の間の交換関係という観

点から整理する．

その延長として，無限成分スピンをもつ Dicke梨の開放系を扱う． CompletelyPositive 

Trace Preserving[CPTP]変換によって， この系は互いに相互作用しないが減衰する 2自

由度に分解することが出来る．さらに，漸近挙動に同期現象が現れることが示される．

この原稿は興川氏と守屋氏との共同研究に基づく論文 [KMT]の日本語に依る要約で

ある．

keywords : open quantum dynamics, Gorini-Kossakowski-Sudarshan-Lindblad-Davies 

type master equation, CPTP transformation, open Dicke model, infinite-component vec-
tor spin, synchronization 

1 記号の説明と交換関係の概略

ここでは，以後の議論の方針と記号の説明のため，少し一般的な観点から GKSLD型

のマスタ一方程式 [GKS,L, Da2]とそこに現れる作用素間の交換関係を紹介する．

洸を Hilbert空間， l1（洸）を洸？上のtraceclass作用素全体のなすBanach代数と

する．

洸内に作用する（非）有界作用素 A,B,Cに対し， Cl（洸ク）内に作用する（非）有界作用

素 KAとVBoCを

応(p)=[A,p], VBoc(p)=2BpC-{CB,p} for pEl1（洸び

により導人する．
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洸上の散逸量子系を記述するために GKSLD型の masterequation 

d 
訳(t)=—心（p(t)）＋ど叩。Aj(p(t))' 

を考える．ここで， H は対応する孤立系の Hamiltonianであり，（非）有界作用素とその

共役 Aj,Atは，系と熱浴の相互作用を記述する．

次の交換関係は以後の議論で主要な役割を演ずる．

Lemma 1.1如上の有界作用素 A,B,Cに対し，

［応人ふl＝応A,B],
［に4，加。c]= D[A,B]oC + DBo[A,C], 

［応oBのCoD]= D[A,C]o{B,D}―割A,C}o[B,D]+ D[DC,A]oB 

(1.1) 

(1.2) 

＋応o[B,DC]―V[BA,C]oD- Vco[D,BA] + K,[BA,DC], (1.3) 

D Aol = KA, D1oB = -KB. (1.4) 

が成り立つ．

この交換関係の意味は最初のものの導出

[KA,K,叫p= (K,AK,B -K,BK,心p= [A, [B, pl] -[B, [A, p]] = [[A, Bl, p] = K[A,BJP, 

を見れば，明らかであろう．その他のものも同様に直接的に示せるが計算が面倒なものも

ある．また， A,B,Cが非有界作用素の場合には，ここでは言及しないが定義域に関する

注意が必要になる．

2 減衰振動子

ここでは，熱浴と相互作用することにより減衰する調和振動子（減哀振動子） ［AJP, AL, 
BP]の性質を我々の立場から整理する．

クを l自由度の Fock空間とし，そこで作用する消滅作用素と生成作用素a，がと完全

正規直交系{In〉}戸＝。は
alO〉=0, aln〉=西|n-1〉, a門n-1〉=、iln〉 (nEN) 

を満たしているとする．

ここで，｛In〉}ご＝。で生成されるクの密部分線形空間ク。を導入しておく．

lt1(ff)に作用する Liouvillianとして

£。=-iwJC司a+"f((J + l)'Daoat + J四。a)
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を考え， master equation 
d 
副(t)=£。p(t) (2.1) 

を扱う．（ここで w,ry, J(= 1/(e(3w_l))は正の定数であり， /3 > 0は熱浴の逆温度に対

応する．）

議論の碁礎となる交換関係 Lem.1.1は，この場合次のようになる：

Lemma 2.1 

[Ka,Kat] = 0, [Ka,~ぶta] =Ka, [Ka, K司a]= -Kat, (2.2) 

[Ka,'Daoat] =Ka, [Kat,'Daoat] = Kが，（2.3)

[Ka,'D四oa]=-Ka, [Kat,'Datoa] = -Kat (2.4) 

及び，

が玖。上で成立する．

[Kata, Daoat] = [JC司a,Datoa] = 0, 

厄。at，叫。a]=-2(Daoat +四。a).

(2.5) 

(2.6) 

ここで，玖。は夙。の元から作られる有限階作用素の全体で， Cl（ff)の密部分空間になっ

ている．これらの具体的な作用の例のいくつかを挙げる：

Ka(ln〉〈叫） ＝西 ln-1〉〈ml —⑮□|n〉〈m+ll,

に (In〉〈m|)=、ロエn+l〉〈m|-vmln〉〈m-11,
Daoat(ln〉〈ml)=2謹亨— 1〉〈m-11-(n + m) In〉〈ml, (Leak) 

叫oa(ln〉〈ml)=2~ln+l〉〈m+ll-(n+m+2)ln〉〈叫．（Gain)

議論を判りやすくするためにlt1（洸'))の便利な基底を導入しよう．

Def.虹，m=応心(IO〉〈OI) (n, m = 0, 1, 2,.. •) 

これらは、次の性質を持つ：

Proposition 2.2 ｛虹，m}孟m=。は駅洸）でtotal.

実際、

Linear Span of { <I>n,m In, m = 0, 1, 2, • • ・} = Linear Span of { In〉〈mlIn, m = 0, 1, 2,・・・｝
は， Cl（ク）で密で Ka,'L%。at'etc.の定義域に含まれる．

Proposition 2.3 

Kがa虹，m = (n-m)虹，m, Daoa心，m = -(n+m)虹，m (n,m = 0, 1,2,・・・）
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が成立する． つまり虹，m はKataと'Daoatの同時固有ベクトルになっている．

さて， Liouvillianが半群を生成することを示すために，その各項について調べよう．

Proposition 2.4 D,けoaと'Daoatは，それぞれ CPTP半群を生成する．

実際， Krausform 
00 

e匹。a(p）＝どEn(t)pE!(t)
n=O 

etc.が成立することが示せる． ここで，

は

を満たす．

疇）＝（~atn e―taat E叫（ク）
窪

00 

どE!(t)比(t)= 1. 
n=O 

£。による時間発展については，滑らかな正値関数fを工夫することにより

et.Co= e―itw尼taef(t,)丸toae伯＋f(t,))Daoat.

と表せることが分かる．これは， CPTP写像の合成として表されているので

Theorem 2.5 { et.Co}珍。は CPTP強連続半群となる．

ことが示される．

次に，£。の固有値についてみておく．

T=抄log(J+ 1) =抄log(e(3w /(e(3w_l)) とおくと

Theorem 2.6 

(2.7) 

(2.8) 

(2.9) 

(2.10) 

£。eT叫 oa虹，m = (-iw(n -m) -1(n + m))e叫 oa虹，m (n,m = 0, 1,2,・・・）．

が成立する．

これは、

Lemma 2.7 

e丸 1oa(-iぷala+"f1Jaoat) = £,。e丸 1oa. (2.11) 
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とProp.2.3からわかる．一方， Lem.2.7は£。=-iwK心＋1庄'Daoat十1(e2T-l)'Dがoaの

T依存性に注意して，（2.11)の右辺を XTとおくと X。=-iwK心＋"f'Daoatと dXT/dT= 
n砧oaふとなることが導かれる ((2.5),(2.6)参照）ことによる．
これと Thm.2.5より， Gibbs（平衡）状態への緩和が導かれる：

Corollary 2.8任意の密度行列pに対し，

DO e-(3wn 
etCop→ e叫 oa<P。，o＝ど z| n〉〈n| =:PG 

n=O 

(2.12) 

がトレースノルムによる収束の意昧で成立する．

3 無限成分スピン

Hilbert空間ダにおいて，完全正規直交系{ln)}nEZと有界作用素仕と閉作用素 M が

M in) =nln), l±|n) = In士1) (n= 0，士1,士2,・・・）．

を満たすように設定されているとしよう．ダ。を{ln)}nEZで生成されるダの密部分空間，

忍。をダ。の元から作られる有限階作用素全体とする．

これが無限成分スピン [Dal]を表す枠組みであることは，次のように考えると直感的

に納得できるだろう．すなわち， Im)が大きさjのスピンの z成分が mの状態だと思う

と， z成分の昇降作用素J士の作用は

J± |m)=凶j字m)(j士m+1) Im士1)

なので

戸J士加）→ |m士1)= £± |m) (j→ oo) 

と見ることが出来るからである．

ここでは、この無限成分スピンが外部熱浴と接している系を扱う．マスター方程式

d ii,P(t) = £1p(t) (3.1) 

において， Liouvilliranとして

£1 = -iμK,M + a_'Dz_oz+ + a』)z+oL

を考える．ここで， μ,a土＞ 0であり， a土には大小関係は設けない．

ここでの交換関係 Lem.1.1は次のように単純になる：

Lemma 3.1 

[KM,Iり＿o!+]= [KM, I）いoL]= ['DLol十エ兄od= o 
が，0"o上で成立する．

(3.2) 
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応｛，PしoL,'Dしol＿によって Kraus型の半群が生成される：

Lemma 3.2 
e―iμt/CM(p) = e―iμtM p eiμtM, 

00 

i°'-Di_ ol+ (p) =ど（2ta_)ne―2ta_ln_pl],
n! 

n=O 

00 

沢＋虹ol―(p)＝ど（2tm)me―2to+l下plrri
m! 

m=O 

がpE lt1(<;#)に対し成立する．

これらの生成元は可換なので £1による時間発展を表す半群は，

Theorem 3.3 

et£1 (p) =eta＿割＿ol＋沢＋恥ol_e―iμtK,M (p) 

00 

=L叫）lどe―iμtMpeiμtM杵，
k=-oo 

で与えられる．ここで

叫）＝文 6n-m,K(2ta_)n(2ta+)me―2t（年＋叫）．
n!m! 

n,m=O 

、
、
~
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(3.5) 

(3.6) 

(3.7) 

である．

Corollary 3.4 { ck(t)}江＿OOは，

叫t)> 0, 
00 

と出t)= 1, 
k=-oo 

及び

文kck(t)= 2(a_ -a+)t, 
k=-oo 

00 00 

ど臼（t)一（ど kck(t))2= 2(a_十CY+)t,
k=-oo k=-oo 

を満たす．

よって，俣（t)は時刻tでスピンが Kだけずれる確率を表すとみなせる．さらに，スピン

の平均と分散はtに比例して変化するので，定常状態が存在しないことがわかる．特に，

Corollary 3.5任意のpE lt1ぽ）に対し， et.C1p→ 0がダ上の作用素の強収束の意味で
成り立つ．
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4 散逸する無限成分 Dickeモデル

ここでは，クとダのテンソル積から作られる Hilbert空間

洸＝クRダにおいて，作用素 ata R 1, aRし などを考える．以後これらを，
ata, al十 などと略記する．

cl（洸）における時間発展として， master方程式

d 
加p(t)= £p(t) (4.1) 

を， Liouvillian

£ = -iwK…-i応M-i入kal戸 at1-+1((J+叫。at+J匹。a).
に対し考える．

このモデルによって，単色光（調和振動子）とスピンがJanes-Cummings型の相互作

用をしている系 [D,Dal, HL]が光子と熱浴の相互作用によって散逸する様子を調べたい，

ということがこの節の趣旨である．

次のような作用素の記号を用いる．

D =(J + l)Daoat十JDatoa,

D+ =(J + 1)のl_oat+Jn司oL,
D_ =(J + l)Daol+ + JD杵oa,

玩＝（J+ l)DLol+ + JDいL,

K, =Kata, に＝ K叩＿，K,_=Kaz+. 

これらに関する次の気R0"o上の交換関係が成立する．

Lemma 4.1 

[JC, JC』=[JCM,/(叫＝士に， ［D,JC且＝士P土， ［K土，D=t=]=干P。, (4.2) 

[JCの］＝ ［JCMの］ ＝ ［に，JC_]=［に,D±]=［割，に]=[D。の］ ＝0. (4.3) 

さて，ここで Cl（洸ク）上の変換

W(a) = e°'K←aK_ for a E <C 

を導入しよう．（これは，洸ク上の unitary作用素による相似変換になっている．）これに

よって，作用素の次の変換が導かれる．
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Lemma 4.2 （変換則）

k: 

KM 

に
W(a) I 'D I W(-a) = 

'D+ 

'D_ 

P。

k-aに—&K,_

KM+aに＋＆K,_

K土
'[)―直)+ー直'[)_+|a12v。

'[)十―召D。
'[)_-aT)。
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(4.4) 

(4.5) 

これを用いると

<5 =入／（召＋（W —µ戸），
a= -(w十灼coths)ふ
(= i"(J cosech s. 

とおくとき，

(s > 0) 

Theorem 4.3 (dressed photonとdressedspinへの分離）

(-i（ぷ＋μ馴＋入(K++ K_))+--yD)W(a)万 W(〈)

=W(a)万 W(〈)(-i（ぷ＋μ馴） ＋？D＋わゆ。）， （4.6) 

となることが導かれる．これは，散逸無限成分 Dickemodelが，互いに相互作用しない

減衰振動子(dressedphoton)と減衰無限成分スピン (dressedspin)の系に変換されたこと

を示している．

W(a)臼 w(〈)は Cl（兄）上の CPTPmapであり，パラメーター s>Oに依存するが

sは他の部分に影響を与えない．この任意性は，交換関係

[D, -i(wK + μK叫＋1P十入1ぬo]= 0. 

によっているが，これが何か物理的意味のある対象性と関連するかどうか，筆者には不明

である．また， 1（振動子の散逸の強さ）が小さいときは勿論，大きいときも灼8(dressed 

spinの散逸の強さ）が小さくなることが見て取れる．
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4.1 同期現象

ここでは、密度行列の時間発展の漸近挙動が同期現象を示すことを見る．結果を示すと，

Theorem 4.4 

Vp(density matrix),ヨPo(densitymatrix): _lim llet£p -et（→μ（砂＋K)＋入叩oDo)Polh=0 
t→(X) 

となる．これは，長時間では「photonの振動数 wが spinの振動数μに同期し， spinの

み散逸するように運動する．」ことを示している．

簡単のため

p=W(a)臼 w(〈)び

の場合の証明の概略を述べる。 dressedphotonだけを時間発屎させるとその極限は平衡状

態になり，それ以上に Hamiltonianによる時間発展によって状態は変化しないので，

(et(-iw/C+,D) Q91)u→ PG R几＝（et(-iμJC) R 1) Pc R p* (t→ oo) (4.7) 

と書ける．ここで，最右辺で任意に選べるパラメーターをμに選んだ．（4.6)を用いて，

£を分離してphotonのみの長時間での挙動は (4.7)式の最右辺に近いので，

沢p＝茫W(a)万 W(()u= W(a)万 W(()(l@et（→応M＋疇o))(i(-iw/C＋四）R1)。

~W(a)臼 W(()(1 R et(-iμ砂＋入 Tぬo))(et（→μIC) R 1) Pa R p* 
= et(-iμ（砂＋IC)＋灼ぬo)w(a)が町V(()PGRp* 

となる．最後の等式では， w=μ の場合，時間発展が変換 W(a)eゆ w(〈)と可換になる

こと

[KM+ K, W(a)esvw(〈)]=['D。,W(a)e8VW(()]= 0 

を，用いた．（ここで，上で任意に選べるパラメーターをμに選んだことが効いている．）

5 まとめ

減衰振動子の交換関係を用いた分かり易い取り扱い方を紹介した．この方法の応用とし

て，無限成分スピンをもつ Dicke型モデルの開放系の， CPTP変換による互いに相互作

用しないが減衰する 2自由度への分解法を示した．同期現象のメカニズムの説明として

「熱平衡によって自山度の 1部が死に，生き残った自山度の下で運動が続く」というもの

がある [GCZ]が，我々の無限成分 Dicke型モデルの開放系がこのメカニズムの単純なモ

デルによる実例となっている．
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